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一类分数次中立型发展方程的初值问题
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摘要:利用 Krasnoselkii不动点定理研究一类新的具有无限延迟的中立型分数次发展方程，得到 mild 解
的存在性定理，最后给出 1 个例子来验证结论的有效性．
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0 引言和预备知识

考虑如下 Banach 空间中的具有无穷延迟中立
型分数次发展方程:

Dq［x( t) － u( t，xt)］ = A［x( t) － u( t，xt)］+

f( t，xt，∫
t

0
h( t，s，xs)ds)，t∈［0，T］，

x(0) = φ( t) ∈ P，t∈ ( － ∞，0
{

］，

(1)

这里 T ＞ 0，0 ＜ q ＜ 1，A:D(A) → X是 1个 Banach
空间 X上的紧解析半群{T( t)，t≥0} 的无穷小生成
元，则存在常数 M≥ 1使得‖T( t)‖≤ M． Dq

表示

Caputo意义下的分数次微分，P 表示相空间，h:Δ ×
P→ X，其中 Δ = {( t，s):0≤ s≤ t≤ T}，f:［0，T］×
P × X→ X，xt:( － ∞，0］→ X定义为θ∈ ( － ∞，
0］，xt(θ) = x( t + θ)，φ∈ P且 φ(0) = 0．
研究分数次发展方程 mild 解的存在性具有重

要的意义． G． M． Mophou等［1］ 考察了具有无穷时中
立型分数次发展方程． 文献［2］研究了一类具有无
穷延迟中立型分数次发展方程的 Cauchy问题．不动
点理论和临界点理论是研究微分方程解的存在性的

重要工具
［3-7］．本文研究了一类新的方程，利用不动

点理论证明了 mild 解的存在性定理，把文献［5-6］
的结果推广到 Banach空间．
以下记 I =［0，T］．相空间(P，‖·‖P) 是 1个

赋准范线性空间，其元素为从( － ∞，0) 映到 X上的
函数，且具有以下性质

［8-9］:

(A0) 若函数 x:( － ∞，T］→ X在 I上连续，且

x0 ∈ P，则对于 t∈ I，
(ⅰ)xt ∈ P;

(ⅱ)‖xt‖≤ H‖xt‖P，此处 H为一常数;

(ⅲ) 当 t≥ 0时，存在连续函数 C1( t) ＞ 0，局部

有界函数 C2( t) ≥ 0 使得
‖xt‖P ≤ C1(t) sup0≤s≤t

‖x(s)‖ + C2(t)‖x0‖P，(2)

不妨设 C*
i = sup

0≤t≤T
Ci( t)，i = 1，2;

(A1) 对于(A0) 中所述的函数 x( t)，xt是 I上的
P-值连续函数;
(A2)P充要．
注 1 性质(A0) 中条件(ⅱ) 等价于φ∈ P，有

‖φ(0)‖≤ H‖φ‖P ．
注2 若BUC(( － ∞，0］) 表示所有有界且一致

连续函数关于上确界范数所组成的 Banach空间，则
其为相空间．
定义空间 Ω如下:
Ω = {x:( － ∞，T］→ X 使得 x ( －∞，0］∈ P 且

x I ∈ C( I，X)} ．
定义方程(1) 的 mild解如下:
定义 1［10-11］ 函数 x∈ Ω称为方程(1) 的 mild

解，如果满足

x(t) =

φ(t)，t∈ ( － ∞，0］，

－ Q(t)u(0，φ) + u(t，xt) + ∫
t

0
Ｒ(t － s)·

f(s，xs，∫
s

0
h(s，τ，xτ)dτ)ds，t∈［0，T










］，

(3)

这里



Q( t) = ∫
∞

0
ξq(σ)T( t

qσ)dσ，

Ｒ( t) = q∫
∞

0
σtq－1ξq(σ)T( t

qσ)dσ．

注 3 由于∫
∞

0
σξq(σ)dσ = 1

Γ(1 + q)，所以，

‖Ｒ( t)‖B(X) ≤ Cq，Mt
q－1，t ＞ 0，

其中 Cq，M = qM /Γ(1 + q) ．

1 主要结论

(H1) f:I × P × X→ X满足(v，w) ∈ P × X，
f(·，v，w):I→ X可测，f( t，·，·):P × X→ X对几乎
所有的 t∈ I连续，且存在2个正有界函数 μi( t)( i =
1，2) 使得

‖f( t，v，w)‖≤ μ1( t)‖v‖ + μ2( t)‖w‖，
( t，v，w) ∈ I × P × X，且sup

t∈I
| μi( t) | = μi，i = 1，2;

(H2) 存在常数 L满足 0 ＜ LC*
i ＜ 1，且

‖u1( t1，φ) － u2( t2，φ2)‖≤ L( t1 － t2 +

φ1 － φ2 p)，t1，t2 ∈ I，φ1，φ2 ∈ P;

(H3) 存在常数K1，K2≥0，使得函数 h:Δ × P→
X满足

‖h( t，s，φ1) － h( t，s，φ2)‖≤K1‖φ1 － φ2‖P，

K2 = sup
( t，s)∈Δ

‖ h( t，s，0)‖，

这里 t∈ I，φ1，φ2 ∈ P;
(H4) 存在常数 δ∈ (0，1)，使得

C*
1 L +

T qCq，M

q μ1 +
T qCq，MK1

q μ[ ]2 ＜ δ． (4)

定理 1 假设(H1) ～ (H4) 成立，则方程(1)
在 I上存在 mild解．
证 定义映射 Γ:Ω→ Ω如下:

(Γx)( t) =

φ( t)，t∈ ( － ∞，0］，

－ Q( t)u(0，φ) + u( t，xt) + ∫
t

0
Ｒ( t － s) f( s，xs，

∫
s

0
h( s，τ，xτ)dτ)ds，t∈［0，T］









 ．

下面将证明映射 Γ 存在不动点，从而方程(1)
存在 mild解．
设 y－(·):( － ∞，T］→ X和 z(·):( － ∞，T］→ X

定义如下:

y－( t) = φ( t)，t∈ ( － ∞，0］，
0， t∈［0，T{

］，

z(t) =

0，t∈ (－ ∞，0］，

－ Q(t)u(0，φ) + u(t，y－t + zt) + ∫
t

0
Ｒ(t － s)·

f(s，y－s + zs，∫
s

0
h(s，τ，y

－
τ + zτ)dτ)ds，t∈［0，T










］，

则 x( t) = y－( t) + z( t)，t∈ ( － ∞，T］．容易看出 x满
足(3) 式当且仅当 z满足 z0 = 0．作空间 Z0 = { z∈
Ω:z0 = 0}，则z∈ Z0 有

‖z‖Z0 = sup
t∈I
‖z( t)‖ + ‖z0‖P = sup

t∈I
‖z( t)‖，

则 Z0 按此范数构造成 1个 Banach空间，r ＞ 0，令
Br = { z∈ Z0:‖z‖Z0 ≤ r} ．

z∈ Br，根据(2) 式，则有

‖y－ t + zt‖P ≤‖y－ t‖P + ‖zt‖P ≤

C1( t) sup0≤τ≤t
‖y－ t‖ + C2( t)‖y－0‖P +

C1( t) sup0≤τ≤t
‖z(τ)‖ + C2( t)‖z0‖P =

C2( t)‖φ‖P + C1( t) sup0≤τ≤t
‖z(τ)‖≤

C*
2 ‖φ‖P + C*

1 r: = r* ． (5)
定义

槇Γz(t) =

0，t∈ (－∞，0］，

－ Q(t)u(0，φ) + u(t，y－t + zt) + ∫
t

0
Ｒ(t － s)·

f(s，y－s + zs，∫
s

0
h(s，τ，y

－
τ + zτ)dτ)ds，t∈［0，T］









 ．

所以 Γ存在不动点等价于 槇Γ存在不动点，故只需证

明 槇Γ存在不动点即可．
z∈ Br，t∈ I，据假设(H1) 和(5) 式可得

‖f( t，y－ t + zt，∫
t

0
h( t，s，y－ s + zs)ds)‖≤

μ1( t)‖y－ t + zt‖P + μ2( t)‖∫
t

0
［h( t，s，y－ s +

zs) －h( t，s，0) + h( t，s，0)］ds‖≤
μ1( t) r

* + μ2( t)(K1 r
* + K2) ． (6)

根据假设(H2) 可得
‖u( t，y－ t + zt)‖≤‖u( t，y－ t + zt) － u( t，0)‖ +

‖u( t，0)‖≤ L‖u( t，y－ t + zt)‖P + M1 ≤
Lr* + M1， (7)

这里 M1 = sup
t∈I
‖u( t，0)‖．

设 槇Γz( t) = 槇Γ1 z( t) + 槇Γ2 z( t)，则

槇Γ1 z( t) = － Q( t)u(0，φ) + u( t，y－ t + zt)，

槇Γ2 z( t) = ∫
t

0
Ｒ( t － s) f( s，y－ s + zs，∫

s

0
h( s，τ，y

－
τ +

zτ)dτ)ds．
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根据(H2) 和(2) 式可知 槇Γ1 是压缩映射．

下面分 3 个步骤来证明 槇Γ存在不动点．

首先，证明r ＞ 0 使得 槇Γ(Br)  Br．若不然，

则l ＞ 0，存在函数 zl(·) ∈ Bl 和 t ∈ I 使得

‖( 槇Γzl)( t)‖ ＞ l．另一方面，由(6) 式和(7) 式可得

l ＜ ‖( 槇Γzl)( t)‖≤

‖ － Q( t)u(0，φ) + u( t，y－ t + zlt)‖ + ∫
t

0
‖Ｒ( t －

s) f( s，y－ s + zls，∫
s

0
h( s，τ，y

－
τ + zlτ)dτ)‖ds≤

LM‖φ‖P + MM1 + Ll* + M1 + Cq，M∫
t

0
( t －

s) q－1［μ1( s) l
* + μ2( s)T(K1 l

* + K2)］ds≤

L(M‖φ‖P + l* ) + M1(M + 1) +
T qCq，M

q ［μ1l
* +

Tμ2(K1l
* + K2)］，

两边除以 l，并令 l→ ∞，可得

1 ＜ C* [1 L +
T qCq，M

q μ1 +
T q+1Cq，MK1

q μ ]2 ．

这与(4) 式矛盾．故r ＞ 0，使得 槇Γ(Br)  Br．

其次，证明 槇Γ2 连续．设{ z
k} k∈N  Br，当 k→ ∞

时，zk → z∈ Br．由条件(H3) 和 Lebesgue控制收敛
定理
［12］
可得当 k→ ∞ 时

∫
t

0
h( t，s，y－ s + zks )ds→ ∫

t

0
h( t，s，y－ s + zs)ds．

根据(5) 式有‖y－ t + zkt‖P ≤ r* ．再由(H1) 可得

‖f( t，y－ t + zkt，∫
t

0
h( t，s，y－ s + zks )ds) －

f( t，y－ t + zt，∫
t

0
h( t，s，y－ s + zs)ds)‖≤

2μ1( t) r
* + μ2( t)T(K1 r

* + K2) =
［2μ1( t) + μ2( t)K1T］r

* + μ2( t)K2T．
根据 Lebesgue控制收敛定理可得，当 k→∞ 时

‖( 槇Γ2 z
k)( t) － ( 槇Γ2 z)( t)‖≤

∫
t

0
‖Ｒ(t － s)［f(s，y－s + zks，∫

s

0
h(s，τ，y

－
τ + zkτ)dτ) －

f( t，y－ s + zs，∫
s

0
h( s，τ，y

－
τ + zτ)dτ)］‖ds≤

Cq，M∫
t

0
( t － s) q－1‖f( s，y－ s + zks，∫

s

0
h( s，τ，y

－
τ +

zkτ)dτ) － f(t，y
－
s + zs，∫

s

0
h(s，τ，y

－
τ + zτ)dτ)‖ds→0．

因此，lim
k→∞
‖槇Γ2 z

k － 槇Γ2 z‖Z0 = 0．所以 槇Γ2 连续．

最后证明 槇Γ2 是紧的．令 U( t) = {( 槇Γ2 z)( t)
z∈ Br} ．t∈ (0，T］，0 ＜ ε ＜ t，

( 槇Γ2，εz)( t) = ∫
t －ε

0
Ｒ( t － s) f( s，y－ s + zks，∫

s

0
h( s，τ，

y－ τ + zkτ)dτ)ds = qT(εqσ)∫
t －ε

0
( t － s) q－1 f( s，y－ s + zs，

∫
s

0
h( s，τ，y

－
τ + zτ)dτ)∫

∞

0
σξq(σ)T(( t － s) qσ －

εqσ)dσds．
由于当 t ∈ (0，T］时 T( t) 是紧算子，则 ε，

Uε( t) = {( 槇Γ2，εz)( t) z∈ Br} 是 X中的相对紧集．
进而有

‖( 槇Γ2 z)( t) － ( 槇Γ2，εz)( t)‖≤ qM2∫
t

t －ε
( t －

s) q－1‖f( s，y－ s + zs，∫
s

0
h( s，τ，y

－
τ + zτ)dτ)‖ds≤

M2

Γ(1 + q)［(2μ1 + μ2K1T) r
* + μ2K2T］ε

q，

因此，U( t) 是 X中的相对紧集．
设 0 ＜ t2 ＜ t1 ＜ T，则z∈ Br，

‖( 槇Γ2 z)( t1) － ( 槇Γ2 z)( t2)‖≤ I1 + I2，
其中

I1 = ‖ ∫
t2

0
［Ｒ( t1 － s) － Ｒ( t2 － s)］f( s，y－ s + zs，

∫
s

0
h( s，τ，y

－
τ + zτ)dτ)ds‖，

I2 = ∫
t1

t2
Ｒ( t1 － s)‖f( s，y－ s + zs，∫

s

0
h( s，τ，y

－
τ +

zτ)dτ)‖ds．

对于 I1，记 H( s) = f( s，y－ s + zs，∫
s

0
h( s，τ，y

－
τ +

zτ)dτ)，则有

I1 ≤ q ∫
t2

0 ∫
∞

0
σ‖［(t1 － s)q－1 － (t2 － s)q－1］ξq(σ)·

T(( t1 － s) qσ)H( s)‖dσds + q ∫
t2

0 ∫
∞

0
σ( t2 － s) q－1·

ξq(σ)‖T(( t1 － s) qσ) － T(( t2 － s) qσ)‖·

‖H(s)‖dσds≤ Cq，M ∫
t2

0
(t1 － s)q－1 － (t2 － s)q－1 ·

‖H( s)‖ds + q∫
t2

0 ∫
∞

0
σ( t2 － s) q－1ξq(σ)‖T(( t1 －

s) qσ) － T(( t2 － s) qσ)‖‖H( s)‖dσds ≤［(μ1 +

μ2K1T) r
* + μ2K2T］［Cq，M ∫

t2

0
( t1 － s) q－1 － ( t2 －

s) q－1 ds + q∫
t2

0 ∫
∞

0
σ( t2 － s) q－1ξq(σ)‖T(( t1 －

s) qσ) － T(( t2 － s) qσ)‖dσds］．
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由于当 t ＞ 0时，T( t) 按一致算子拓扑连续，所
以，当 t2 → t1 时，I1 → 0．
根据(6) 式，当 t2 → t1 时，

I2 ≤ ∫
t1

t2
( t1 － s) q－1‖H( s)‖ds≤ Cq，M［(μ1 +

μ2K1T) r
* + μ2K2T］∫

t1

t2
( t1 － s) q－1ds→ 0．

因而，当 t2 → t1 时，‖( 槇Γ2 z)( t1) － ( 槇Γ2 z)( t2)‖ →

0，由 Arzela-Ascoli 定理［13］，槇Γ2 是紧算子． 根据
Krasnoselkii不动点定理可知，Γ 在 Br 中有不动点

z* ． 设 x( t) = y－( t) + z* ( t)，则 x( t) 是Γ的不动点，
它为方程(1) 的 mild解．

2 应用

考虑如下的分数次发展方程:

q

tq
v(t，ξ) － t∫

0

－∞
γ1(θ)

v(t + θ，ξ)
1 + v(t + θ，ξ)

d[ ]θ =

2

ξ2
v(t，ξ) － t∫

0

－∞
γ1(θ)

v(t + θ，ξ)
1 + v(t + θ，ξ)

d[ ]θ +

∫
0

－∞
γ2(θ)sin(t

2 v(t + θ，ξ) )dθ +

tk
k sin ∫

t

0
(t － s)∫

0

－∞
γ3(θ)

v(t + θ，ξ)
1 + v(t + θ，ξ)

dθds ，

v(t，0) － t∫
0

－∞
γ1(θ)

v(t + θ，0)
1 + v(t + θ，0)

dθ = 0，

v(t，1) － t∫
0

－∞
γ1(θ)

v(t + θ，1)
1 + v(t + θ，1)

dθ = 0，

v(θ，ξ) = v0(θ，ξ)，－∞ ＜ θ≤0























，

(8)

这里 0 ＜ q ＜ 1，ξ∈［0，1］，k∈ N，γi( i = 1，2，3):
( － ∞，0］→Ｒ，v0:( － ∞，0］×［0，1］→Ｒ是连续函
数，且满足

∫
0

－∞
γi(θ) dθ ＜ ∞ ( i = 1，2，3) ．

设 X = L2(［0，1］，Ｒ)，定义 A:D(A)  X → X
如下:

D(A) = H2(0，1) ∩ H1
0(0，1)，

Az = z″{
，

则 A生成 1 个一致有界的紧解析半群 T( t)，且满足
‖T( t)‖≤ 1．
定义相空间 P = BUC(Ｒ－，X)，并定义‖φ‖P =

sup
－∞ ＜ θ≤0

φ(θ) ，φ∈ P．易见 C1( t) = 1．

对 t∈［0，1］，ξ∈［0，1］，φ∈ P，取
x( t)(ξ) = v( t，ξ)，

φ(θ)(ξ) = v0(θ，ξ)，

u( t，φ)(ξ) = t∫
0

－∞
γ1(θ)

v( t + θ，ξ)
1 + v( t + θ，ξ)

dθ，

f( t，φ，x( t))(ξ) = ∫
0

－∞
γ2(θ)·

sin( t2 φ(θ)(ξ) )dθ + tk
k sin x( t)(ξ) ，

h(t，s，xs) = (t － s)∫
0

－∞
γ3(θ)·

v(t + θ，ξ)
1 + v(t + θ，ξ)

dθ，

则方程(8) 可以写成方程(1) 的形式，且有

‖f( t，φ，x( t))(ξ)‖≤ t2‖φ‖P∫
0

－∞
γ2(θ) dθ +

tk
k ‖x( t)‖≤ μ1( t)‖x( t)‖ + μ2( t)‖φ‖P，

这里 μ1( t) = tk /k，μ2( t) = t2∫
0

－∞
γ2(θ) dθ．

对于 t1，t2 ∈［0，1］，φ∈ P，有
‖u( t1，φ1) － u( t2，φ2)‖≤

t1 － t2 ∫
0

－∞
‖γ1(θ)

φ(θ)(ξ)
1 + φ1(θ)(ξ)

‖dθ +

t2∫
0

－∞‖γ1(θ [) φ1(θ)(ξ)
1 + φ1(θ)(ξ)

－
φ2(θ)(ξ)

1 + φ2(θ)(ξ ]) ‖dθ ≤
t1 － t2 ∫

0

－∞
γ1(θ) dθ + ‖φ1 － φ2‖P·

∫
0

－∞
γ1(θ) dθ = L( t1 － t2 + ‖φ1 － φ2‖P)，

这里 L = ∫
0

－∞
γ1(θ) dθ．

对于( t，s) ∈ Δ，φ1，φ2 ∈ P，有
‖h( t，s，φ1) － h( t，s，φ2)‖ =

t － s ∫
0

－∞‖γ3(θ [) φ1(θ)(ξ)
1 + φ1(θ)(ξ)

－

φ2(θ)(ξ)
1 + φ2(θ)(ξ ]) ‖dθ≤
‖φ1 － φ2‖P∫

0

－∞
γ3(θ) dθ = K1‖φ1 － φ2‖P，

这里 K1 = ∫
0

－∞
γ3(θ) dθ．

进一步，假设存在常数 δ∈ (0，1)，使得

L +
Cq，M

q μ1 +
Cq，MK1

q μ2 ＜ δ，

则根据定理 1 可知方程(8) 存在 mild解．
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The Initial Value Problem of a Kind of Fractional Neutral Evolution Equation
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(Department of Mathematics and Information Science，East China JiaoTong University，Nanchang Jiangxi 330013，China)

Abstract:A kind of fractional neutral evolution equation is investigated by using the Krasnoselkii＇s fixed point theo-
rem． The existence of mild solution is proved． At last，an example is given to illustrate our result．
Key words:fractional order;neutral evolution equation;mild solution
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