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一类特殊粗糙核算子的有界性
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摘要: 主要研究一类特殊粗糙核奇异积分算子 TΩ，α，b f( x) = P． V∫Ｒnb( y ) Ω( y') y －n－α f( x － y) dy，当

b∈ Δγ ( γ≥2) ，α≥0，且Ω( y') ∈ L1 ( Sn－1 ) 时的 Lp
α ( Ｒ

n ) 有界性，该积分条件较前人提出的条件弱，从而

推广了前人的结论．
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0 引言

设 Ｒn ( n≥ 2) 是 n-维欧氏空间，Sn－1 为 Ｒn中赋

予 Lebesgue测度 dσ = dσ(·) 的单位球面．对非零
点 x∈ Ｒn，记 x' = x x ．设 Ω∈ L1 ( Sn－1 ) 为 Ｒn的

零次齐次函数，且满足

∫Sn－1Ω( x') dσ( x') = 0． ( 1)

对 s≥ 1，令 Δs 表示如下定义在［0，+ ∞ ) 上可测函
数类

Δs : = { b( t) :‖b‖Δs =

sup
u ＞ 0
( 1u ∫

u

0
b( t) sdt) 1 / s ＜ + ∞ } ．

显然，当 1 ≤ s1 ≤ s2 ＜ + ∞ 时，则有
Δ∞  Δs1  Δs2  Δ1 ．

如下定义奇异积分算子 SIb ( f) :
SIb ( f) ( x) =

P． V∫Ｒn
b( y ) Ω( y') y －n－α f( x － y) dy． ( 2)

明显地，当 b ≡ 1 时，SIb ( f) 即为经典的
Calderon-Zygmund［1-2］算子，此时记 SIb ( f) = SI( f) ．
Calderon-Zygmund证明了当Ω∈ Llog + L( Sn－1 ) 且满

足消失性和( 1) 式时，SIb是 Lp ( Ｒn ) ( 1 ＜ p ＜ ∞ ) 有
界的． 随后，Ｒ． Fefferman［3］ 证 明了当 Ω 满足
Lipschitz条件时，SI( f) 也是 Lp ( Ｒn ) ( 1 ＜ p ＜ ∞ ) ．
紧接着，文献［4］运用 Littlewood-Paley 理论和

Fourier变换估计改进了 Ｒ． Fefferman 的结论，证明
了当Ω∈ Lq ( Sn－1 ) 时，SIb是 Lp ( Ｒn ) ( 1 ＜ p ＜ ∞ ) 有
界的，类似的结论可参见文献［5-13］． 最近，Fan
Dashan和 Pan Yibiao运用另一方法证明如下定理．
定理 A［14］ 设算子 SIb 如( 2) 式所示，若 Ω∈

H1 ( Sn－1 ) 且满足( 1) 式，那么 SIb是 Lp ( Ｒn ) ( 1 ＜ p ＜
∞ ) 有界的．
此外，文献［4］在前人研究的基础上扩大了积

分算子的适用范围，研究了另一奇异积分算子

TΩ，α，b f( x) ，定义如下

TΩ，α，b f( x) = P． V∫Ｒn
b( y ) Ω( y') y －n－α f( x －

y) dy = lim
ε→0

TΩ，α，b，ε f( x) =

lim
ε→0∫ y ＞ ε

b( | y | ) Ω( y') y －n－α f( x － y) dy，

其中 b ∈ Δ∞，α ≥ 0 及 Ω ∈ Hq ( Sn－1 ) 满 足

∫Sn－1Ω( y') Ym ( y') dσ( y') = 0，Ym ( y') 表示定义在

Sn－1 上的 m次任意多项式．有如下结论．
定理B［15］ 设1 ＜ p ＜ ∞，珓p = max{ p，p ( p －

1) } ．若 b∈ Δ∞，Ω∈ Hq ( Sn－1 ) ( q = ( n － 1) ( n －
1 － α) ) 且对定义在 Sn－1 上的 m 次任意多项式
Ym ( y') ( m≤ N) 满足

∫Sn－1Ω( y') Ym ( y') dσ( y') = 0， ( 3)

则

‖TΩ，α，b ( f) ‖Lp( Ｒn) ≤ C‖Ω‖Hq( Sn－1)‖f‖Lpα( Ｒn) ，



其中 N≤ α珓p 2 － 1，珓p = max{ p，p ( p － 1) } ．
一个自然的问题是: 若 b∈Δs ( s ＞ 1) ，Ω仍满足

定理 B所对应的条件，定理 B的结论是否仍然成立?
本文主要解决这一问题．
定理 1 若 b∈ Δs ( s≥ 2) ，Ω∈ Hq ( Sn－1 ) ( q =

( n － 1) ( n － 1 + α) ) 且 Ω 还满足( 3) 式，那么
TΩ，α，b ( f) 是 Lr

α ( Ｒ
n ) 有界的( 其中 r≥ 2) ．

若定理1得证，则本定理推广了定理A和定理B
的相关结论．
为方便起见，下文中字母 C 总表示与基本变量

无关的常数，但在不同的位置其值可以不同．

1 辅助引理

为了证明定理 1，先引入相关的定义和引理．
首先给出一些相关概念和记号． 定义在 Sn－1 的

Poisson 核 Pry' ( x') = ( 1 － r2 ) ry' － x' n，其中

0 ≤r ＜ 1，x'，y'∈ Sn－1，结合 Poisson核Pry' ( x') 的定
义，于是 f ∈ S'( Sn－1 ) ，定义极大径向函数

P+ f( x') 如下:
P+ f( x') = sup

0≤r ＜ 1
〈f，Prx'〉，

其中 S'( Sn－1 ) 表示 Sn－1 空间上的全体 Schwartz 分
布，其中 Hardy 空间 Hq ( Sn－1 ) 的范数定义为

‖f‖Hq( Sn－1) = ‖P+ f‖Lq( Sn－1) ＜ ∞ ．
Hardy空间 Hq ( Sn－1 ) 中的一个重要性质是原子

分解: 一类是被 1 控制的 L∞ ( Sn－1 ) 例外原子 E( x) ，
另一类是 Lr ( Sn－1 ) ，r ＞ 1 中的( q，r) 正则原子函数
a( x') ，其中 a( x') 满足如下条件:
( ⅰ) supp( a)  { x' ∈ Sn－1， x' － x0 ' ＜ ρ} ，对

某个 x0 ' ∈ Sn－1 以及 0 ＜ ρ≤ 2;
( ⅱ) 当 Ω∈ Hq ( Sn－1 ) 时，对定义在 Sn－1 上的 m
次任意多项式 Ym ( y') ( m≤ N) Ω满足

∫Sn－1Ω( y') Ym ( y') dσ( y') = 0;

( ⅲ)‖a‖Lr( Sn－1) ≤ ρ － ( n－1) / ( 1 / q－1 / r) ．

Ω∈ Hq ( Sn－1 ) 都满足原子分解

Ω = ∑
∞

j = 1
λ jaj +∑

∞

i = 1
μiEi ．

记非零点 ξ = ( ξ1，ξ2，…，ξn ) ∈ Ｒn，其中

ξ / | ξ | = ( ξ'1，ξ'2，…，ξ'n ) = ( ζ1，ζ2，…，ζn ) = ζ∈
Sn－1，( ζ2，…，ζn ) = ζ* ．
引理 1 设 n ≥ 3，a(·) 为定义在 Sn－1 的( q，

∞ ) 原子，其支集为 Sn－1 ∩ B( ζ，ρ) ，其中 B( ζ，ρ) 表

示以 ρ为半径，ζ = ξ' ∈ Sn－1 为中心的球．记

Fa ( s) =

( 1 － s2) ( n－3) /2X( －1，1) ( s) ∫Sn－2a( s，( 1 － s2) 1 /2珓y) dσ( 珓y) ，

则s0 ∈ Ｒ，使得
supp( Fa )  ( s0 － 2r( ξ') ，s0 + 2r( ξ') ) ;
‖Fa‖∞ ≤ Cρ( 1－1 / q) ( n－1) r( ξ') －1 ; ( 4)

∫ＲFa ( s) s
kds = 0， k∈［0，N］，

其中 r( ξ') = Aρξ' = ξ －1 Aρξ 及 Aρξ = ( ρξ1，
ρξ2，…，ρξn ) ．
设 a( x') 为一个( q，∞ ) ( q = ( n － 1) ( n － 1 +

α) ) 原子，则算子 TΩ，α，b ( f) ( x) 可如下表示:
TΩ，α，ε ( f) ( x) =

∫ y ＞ ε
b( y ) y －n－αa( y) f( x － y) dy，

其中 f∈ S( Ｒn ) ，ε ＞ 0，且C为与 a( x') 无关的常数．

不失一般性，假设 supp( a) B( l，ρ) ∩ Sn－1，其

中 l = ( 1，0，0，…，0) ，且记 Ik = ( 2k，2k+1 ) ，k = 1，2，

…，那么 TΩ，α，b f( x) = ∑
+∞

k = －∞
Tkf( x) ，易知 T

∧

k f( ξ) =

σ
∧

k ( ξ) f
∧

( ξ) ，记 σk ( x) = b( x ) x －n－αa( x') ·
XIk( x ) ，于是有

Tkf( x) = ∫Ｒnb( y ) y －n－αa( y') XIk( y ) f( x － y) dy．

引理 2 k∈ Z，ρ ＞ 0，b∈ Δs ( s≥ 2) ，有
( ⅰ) σ

∧

k ( ξ) ≤ C‖b‖Δs2
－kα 2kAρξ

N+1·

ρ( 1－1 / q) ( n－1) ; ( 5)
( ⅱ) σ

∧

k ( ξ) ≤

C‖b‖Δs2
－kα 2kAρξ

－1 /2ρ( 1－1 / q) ( n－1) ， ( 6)
左式s≥ 2 成立．
证 ( ⅰ)ξ ∈ Ｒn，选取一个旋转变换，使得

O( ξ) = ξ l = ξ ( 1，0，0，…，0) ．设 y' = ( s，y2 '，
y3 '，…，yn') ，于是有

σ
∧

k ( ξ) = C∫Ikb( t) t －1－α∫Sn－1a( O－1 ( y') ) ·

e － it ξ〈l，y'〉dσ( y') dt，
其中 O－1 是 O 的逆变换，a( O－1 ( y') ) 表示定义在
B( ξ'，ρ) ∩ Sn－1 的( q，∞ ) 原子，并且 a( y')  B( l，

ρ) ∩ Sn－1 ．因此

σ
∧

k( ξ) = C∫Ikb( t) t －1－α∫Sn－1Fa( s) e
－it ξ sdsdt ≤

C2 －kα∫Ik b( t) t －1－α · ∫ＲFa ( s) e
－ it ξ sds dt≤

C2 －k (α ∫Ik
∫ＲFa ( s) e

－ it ξ sds
s'

t d )t 1 / s'

≤
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C2 －kα 2kAρξ
Nρ( 1－1 / q) ( n－1) ． ( 7)

( 7) 式 证明过程中假定 suppFa  ( － 2r( ξ') ，
2r( ξ') ) ，并且在第 2个不等式中运用了Hlder不等
式和( 4) 式，故( 5) 式得证．
下面证明( 6) 式． 在( 7) 式右边运用 Hlder 不

等式，有

σ
∧

k ( ξ) ≤ C ∫Ikb( t) t －1－α∫ＲFa ( s) e
－ it ξ sdsdt ≤

C‖b‖Δs2
－k (α ∫

2k+1 ξ

2k ξ

∫ＲFa ( s) e
－ itsds

s'

t d )t 1 / s'

≤

C‖b‖Δs2
－kα ∫

2k+1 ξ

2k ξ ∫ＲFa ( s) e
－ itsds

2
d( )t 1 /2

·

∫
2k+1 ξ

2k ξ
( t －1 ) 2 / ( 2－s') d( )t ( 2－s') / ( 2s') ≤

C‖b‖Δs2
－kα 2kAρξ

－1 /2ρ( 1－1 / q) ( n－1) ( s≥ 2) ．

于是( 7) 式得证．

2 定理的证明

定理1的证明 现在取非负径向 C∞ ( Ｒn ) 函数

Φ( x) 满足
( ⅰ) 0 ≤ Φ( x) ≤ 1，且
supp( Φ)  { x，1 /2 ≤ x ≤ 2} ;

( ⅱ) Φ j ( x) = Φ( 2 j x) 且∑
∞

j = －∞
Φ2

j ( t) ≡1对于 t∈

Ｒn \ { 0} ．
定义乘子算子 Sj 如下:

( S
∧

j f) ( ξ) = f
∧

( ξ) Φ j ( Aρξ) ．

易知 TΩ，α，b f( x) = ∑
+∞

j = －∞

槇Tjf( x) ，其中 槇Tj ( f) ( x) =

∑
k
Sj+k ( Tk ( Sj+k ) ) f( x) ．

由 Littlewood-Paley理论可知，p∈ ( 1，∞ ) ，

‖槇Tjf‖
2
2 ≤ C‖(∑

k
Tk ( Sj+k f)

2 ) 1 /2‖Lp( Ｒn) ． ( 8)

一方面，假定 p ≥ 2，记 m = ( p /2) ' =
p / ( p － 2) ，此时取非负函数 g ∈ Lm ( Ｒn ) ，其中

‖g‖m = 1．结合( 8) 式，有

‖槇Tjf‖
2
p ≤ ∑

∞

k = －∞
∫Ｒn Tk ( Sk+j f)

2g( x) dx．

由于

Tk( Sk+jf) ( x)
2 = ∫2k≤| y| ＜2k+1

b( y ) y －n－δa( y')·

Sj+kf( x － y) dy
2

≤ρ－2( n－1) (1－1/ q)2－2kα ∫
2k+1

2k

b( t) s

t d( )t 2 / s
·

∫
2k+1

2k

∫Sn－1A( y') Sj+k f( x － ty') dy'
s'

t d( )t
2 / s'

≤

Cρ －2( n－1) ( 1－1 / q) 2 －2kα

(
·

∫
2k+1

2k

∫Sn－1A( y') Sj+k f( x － ty') dy'
s'

t d )t
2 / s'

≤

Cρ－2( n－1) ( 1－1/ q) 2－2kα ∫
2k+1

2k

∫Sn－1A( y') S2j+kf( x － ty') dy'

t d










t ≤

Cρ－2( n－1) ( 1－1/ q) 2－2kαLk( Sj+kf
2) ( x) ，

其中 A( y') = ρ( n－1) ( 1－1 / q) a( y') ，且
Lk ( Sj+k f

2 ) ( x) =

∫2k≤ y ＜ 2k+1
A( y') y －nS2

j +k f( x － y) dy．

故

‖槇Tjf‖
2
p ≤ ∑

∞

k = －∞
∫Ｒn Tk ( Sk+j f)

2g( x) dx≤

Cρ －2( n－1) ( 1－1 / q) ∫Ｒn∑
k
2 －2kα Sk+j f( x)

2NAg( x) dx，

其中

NAg( x) = sup
k
L*
k g( x) =

sup
k ∫

2k+1

2k
A( y') y －ng( x + y) dy，

由旋转方法及 Hardy-Littlewood 极大函数的有界性
知

‖NAg( x) ‖Ls( Ｒn) ≤ C‖g‖Ls( Ｒn) ≤ C．
利用 Hlder不等式，有

‖槇Tjf‖
2
p ≤ Cρ －2( n－1) ( 1－1 / q)·

‖(∑
k

2 －kαSk+j f
2 ) 1 /2‖Lp( Ｒn) ．

由 Sk 定义及 Triebel-Lizorkin空间定义易知

‖(∑
k
( 2 －k /ρ) αSkf

2 ) 1 /2‖Lp( Ｒn) 

‖f‖Fα，2p ( Ｒn) ‖f‖Lpα( Ｒn) ，

于是当 p≥ 2 时，有

‖槇Tjf‖Lp( Ｒn) ≤ C2 jα‖f‖Lαp ( Ｒ
n) ． ( 9)

另一方面，当 p = 2 时，有

‖槇Tjf‖
2
2 ≤ C∑

∞

k = －∞
∫Ｒn Tk ( Sk+j f)

2 ( y) dy≤

C∑
k
∫Ｒn Φ j +k ( Aρξ) σ

∧

k ( ξ) f
∧

( ξ) 2dξ≤

C∑
k
∫Dj+k

σ
∧

k ( ξ)
2 f

∧

( ξ) 2dξ， ( 10)

其中 Dj+k = { ξ: 2 －j－k－1 ≤ Aρξ ＜ 2 －j－k+1 } ．

若 j≥ 0，由( 5) 式和( 10) 式可知
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‖槇Tjf‖
2
2 ≤ C∑

k
∫Dj+k

σ
∧

k ( ξ)
2 f

∧

( ξ) 2dξ≤

C∑
k
2 －2kαρ2( n－1) ( 1 / q－1) ∫Dj+k

f
∧

( ξ) 2 ( 2k Aρξ )
2N+2dξ≤

C2 － ( 2N+2) j∑
k
ρ2( 1 / q－1) ( n－1) ∫Dj+k

f
∧

( ξ) 22 －2kαdξ．

注意到 α + ( 1 / q － 1) ( n － 1) = 0且在积域Dj+k

上，有 2 －kα  2 jα Aρξ ≤ 2 jαρα ξ α，于是

‖槇Tjf‖
2
2 ≤ C2 －2j( N－α+1)∑

k
∫Dk

f
∧

( ξ) 2ξ2αdξ，

即

‖槇Tjf‖2 ≤ C2 －j( N－α+1)‖f‖L2α( Ｒn) ． ( 11)
同理，当 j ＜ 0 时类似可得

‖槇Tjf‖2 ≤ C2 j /2 ‖f‖L2α( Ｒn) ． ( 12)
最后在( 9) 式与( 11) 式以及( 9) 式与( 12) 式

之间使用 Ｒiesz-Thorin 插值定理可知，θ，ε∈ ( 0，
1) 使得

‖槇Tjf‖2 ≤ C2－j{ θ( N－α+1) －( 1－θ) α}‖f‖L2α( Ｒn)
( j≥ 0) ，( 13)

‖槇Tjf‖2 ≤ C2 j δ‖f‖L2α( Ｒ
n) ( j ＜ 0) ． ( 14)

于是由( 13) ～ ( 14) 式可得

‖TΩ，α，b f‖Lr( Ｒn) ≤ ∑
∞

j = －∞
‖Tjf‖Lr( Ｒn) ≤

C‖f‖Lrα( Ｒn)∑
j≥0
( 2 －j( θ( N－α+1) － ( 1－θ) α) + 2 －jδ ) ≤

C‖f‖Lα( Ｒn) ，

其中 r≥ 2．
于是定理 1 证毕．
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Lr
α( Ｒ

n) Boundedness of a Special Ｒough Singular Operator

XIE Xian-hua，MA Li
( Department of Mathmatics and Computer，Gannan Normal University，Ganzhou Jiangxi 341000，China)

Abstract: It is to study the boundedness of a class of special rough singular operators under the conditions of b∈Δγ

( γ≥2) and Ω( y') ∈L1 ( Sn － 1 ) ，which improves predecessors’conclusion． The operators is as follows:

TΩ，α，b f( x) = P． V∫Ｒn
b( y ) Ω( y') y －n－α f( x － y) dy．

Key words: Littlewood-Paley theory; rough kernel; Fourier transform estimate; operator interpolation theory
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