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带直接免疫的 SIＲS模型中疾病
以 2 种途径传播的动力学分析

石定琴，柯 林，周金贵* ，余荣忠
( 九江学院理学院，江西 九江 332005)

摘要: 在带直接免疫的 SIＲS 模型基础上，考虑疾病以 2 种途径进行传播．研究表明: 流行病的传染阈值
不仅与网络拓扑结构、直接免疫率、免疫丧失率和染病节点的传染能力有关，而且会受到 2 种传播途径在
网络上的分布比例的影响．
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0 引言

长期以来，复杂网络上流行病学的生物模型受

到众多来自不同领域的学者们的关注［1-6］． 对于复
杂网络中流行病的传播机制，不同学者有不同的考

虑． Ｒ． Pastor-Satorras 认为染病个体的传染能力与它
们的度成正比［7-9］，即度越大的患者传染能力越强，

并且用 θ( t) =∑
k'
( P( k' | k) ) Ik'表示从度为 k的结

点出发指向染病结点的概率，结论表明，无论网络的

尺寸有多大，流行病的传染阈值 λc 都为 0．
然而，文献［10］认为无论每个染病个体的度是

多少，它们都有相同的传染能力 U． 因此 θ( t) 应该

有另一种形式: θ( t) =∑
k'
U( P( k' | k) ) Ik' k'．理论

结果计算的表明，不论个体的度和网络的尺寸有多

大，流行病的传染阈值为常数，即 λc = 1 /U．
以上 2 种观点都只考虑疾病以 1 种相同的途径

在网络上传播，相应的结果都太特殊而不能完全反

映出疾病的传播机制． 然而，在现实网络中，疾病的
传播途径较多，其传染阈值与度分布和网络尺寸等

是相关的，如艾滋病可以通过性、输血、母婴等多种
途径进行传播．因此，在复杂网络中考虑疾病以多种
途径同时进行传播会更合理． Zhang Hai-feng 在 SIS

模型中讨论疾病以 2 种途径在网络上传播［11］，得到
传染阈值会受到 2 种传播方式的影响．
另外，给易感者接种疫苗，无疑对控制疫情的爆

发有积极作用，文献［12］提出了一类带有直接免疫
的 SIＲS模型，遗憾的是该文也只考虑了疾病以一种
方式传播．本文将在带直接免疫的 SIＲS模型中同时
考虑以上 2 种传播途径，利用平均场理论建立模型，
并进行全局分析．

1 基本模型

令 Sk ( t) ，Ik ( t) ，Ｒk ( t) 分别表示 t时刻度为 k的

节点中易感者浓度、染病者浓度、健康且有免疫力的
个体浓度，并且 Sk ( t) + Ik ( t) + Ｒk ( t) = 1．其中易感
者与染病者接触后会以一定概率得病转化为染病

者; 另一方面，人们了解疫情后，会有一定比例的易

感者接种疫苗，从而对病毒具有暂时免疫力成为移

除者．染病者治愈后获得暂时免疫力或死亡转化为
移除者．移除者由于免疫力丧失，会有一部分转化为
易感者．
在现实生活中，传染病不会以一种单一的途径

传播，这里考虑疾病以 2 种途径在网络上传播，假设
网络中节点的度是不相关的，即 P( k' | k) =
k'P( k') 〈k〉，则 2 种传播途径对应的 θ( t) 分别为



θ1 ( t) = ∑
k'
( P( k' | k) ) Ik' = ∑

k'
k'P( k') Ik' 〈k〉，

θ2( t) =∑
k'
U( P( k' | k) ) Ik' k' =∑

k'
UP( k') Ik' 〈k〉，

其中 P( k') 为度分布．
设 β1，β2分别为与 θ1 ( t) ，θ2 ( t) 相应的传染率，q

表示第1种传播途径所占的比例，γ为染病者恢复健
康且有免疫力的概率，α 为给易感者接种疫苗使其
有免疫力的概率，δ为免疫者丧失免疫力的概率． 则
SIＲS模型的动力学方程为
dSk ( t)

dt = － qβ1kSk ( t) θ1 ( t) －

( 1 － q) β2kSk ( t) θ2 ( t) － αSk ( t) + δＲk ( t) ，

dIk ( t)
dt = qβ1kSk ( t) θ1 ( t) +

( 1 － q) β2kSk ( t) θ2 ( t) － γIk ( t) ，

dＲk ( t)
dt = αSk ( t) + γIk ( t) － δＲk ( t)


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
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 ．

( 1)

根据 Sk ( t) + Ik ( t) + Ｒk ( t) = 1，将 θ1 ( t) ，θ2 ( t)
代入方程( 1) ，系统可化为
dSk ( t)

dt = － kSk ( t) Θ( t) + δ －

( α + δ) Sk ( t) － δIk ( t) ，

dIk ( t)
dt = kSk ( t) Θ( t) － γIk ( t











 ) ，

( 2)

其中Θ( t) = 1
〈k〉∑k ［qβ1k + ( 1 － q) β2U］P( k) Ik ( t) ．

2 流行病阈值及全局分析

定理 1 当 δqβ1〈k
2〉 ［( α + δ) γ〈k〉］+ δ( 1 －

q) Uβ2 ［( α + δ) γ］ ＞ 1时，系统( 2) 存在唯一的地
方病平衡点，疾病将在网络上蔓延．
证 令系统( 2) 右边等于 0，则
γIk ( t) = kΘ( t) Sk ( t) ，

Sk ( t) =
δ

α + δ
－ γ + δ
α + δ

Ik ( t{ ) ，
( 3)

进一步地化简可得

Ik ( t) =
δkΘ( t)

δkΘ( t) + γkΘ( t) + ( α + δ) γ
．

令 F1 = δkΘ( t) ，F2 = δkΘ( t) + γkΘ( t) +
( α + δ) γ，则 Ik ( t) = F1 /F2 ．于是得到自适应方程:

Θ( t) = 1
〈k〉∑k ［qβ1k + ( 1 － q) β2U］P( k) Ik ( t) =

1
〈k〉∑k ［qβ1k + ( 1 － q) β2U］P( k)

F1

F2
=

〈［qβ1k + ( 1 － q) β2U］F1 /F2〉
〈k〉 ≡ F( Θ( t) ) ． ( 4)

显然，Θ( t) = 0是方程( 4) 的平凡解，但是本文

感兴趣的是疾病暴发的条件． 当dFdΘ Θ = 0
＞ 1 时，方

程( 4) 一定存在另一个非平凡解 Θ( t) ＞ 0．通过计
算知，

dF
dΘ

= 1
〈k〉〈［qβ1k + ( 1 － q) β2U (］ dF1

dΘ
F2 －

dF2

dΘ
F )1 F2

2〉= 1
〈k〉〈［qβ1k + ( 1 － q) β2U］［δkF2 －

( δk + γk) F1］ F2
2〉．

所以

dF
dΘ Θ = 0

= 1
〈k〉〈［qβ1k + ( 1 － q) β2U］

δk1
( α + δ) γ〉=

δqβ1〈k
2〉

( α + δ) γ〈k〉
+
δ( 1 － q) Uβ2

( α + δ) γ
，

故当 δqβ1〈k
2〉 ［( α + δ) γ〈k〉］ + δ( 1 － q) Uβ2

［( α + δ) γ］ ＞ 1 时，系统存在非平凡解，即存在地
方病平衡点．疾病将在网络上扩散．
下面证明地方病平衡点的唯一性．不失一般性，

证明染病节点浓度的唯一性． 设 I = ( I1，I2，…，In )

和 I* = ( I*1 ，I
*
2 ，…，I

*
n ) 是方程( 3) 的 2个不同根．

令 η = max{ I1 / I
*
1 ，I2 / I

*
2 ，…，In / I

*
n } ，且 η ＞ 1．

若k0∈ { 1，2，…，n} ，使得η = Ik0 / I
*
k0，则令γ = 1，

由方程( 3) 得

Ik0 = k0Θ( I) δ
α + δ

－ 1 + δ
α + δ

Ik[ ]0
， ( 5)

I*k0 = k0Θ( I
* ) δ

α + δ
－ 1 + δ
α + δ

I*k[ ]0
， ( 6)

其中 Θ( I) = 1
〈k〉∑k ［qβ1k + ( 1 － q) β2U］P( k) Ik ．

由( 5) 式和( 6) 式知，

k0Θ( I) δ
α + δ

－ 1 + δ
α + δ

Ik[ ]0
=

ηk0Θ( I
* ) δ

α + δ
－ 1 + δ
α + δ

I*k[ ]0
． ( 7)

又由 η的定义可得
ηk0Θ( I

* ) ＞ k0Θ( I) ，
δ

α + δ
－ 1 + δ
α + δ

I*k[ ]0
＞ δ

α + δ
－ 1 + δ
α + δ

Ik[ ]0
，

这与( 7) 式矛盾!所以地方病平衡点是唯一的．
定理 2 对于系统( 2) ，当 δqβ1〈k

2〉 ［( α +
δ) γ〈k〉］+ δ( 1 － q) Uβ2 ［( α + δ) γ］ ＜ 1时，系统
在无病平衡点处全局渐进稳定; 否则，系统存在唯一
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的地方病平衡点．
证 令系统( 2) 右边等于 0，得无病平衡点处:

Ik ( t) = 0，Sk ( t) = δ / ( α + δ) ，k = 1，2，…，n，记 τ =
δ / ( α + δ) ，易得无病平衡点处的雅可比矩阵为

J = A B
O( )C ，

其中A = － ( α + δ) En是 n阶方阵，O是 n阶零矩阵，
B，C都是 n阶方阵，它们分别为

B =

－ δ － τ
〈k〉［qβ1 + ω］P( 1) － τ

〈k〉［2qβ1 + ω］P( 2) … － τ
〈k〉［nqβ1 + ω］P( n)

－ 2τ
〈k〉［qβ1 + ω］P( 1) － δ － 2τ

〈k〉［2qβ1 + ω］P( 2) … － 2τ
〈k〉［nqβ1 + ω］P( n)

… … … …

－ nτ
〈k〉［qβ1 + ω］P( 1) － nτ

〈k〉［2qβ1 + ω］P( 2) … － δ － nτ
〈k〉［nqβ1 + ω］P( n



















)

，

C =

－ γ + τ
〈k〉［qβ1 + ω］P( 1) τ

〈k〉［2qβ1 + ω］P( 2) … τ
〈k〉［nqβ1 + ω］P( n)

2τ
〈k〉［qβ1 + ω］P( 1) － γ + 2τ

〈k〉［2qβ1 + ω］P( 2) … 2τ
〈k〉［nqβ1 + ω］P( n)

… … … …
nτ
〈k〉［qβ1 + ω］P( 1) nτ

〈k〉［2qβ1 + ω］P( 2) … － γ + nτ
〈k〉［nqβ1 + ω］P( n



















)

，

其中 ω = ( 1 － q) β2U．
为了分析无病平衡点的稳定性，计算矩阵 J 的

特征值．其特征多项式为

J － μE = A － μEn C － μEn =

( － 1) n ( μ +α + δ) n C － μEn ，

其中 μ为特征值．记 D = C － μEn，则

D =

－ γ + τ
〈k〉［qβ1 + ω］P( 1) － μ τ

〈k〉［2qβ1 + ω］P( 2) … τ
〈k〉［nqβ1 + ω］P( n)

2τ
〈k〉［qβ1 + ω］P( 1) － γ + 2τ

〈k〉［2qβ1 + ω］P( 2) － μ … 2τ
〈k〉［nqβ1 + ω］P( n)

… … … …
nτ
〈k〉［qβ1 + ω］P( 1) nτ

〈k〉［2qβ1 + ω］P( 2) … － γ + nτ
〈k〉［nqβ1 + ω］P( n) － μ

，

经过行列式的基本运算可得

D =

H( μ) τ
〈k〉［2qβ1 + ω］P( 2) … τ

〈k〉［nqβ1 + ω］P( n)

0 － γ － μ … 0
… … … …
0 0 … － γ － μ

，

其中 H( μ) = － γ － μ + τqβ1〈k
2〉 〈k〉+ τω．

显然 J有特征值 μ1 = － ( α + δ) ( 其为 n重特征
根) ，μ2 = － γ ( 其为 n － 1 重特征根) ，μ3 = － γ +

τqβ1〈k
2〉 〈k〉+ τω，其中 μ1，μ2 均为负实根，所以

系统在无病平衡点处渐进稳定的充要条件为 μ3 ≤
0，即 － γ +τqβ1〈k

2〉 〈k〉+ τω ≤ 0． 由此推出

δqβ1〈k
2〉 ［( α + δ) γ〈k〉］ + δ( 1 － q) Uβ2 ［( α +

δ) γ］≤ 1，定理 2 得证．
由 定 理 2 知， ( ⅰ) 当 q = 1 时， 有

δqβ1〈k
2〉 ［( α +δ) γ〈k〉］≤ 1，记 λ = β1 /γ为有效

传染率，则λ = β1 /γ ＜ ( 1 + α /δ) 〈k2〉 〈k〉，从而传

染阈值 λc = ( 1 +α /δ) 〈k2〉 〈k〉，该结果与文献
［12］一致．此时，传染阈值与网络的拓扑结构、免疫
率 α和免疫丧失率 δ有关．
( ⅱ) 当 q = 0时，有 δ( 1 － q) Uβ2 ［( α + δ) γ］≤

1，则有效传染率 λ = β2 /γ ＜ ( 1 + α /δ) /U．从而传
染阈值 λc = ( 1 + α /δ) /U，它与节点的度和网络拓
扑结构无关，只受染病节点的传染能力 U、免疫率 α
和免疫丧失率 δ影响．
( ⅲ) 当 0 ＜ q ＜ 1 时，疾病在复杂网络上存在 2
种传播途径．此时，疾病暴发的阈值不仅与网络拓扑
结构、免疫率 α、免疫丧失率 δ和染病节点的传染能
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力 U有关，而且会受到 2 种传播途径在网络中所占
比例的影响．
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The Dynamical Analysis for Epidemic Transmission on an SIＲS Model with
Direct Immunization via Two Distinct Ｒoutes

SHI Ding-qin，KE Lin，ZHOU Jin-gui* ，YU Ｒong-zhong
( College of Science，Jiujiang University，Jiujiang Jiangxi 332005，China)

Abstract: Epidemic transmission on complex networks via two distinct routes is considered based on an SIＲS model
with direct immunization． By theoretical analysis，the epidemic threshold is not only concerned with the topology of
networks，direct immunization rate，loss rate of immunity and infective capability of infected individual，but also im-
pacted by the ratio of two routes of spreading epidemic．
Key words: epidemic threshold; direct immunization; two distinct routes
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