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摘要: 利用亚纯函数的值分布理论，对分担值的 Lahiri型正规性进行了研究，得到了 2 个正规定理，推广
了先前的一些结果．
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0 引言和主要结果

设 f( z) 和 g( z) 为区域 D C内 2个不为常数
的亚纯函数，a为一个有限复数．如果 f － a 和 g － a
在 D内有相同的零点并且所有零点重级也相同( 或
者不计重级) ，则称 f( z) 和 g( z) 在 D内 CM( 或 IM)
分担 a． 当 a = !时，f － a 中的零点意味着 f 的极
点［1］．假定读者熟悉一些基本概念和 Navanlinna 值
分布理论［1-5］．
设 D为 C中的一个区域，F为区域 D内的一族

亚纯函数．如果对任一函数序列{ fn}  F 包含一个
子列{ fnj} 按球面距离内闭一致收敛，则称 F在 D内
正规．
令

p( f) = f n1+n2+…+nk，

M1 ( f，f '，…，f
( k) ) = f n ( f ') n1… ( f( k) ) nk，

M2 ( f，f '，…，f
( k) ) = f m ( f ') m1… ( f( k) ) mk，

γM1
= n + n1 + … + nk，γM2

= m + m1 + … + mk，

γ*
M1

=∑
k－1

j =1
nj，ΓM1

=∑
k

j =1
jnj，γ

*
M2

=∑
k－1

j =1
mj，ΓM2

=∑
k

j =1
jmj，

其中 n，n1，…，nk，m，m1，…，mk 为非负整数． Mi ( f，
f '，…，f( k) ) 被称为 f 的微分单项式，ΓMi 被称为

Mi ( f，f '，…，f
( k) ) ( i = 1，2) 的权．

接下来介绍一个与正规族有关的著名 Hayman
猜想．
定理 A［6］ 设 F为区域 D 内一族亚纯函数，n

为正整数，a，b 为 2 个有限复数且满足 a ≠ 0． 如果
n≥3，且对F中任意函数 f，f ' － af n≠ b，则F在D内
正规．
定理B［7］ 设F为区域D内一族亚纯函数，n为

正整数，a，b为 2个有限复数且满足 a≠ 0．如果 n≥
4，且对 F中的任意 2 个函数 f和 g，f ' － afn 和 g' －
agnIM分担 b，则 F在 D内正规．
定理 C［8］ 设 F为区域 D 内一族亚纯函数，n

为正整数，a，b为 2 个有限复数且满足 a≠ 0．定义
Ef = { z∈ D: f '( z) + a f( z) = b} ，

如果z∈ Ef，存在 1个正数 M，使得对于 F内任意
函数 f有 f( z) ≥ M，则 F正规．

文献［9］推广了定理 C，得到了下列 2 个有关
Lahiri型正规定理．
定理D 设F为区域D内一族亚纯函数，n为正

整数，m1，m2，n1，n2为正整数，且满足m1n2 － m2n1 ＞
0，m1 + m2 ≥ 1，n1 + n2 ≥ 2，令

Ef = { z∈ D: ( f( z) ) n1 ( f '( z) ) m1 +
a

( f( z) ) n2 ( f '( z) ) m2
= b} ，

如果z∈ Ef，存在 1个正数 M，使得对 F内任意函
数 f有 f( z) ≥ M，则 F正规．

定理E 设F为区域D内一族亚纯函数，n为正
整数，a，b为 2 个有限复数且满足 a≠ 0．设 m1，m2，

n1，n2 为正整数，且满足 m1n2 = m2n1，令

Ef = { z∈ D: ( f( z) ) n1 ( f '( z) ) m1 +



a
( f( z) ) n2 ( f '( z) ) m2

= b} ，

如果z∈ Ef，存在 1个正数 M，使得对 F内任意函
数 f有 f( z) ≥ M，则 F正规．

文献［10］将定理 D 和定理 E 中的 f ' 推广到
f( k) ，文献［11］研究了一般微分单项或 M( f，f '，…，
f( k) ) ，获得了如下结论．
定理F 设F为区域D内一族亚纯函数，n为正

整数，对 F中任意函数 f零点重数至少为 k，a，b为 2
个有限复数且满足 a ≠ 0，设 m，n，k( ≥ 1) ，mj，nj

( j = 1，2，…，k) 为非负整数，且满足
γM2ΓM1

－ γM1ΓM2
＞ 0，mk + nk ＞ 0，m + n≥ 2．

令

Ef = { z∈ D: M1 ( f，f '，…，f
( k) ) +

a
M2 ( f，f '，…，f

( k) )
= b} ，

如果z∈ Ef，存在 1个正数 M，使得对 F内任意函
数 f有 f( z) ≥ M，则 F正规．

定理 G 设 F为区域 D内一族亚纯函数，n 为
正整数，对于F中任意函数 f，f零点重数至少为 k．设
a，b为2个有限复数且满足 a≠0，m，n，k( ≥1) ，mj，

nj ( j = 1，2，…，k) 为非负整数，且对任意正整数 mj，

nj ( j = 1，2，…，k) 满足 mnmknkγ
*
M1γ

*
M2

＞ 0( 当n = 1
或 m = 1 时 k≠ 2) ，m/n = mj /nj ．令

Ef = { z∈ D: M1 ( f，f '，…，f
( k) ) +

a
M2 ( f，f '，…，f

( k) )
= b} ，

如果z∈ Ef，存在 1个正数 M，使得对 F内任意函
数 f有 f( z) ≥ M，则 F正规．

利用分担值的思想，对 Lahiri 型分担值的正规
性进行了研究，并得到了 2 个定理．
定理1 设 F为区域D内一族亚纯函数，n为正

整数，对 F中任意函数 f，f零点重数至少为 k．设 a，b
为2个有限复数且 a≠0，m，n，k( ≥1) ，mj，nj ( j = 1，
2，…，k) 为非负整数，且满足

γM2ΓM1
－ γM1ΓM2

＞ 0，mk + nk ＞ 0，m + n≥ 2．
令

Ff = M1 ( f，f '，…，f
( k) ) + a

M2 ( f，f '，…，f
( k) )
，

Fg = M1 ( g，g'，…，g
( k) ) + a

M2 ( g，g'，…，g
( k) )
，

如果 F中任意 2 个函数 f，g，Ff 和 FgIM分担 b，则 F
在 D内正规．
推论1 设 F为区域D内一族亚纯函数，n为正

整数，对于 F中任意函数 f，f零点重数至少为 k．设 b

为有限复数 n，k( ≥ 1) ，nj ( j = 1，2，…，k) 为非负整
数且 n ≥ 2． 如果对于 F 中任意 2 个函数 f，g，
f n ( f ') n1… ( f( k) ) nk和 gn ( g') n1… ( g( k) ) nkIM分担 b，
则 F在 D内正规．
定理2 设 F为区域D内一族亚纯函数，n为正

整数，对于F中任意函数 f，f零点重数至少为 k．设 a，
b为 2 个有限复数且满足 a ≠ 0，m，n，k( ≥ 1) ，mj，

nj ( j = 1，2，…，k) 为非负整数，且对于任意正整数
mj，nj ( j = 1，2，…，k) 满足 mnmknkγ

*
M1γ

*
M2

＞ 0，n ≥
2，m/n = mj /nj ．令

Ff = M1 ( f，f '，…，f
( k) ) + a

M2 ( f，f '，…，f
( k) )
，

Fg = M1 ( g，g'，…，g
( k) ) + a

M2 ( g，g'，…，g
( k) )
，

如果对 F中任意 2个函数 f，g，Ff 和 FgIM分担 b，则
F在 D内正规．

1 主要引理

引理 1［12］ 设 F为单位圆 Δ 上的一族亚纯函
数． F中任意函数零点重数至少为 k，如果 F 在区域
Δ内不正规，则α，0 ≤ α≤ k，存在
( i) 实数 r，0 ＜ r ＜ 1;
( ii) 点列 zn，| zn | ＜ r;
( iii) 函数列 fn ∈ F;
( iv) 正数列 ρn → 0 +，

使得函数 gn ( ξ) = ρ －α
n fn ( zn + ρnξ) 在 C上按球面距

离内闭一致收敛于1个亚纯函数 g( ξ) ，g( ξ) 零点重
数至少为 k，并且 g# ( ξ) ≤ g# ( 0) ． 此处，g# ( ξ) =
g'( ξ) ( 1 + g( ξ) 2 ) 为球面导数． 特别地，

g( ξ) 的级至多为 2．
引理 2［13］ 设 n，n1，…，nk，k为非负整数，其中

n ≥ 2，d = n + n1 + … + nk．设 f为超越亚纯函数且
满足 δ( 0，f) ＞ 3 / ( 3d + 1) ，则对任意非零常数 c，
f n ( f ') n1… ( f( k) ) nk － c有无穷多个零点．若 f为超越
正函数，则 δ( 0，f) ＞ 3 / ( 3d + 1) 可以省去．
引理 3 设 n，n1，…，nk，k为正整数，其中 n ≥

2，k≥ 1，d = n + n1 + … + nk．设 f为非常数有理函
数，且 f ≠ 0，则对任意非零常数 c，f n ( f ') n1…
( f( k) ) nk － c至少有 2 个不同零点．
证 令 ψ = f n ( f ') n1… ( f( k) ) nk，由文献［14］

中的定理 1 知
dT( r，f) ≤ N( r，f) + N( r，1 / f) + N( r，1 / ( ψ －

c) ) － N0 ( r，1 /ψ') + S( r，f) ，
其中 f≠0，因 n，n1，…，nk，k为正整数且 n≥2，所以
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d = n + n1 + … + nk ≥ 3．注意到
3T( r，f) ≤ dT( r，f) ≤ N( r，f) + N( r，1 / ( ψ － c) ) +
S( r，f) ≤ T( r，f) + N( r，1 / ( ψ － c) ) + S( r，f) ．
故 ψ － c至少有2个不同的零点．否则，f为1个常数，
这与题设矛盾．引理 3 得证．
引理 4 设 n，n1，…，nk，k为整数，其中 n≥ 2，

k≥1，d = n + n1 +… + nk．设 f为非常数有理函数，
其零点重数至少为 k，则对任一非零常数 c，
f n ( f ') n1… ( f( k) ) nk － c至少存在 2 个不同零点．
证 利用反证法，假设 f n ( f ') n1… ( f( k) ) nk － c

至多存在 1 个零点．
当 f为多项式时，显然 f n ( f ') n1…( f( k) ) nk － c为

多项式，而且由假设可知 fn ( f ') n1…( f( k) ) nk － c =
A( z － z0 )

l，其中 A为非零常数．这意味着
f n ( f ') n1…( f( k) ) nk = A( z － z0 )

l + c．
注意到上述方程右边只存在单零点，而方程左

边的零点必然是多重的，从而推出矛盾． 所以
f n ( f ') n1…( f( k) ) nk － c至少有 2 个不同零点．
当 f为非多项式有理函数时，由引理3可知，f至

少存在 1 个零点．下面分 2 种情形考虑．
情形 1 如果 f n ( f ') n1… ( f( k) ) nk － c只有 1个

重数为 l的零点 z0 ．令

f( z) =
A ( z － a1)

m1 ( z － a2)
m2… ( z － as )

ms

( z － b1)
l1 ( z － b2)

l2… ( z － bt )
lt
，( 1)

其中 A 为非零常数，mi ≥ k( i = 1，2，…，s) ，lj ≥ 1
( j = 1，2，…，t) ．
为简单起见，令

m1 + … + ms = M≥ ks，l1 + l2 + … + lt = N．
由( 1) 式可以得到

f( j) ( z) =
A ( z － a1 )

m1－j ( z － a2 )
m2－j… ( z － as )

ms－jgj ( z)
( z － b1 )

l1+j ( z － b2 )
l2+j… ( z － bt )

lt+j

( 1 ≤ j≤ k) ， ( 2)
其中 gj ( z) 为多项式，且 deg ( gj ( z) ) ≤ ( s + t － 1) j．
从( 1) ～ ( 2) 式中得到
f n ( f ') n1… ( f( k) ) nk =

Ad ( z － a1)
dm1－∑

k

j =1
jnj ( z － a2)

dm2－∑
k

j =1
jnj… ( z － at)

dmt－∑
k

j =1
jnjg( z)

( z － b1)
dl1+∑

k

j =1
jnj ( z － b2)

dl2+∑
k

j =1
jnj… ( z － bt)

dlt+∑
k

j =1
jnj

=

P( z)
Q( z) ， ( 3)

其中 P( z) ，Q( z) ，g( z) = ∏
k

j = 1
gnj
j ( z) 为多项式，且

deg ( g( z) ) ≤∑
k

j = 1
jnj ( s + t － 1) ．

对( 3) 式求 1 阶导可得
( f n ( f ') n1… ( f( k) ) nk ) ' =

Ad ( z －a1)
dm1－∑

k

j =1
jnj－1 ( z －a2)

dm2－∑
k

j =1
jnj－1…( z －at)

dmt－∑
k

j =1
jnj－1H( z)

( z －b1)
dl1+∑

k

j =1
jnj+1 ( z －b2)

dl2+∑
k

j =1
jnj+1…( z －bt)

dlt+∑
k

j =1
jnj+1
，

( 4)
其中 H( z) 为多项式，且 s + t － 1 ≤ deg ( H( z) ) ≤

∑
k

j = 1
jnj +( )1 ( s + t － 1) ．

由假设 f n ( f ') n1… ( f( k) ) nk － c只有1个零点 z0，
有

f n ( f ') n1… ( f( k) ) nk = c +
B ( z － z0 )

l

( z － b1 )
dl1+∑

k

j = 1
jnj ( z － b2 )

dl2+∑
k

j = 1
jnj… ( z － bt )

dlt+∑
k

j = 1
jnj

=

P( z)
Q( z) ， ( 5)

其中 B为非零常数，z0 ≠ ai ( i = 1，2，…，s) ． 由( 5)
式，有

( f n ( f ') n1… ( f( k) ) nk ) ' =
( z － z0)

l－1G( z)

( z － b1)
dl1+∑

k

j =1
jnj+1 ( z － b2)

dl2+∑
k

j =1
jnj+1… ( z － bt )

dlt+∑
k

j =1
jnj+1
，

( 6)

其中 G( z) = B( l － dN － t∑
k

j = 1
jnj ) z

t + Bt－1 z
t－1 +… +

B0 为多项式，B0，B1，…，Bt－1 为常数．
下面分 2 种子情形．

情形 1． 1 l≠ dN + t∑
k

j = 1
jnj ．由( 5) 式得到

deg ( P( z) ) ≥ deg ( Q( z) ) ，因此( 3) 式意味着

dM － s∑
k

j = 1
jnj + deg ( g) ≥ dN + t∑

k

j = 1
jnj ．

所以 dM + t∑
k

j = 1
jnj + s∑

k

j = 1
jnj － ∑

k

j = 1
jnj ≥ dN +

t∑
k

j = 1
jnj + s∑

k

j = 1
jnj，故 M ＞ N． 由( 4) 式和( 6) 式得

z0 ≠ai ( i = 1，2，…，s) ，有

dM － s(∑
k

j = 1
jnj + 1) ≤ deg ( G) ≤ t，

dM≤ s(∑
k

j = 1
jnj + 1) + t≤ ( d － n + 1) M + N，

则可得 N≥ ( n － 1) M≥ M．这与 M ＞ N矛盾．

情形1． 2 l = dN + t∑
k

j = 1
jnj ．下面再分2种情况:

M ＞ N和 M≤ N．
当 M ＞ N时，与情形1． 1相似，也将得到一个矛
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盾．
当 M≤ N时，由( 4) 式和( 6) 式得

l － 1≤ deg ( H( z) ) ≤∑
k

j = 1
( jnj + 1) ( s + t － 1) ．

因此

dN + t∑
k

j = 1
jnj － 1 = l － 1 ≤ deg ( H( z) ) ≤

∑
k

j = 1
jnj +( )1 ( s + t － 1) ≤ ( d － n + 1) M +

t∑
k

j = 1
jnj + t －∑

k

j = 1
jnj － 1．

这意味着 dN ＜ ( d － n + 1) M + N≤ ( d － 1) M + N，
结合 n≥ 2，这是一个矛盾．
情形2 如果 f n ( f ') n1… ( f( k) ) nk － c≠0，则有

l = 0．同情形1的证明，仍然会得到一个矛盾．引理4
得证．
引理 5 设 a，b为 2 个有限复数，且 a ≠ 0． 设

m，n，k( ≥ 1) ，mj，nj ( j = 1，2，…，k) 为非负整数，且
满足 mnmknkγ

*
M1γ

*
M2

＞ 0，n≥ 2，m/n = mj /nj ．设 f为
一个亚纯函数，且 f的零点重数至少为 k．定义

Φ( z) = M1 ( f，f '，…，f
( k) ) + a

M2 ( f，f '，…，f
( k) )

－ b，

则 Φ( z) 至少有 2 个不同的零点．
证 由于代数方程

x + a xm/n = b
至少有 1个非零解 x0 ∈ C．由引理 2 ～ 引理 4可知，
至少存在 2 个复数 z1，z2 ∈ C 且满足 M1 ( f( zi ) ，
f '( zi ) ，…，f

( k) ( zi ) ) = x0 ( i = 1，2) ．
由已知条件，对所有的正整数 m，n，mj，nj 有

m = n m
n， mj = nj

mj

nj
．

因此

Φ( zi ) = M1 ( f( zi ) ，f '( zi ) ，…，f
( k) ( zi ) ) +

a
Mm/n

1 ( f( zi ) ，f '( zi ) ，…，f
( k) ( zi ) )

－ b = 0( i = 1，2) ．

引理 5 证毕．

2 定理的证明

定理 1 的证明 不失一般性，假定 D = { z ∈
C z ＜ 1} ．假设 F在 D内不正规．那么至少存在
1 点 z0，使得 F 在该点不正规． 不失一般性，假定
z0 = 0，由引理 1 可知，存在点列 zj → 0，正数列 ρ j →
0 + 和函数列 fj ∈ F，使得

gj ( ξ) = ρ －α
j fj ( zj + ρ jξ) → g( ξ) ( 7)

按球面距离内闭一致收敛，其中 g( ξ) 为非常数亚纯
函数，且零点重数至少为 k．另外，g的级至多为 2．
由( 7) 式，令 α = ( ΓM1

+ ΓM2
) / ( γM1

+ γM2
) ＜

k，由 γM2ΓM1
－ γM1ΓM2

＞ 0 有
gn
j ( ξ) ( g' j ( ξ) )

n1… ( g( k)j ( ξ) )
nk +

a
gm
j ( ξ) ( g' j ( ξ) )

m1… ( g( k)j ( ξ) )
mk

－ ραγM2
－ΓM2

j b =

ρ －αγM1
+ΓM1

j f n
j ( f 'j )

n1… ( f( k)j )
nk +

a
ρ －αγM2

+ΓM2
j f m

j ( f 'j )
m1… ( f( k)j )

mk
－ ραγM2

－ΓM2
j b =

ραγM2
－ΓM2

j ［ρ －α( γM1
+γM2
) +ΓM1+ΓM2

j f n
j ( f 'j )

n1… ( f( k)j )
nk +

a
f m
j ( f 'j )

m1… ( f( k)j )
mk

－ b］ =

ρ( γM2ΓM1－γM1ΓM2) / ( γM1+γM2)
j ［f n

j ( f 'j )
n1… ( f( k)j )

nk +
a

f m
j ( f 'j )

m1… ( f( k)j )
mk

－ b］→

gn ( g') n1… ( g( k) ) nk + a
gm ( g') m1… ( g( k) ) mk

( 8)

在不含 g的极点的单位圆内任意紧子集按球面距离
内闭一致成立．
如果

gn ( g') n1… ( g( k) ) nk + a
gm ( g') m1… ( g( k) ) mk

≡ 0，

那么

gn+m ( g') n1+m1… ( g( k) ) nk+mk ≡－ a，
则 g不含零点和极点，故存在常数 ci 使得
( c1，c2 ) ≠ ( 0，0) ，g( ξ) = ec+c1ξ+c2ξ2 ．
因为 g为非常数亚纯函数，且级至多为2．显然，

这与 gn+m ( g') n1+m1… ( g( k) ) nk+mk ≡－ a矛盾．
由引理 2 和引理 4 得，函数

gn ( g') n1… ( g( k) ) nk + a
gm ( g') m1… ( g( k) ) mk

有 2 个不同的零点 ξ0 和 ξ*0 ，取 1 个足够小的正数 δ
使得 D1 ∩ D2 = ，且

gn ( g') n1… ( g( k) ) nk + a
gm ( g') m1… ( g( k) ) mk

在 D1∪
D2 中除了 ξ0 和 ξ*0 ，不含其它的零点，其中

D1 = { ξ∈ C ξ － ξ0 ＜ δ} ，
D2 = { ξ∈ C ξ － ξ*0 ＜ δ} ．
由( 8) 式和 Hurwitz’s定理得，对于足够大的 j

来说，ξ j ∈ D1 和 ξ*j ∈ D2，有

Ffj ( zj + ρ jξ j ) － b = 0，Ffj ( zj + ρ jξ
*
j ) － b = 0．

因为，由定理 1 中的假设，对每一个 l，Ffl ( zj +
ρ jξ j ) 和 Ffj ( zj + ρ jξ j ) IM分担 b，所以

Ffl ( zj + ρ jξ j ) － b = 0，Ffl ( zj + ρ jξ
*
j ) － b = 0．
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令 j→ !，注意到 zj + ρ jξ j → 0，zj + ρ jξ
*
j → 0，得

Ffl ( 0) － b = 0．
因为 Ffj ( z) － b = 0的零点没有聚点，所以对充

分大的 j，有 zj + ρ jξ j = 0，zj + ρ jξ
*
j = 0．这表明

ξ j = － zj /ρ j，ξ
*
j = － zj /ρ j ．

这与 ξ j ∈ D1，ξ
*
j ∈ D2 和 D1 ∩ D2 = 矛盾．

故假设不成立，定理 1 证毕．
定理 2 的证明 不失一般性，假定 D = { z ∈

C z ＜ 1} ．假设 F在 D内不正规，那么至少存在
1 个点 z0 使得 F 在该点不正规． 不失一般性，假定
z0 = 0．由引理1可知，存在点列 zj→0，正数列 ρ j→0
和函数列 fj ∈ F，使得 gj ( ξ) = ρ －α

j fj ( zj + ρ jξ) →
g( ξ) 按球面距离内闭一致收敛，其中 g ( ξ) 为非常
数亚纯函数，且零点重数至多为 k，并且 g 的级至多
为 2．
由引理 5，仿照定理 1 的证明过程，可以得出一

个矛盾．
定理 2 证毕．
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Normality Criteria of Lahiri’s Type Concerning Shared Values
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Abstract: By using the value of distribution of meromorphic functions，the normal families related normality criteria
of Lahiri’s type concerning shared values has been studied，and two normal criteria have been obtained，which gen-
eralize some previous results．
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