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摘要: 在 K-导数、K-解析( 函数) 变换、K-共形映射的基础上，研究了 K-分式线性变换及其 K保圆性、K保
对称性、K保交比性等，所得结论是( 共轭) 解析函数的( 共轭) 分式线性变换在 K-解析函数中的继续和
应用．
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文献［1-5］给出了 K-解析函数的概念，并研究
了它的一些分析性质及其在几何变换方面的一般规

律．相反地，对一种特殊的几何变换———K-分式线性
变换，它又有一些什么特殊的变换规律及其性质?

弄清楚这些问题，对 K-解析函数( 变换) 的几何理
论及其应用都是很有必要的．

1 基本概念

定义 1 设函数 f( z) 在区域 D 内有定义，
z( k) ≡x + iky ( 0≠ k "Ｒ) 为 z = x + iy的 K-复数，
若 f( z) 在区域 D内 K-可导，即极限 f '( k) ( z) =

lim
Δz→0

f( z + Δz) － f( z)
Δz( k)

( z "D) 存在，称 f ( z) 在 D内

K-解析．把在区域D内所有的K-解析函数构成的集
合记为 F( D( k) ) ．
定义 2 若 w = f ( z) 在区域 D内单叶且 K-保

角，则称变换 w = f ( z) 在 D内是 K-共形映射．
定义 3 称形如
w = f( z) = ( az( k) + b) / ( cz( k) + d) ， ( 1)

其中 a，b，c，d "C且
Δ≡ ad － bc≠ 0

的变换为关于 z的 K-分式线性变换．
因Δ≠0，故 f '( k) ( z) = ( ad － bc) / ( cz( k) + d) 2≠0，

f ( z) 为非常数变换．
( i) 当 c = 0时，称 f( z) = ( az( k) /d) + b /d≡

a'z( k) + b'( a'≡ a /d≠ 0) 为 K-整线性变换．特别
地，当 c = b = 0，a = d≠0时，称 f( z) = z( k) 为关

于实轴的K-对称变换．它们在C上单叶且同时把∞
变为 ∞ ;
( ii) 当 c≠ 0，w≠ a /c时，w = f( z) 有唯一解

z( k) = ( dw － b) / ( － cw + a) ，
即( 1) 式是 C \ { － ( d /c) ( k －1 ) } 上的单叶函数，又

f ( ∞ ) →a /c ( z → ∞ ) ，即 ∞ 对应 a /c，－ ( d /
c) ( k －1 ) 对应 ∞ ． 故( 1) 式是 C∞ 到 C∞ 的一一变

换．

2 K-分式线性变换的性质

2． 1 K-分式线性变换的分解
K-分式线性变换( 1) 总可分解为如下基本类型

的复合:

( Ⅰ) w = ( aζ + b) / ( cζ + d) ;
( Ⅱ) ζ = z( k) ．
因( Ⅰ) 为分式线性变换，而且其几何变换性

质［3，6］ 已知，故只需弄清楚 K-对称变换( Ⅱ) 的性
质，变换( 1) 的性质就清楚了．

2． 2 K-共形性

设

w = f ( z) = z( k) ( z "C) ， ( 2)
当 z"C时，f '( k) ( z) ≡1．故 w = f ( z) = z( k) 在定义
域内单叶 K-保角．
定义 4 两曲线在无穷远点( 或原点) 的 K-夹

角，是指它们在倒 K-对称变换下的像曲线在原点
( 或无穷远点) 的夹角．



作倒 K-对称变换 λ = 1 / z( k) 与 μ = 1 /w． 由
( 2) 式得 μ = λ，它将 λ = 0 变为 μ = 0，此时变换
( 2) 把 z = ∞ 变为 w = ∞ ．由于 dμ /dλ≡ 1≠ 0，变
换μ = λ在 λ = 0 处是保角，即 w = z( k) 在 z = ∞
是 K-保角．从而 w = z( k) 在C∞ 上是 K-共形映射，
又变换( Ⅰ) 是共形的，从而可得如下结论．
定理1 K-分式线性变换在C∞ 上是K-共形的

映射．

2． 3 K保圆( 周) 性

因 K-对称变换把 K椭圆周变为圆周，再由变换
( Ⅰ) 的保圆周性，进而得如下结论．
定理 2( K 保圆( 周) 性) K-分式线性变换将

扩充 z平面上的 K椭圆周变换为扩充 w平面上的圆
周，同时 K椭圆被 K-共形成圆．

2． 4 K保对称性

设方程

( ζ － p) / ( ζ － q) = λ( 0 ＜ λ≠ 1，p≠ q) ( 3)
表示的圆周为 C( ζ0，r) ，其中 ζ0 = ( p － λ2q) / ( 1 －
λ2 ) ，r = λ p － q / 1 － λ2 ．易证［8-9］，p，q关于圆
周对称．
若把直线看成是过无穷远点的圆周，在( 3) 式

中令 ζ→ ∞，有 λ = 1．从而圆周和直线可合并为
( ζ － p) / ( ζ － q) = λ( λ ＞ 0，p≠ q) ． ( 4)
作变换 ζ = z( k) ，由定理2可知圆周( 4) 的原像

曲线为 K椭圆周或直线:
( z( k) － p) / ( z( k) － q) = ( z － p( k－1 ) ) ( k) /
( z － q( k－1 ) ) ( k) = λ( λ ＞ 0，p≠ q) ．
定义 5 设 z = ζ( k－1 ) 为 K-对称变换之逆，把

关于圆周或直线的对称点偶 p，q 的像点偶 p( k－1 ) ，

q( k－1 ) 称为其对应的像曲线K椭圆周或直线的对称
点; 反之亦然，即 ζ = z( k) 变换后，K椭圆周或直线
的对称点偶 p( k－1 ) ，q( k－1 ) 的 K-复数 p，q是关于圆
周或直线对称．此性质简称为 K-对称变换的 K保对
称性．
定理3( K保对称性) 设扩充 z平面上两点 z1，

z2 关于 K椭圆周对称，w = f ( z) 为 K-分式线性变
换，则 w1 = f( z1 ) 与 w2 = f( z2 ) 两点关于圆周对称．

2． 5 K-保交比性

定义 6 设扩充复平面上有 4 个相异点 z1，z2，
z3，z4 ．称量
( z1 ( k) ，z2 ( k) ，z3 ( k) ，z4 ( k) ) #

z4 ( k) － z1 ( k)
z4 ( k) － z2 ( k)

∶
z3 ( k) － z1 ( k)
z3 ( k) － z2 ( k)

为这 4 个点依序的 K-交比．

注1 若当4个点中有1个为∞ 时，包含此点的
项用1代替．如 z1 = ∞ 时，( ∞，z2( k) ，z3( k) ，z4( k) ) =
( z3 － z2 ) ( k) / ( z4 － z2 ) ( k) ．
定理 4( K保交比性) 设 w = f ( z) 为 K-分式

线性变换，且 w = f ( z) : zjwj ( j = 1，2，3，4) ，则 w
与 z 是 K 保交比，即 ( w1，w2，w3，w4 ) = ( z1 ( k) ，
z2 ( k) ，z3 ( k) ，z4 ( k) ) ．
证 设变换 w = ( az( k) + b) ( cz( k) + d) 使

zjwj = ( azj ( k) + b) ( czj ( k) + d) ，则

wi － wj =
( ad － bc) ( zi ( k) － zj ( k) )
( czi ( k) + d) ( czj ( k) + d)

( i，j = 1，2，3，4) ，因此( w1，w2，w3，w4 ) =
w4 － w1

w4 － w2
:

w3 － w1

w3 － w2
=

z4( k) － z1( k)
z4( k) － z2( k)

:
z3( k) － z1( k)
z3( k) － z2( k)

= ( z1 ( k) ，

z2 ( k) ，z3 ( k) ，z4 ( k) ) ．
更一般地，用 z，w分别代替 z4，w4有( w1，w2，w3，

w) = ( z1 ( k) ，z2 ( k) ，z3 ( k) ，z( k) ) ，化简就可确定 1
个( 含参数 k的) K-分式线性变换 w = f ( z) ，即有如
下结论．
定理 5 设 K-分式线性变换将扩充 z平面上 3

个互异点 z1，z2，z3 变为 w1，w2，w3，则此 K-分式线性
变换唯一确定，且有如下 K-交比表达式:
( w1，w2，w3，w) = ( z1 ( k) ，z2 ( k) ，z3 ( k) ，z( k) ) ．

3 3 个特殊的 K-分式线性变换

除了常用到的平移、旋转、相似、K-对称变换、
倒( K-对称) 变换等基本 K-分式线性变换外，如下
介绍的 3 种 K-分式线性变换，它们在应用上也很普
遍［4，5，7，10］．

3． 1 把 K-半平面变为上半平面

定义 7 称 C 上的点集{ z: Imz( k) ＞ 0( 或 ＜
0) } 为第 1类( 或第 2类) K-半平面，简记为Imz( k) ＞
0( 或 ＜ 0) ．当类别清楚时，也简称 K-半平面．
性质 1 ( i) Imz( k) ＞ 0$sgn( k) = sgn( y) ，且

表达式

z( k) = x + sgn( k) k y i
或

z = x + sgn( k) y i( 其中 y≠ 0) 成立;
( ii) 设 K-半平面{ z: Imz( k) ＞ 0} 的边界 K直

线为 l( k) = { z: Imz( k) = 0} ，则其( 相对于区域的)
正方向的方程是

l + ( k) : z( t) = sgn( k) t( － ∞ ＜ t ＜ + ∞ ) ．
证 设 z( k) = x + kyi，由 Imz( k) = ky ＞ 0$
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sgn( k) = sgn( y) ． ( i) 的结论显然成立．
( ii) 由 ( i) 得，当 k ＞ 0 时，Imz = y ＞ 0，

Imz( k) ＞ 0 的边界 K直线 l( k) : Imz( k) = 0相对于
上半平面应取实轴的正方向，即 z( t) = sgn( k) t
( － ∞ ＜ t ＜ + ∞ ) ; 同理，当 k ＜ 0 时，Imz = y ＜ 0
的边界 K 直线 l( k) 应取实轴的负方向，即 z( t) =
sgn( k) t ( － ∞ ＜ t ＜ + ∞ ) ．从而 Imz( k) ＞ 0的边界
K直线正方向的方程是

l + ( k) : z( t) = sgn( k) t ( － ∞ ＜ t ＜ + ∞ ) ．
求将K-半平面 Imz( k) ＞ 0作K-共形映射成上

半 w平面的变换．由 K-分式线性变换的 K-共形性，
可设所求变换为 w = f( z) = ( az( k) + b) / ( cz( k) +
d) ，其中 Imz( k) ＞ 0，a，b，c，d "C且 Δ≡ ad － bc≠
0，它将实轴变为实轴． 在实轴上取 3 个互异点 xj，

yj ∈Ｒ，使w = f ( z) : xjyj ( j = 1，2，3) ．又w = f ( z)
的 K保交比性得( y1，y2，y3，w) = ( x1，x2，x3，z( k) ) ，

即
w － y1
w － y2
:
y3 － y1
y3 － y2

=
z( k) － x1
z( k) － x2

:
x3 － x1
x3 － x2

．因此 a，b，c，

d "Ｒ．因

Imw = w － w( － 1)
2i = 1 (2i

az( k) + b
cz( k) + d －

az( － k) + b
cz( － k) )+ d = Δ( z( k) － z( － k) )

2i cz( k) + d 2 =

ΔImz( k)
cz( k) + d 2 = Δsgn( k) sgn( y)

cz( k) + d 2 ky ，

即 Imw的符号同时依赖于参数 k与 y的符号．由条件
Imz( k) ＞ 0Imw ＞ 0，可得 Δ ＞ 0．反之，满足 Δ ＞
0 的实系数 K-分式线性变换将实轴变为实轴，且当
k ＞ 0( 或 ＜ 0) 时，Imz ＞ 0( 或 ＜ 0)  Imw ＞ 0．故
所求变换为

w = f ( z) = ( az( k) + b) / ( cz( k) + d) ， ( 5)
其中 a，b，c，d "Ｒ且 Δ = ad － bc ＞ 0．
关于K-( 或上、下) 半平面的边界实轴的变化情

况，在 Δ ＞ 0的条件下，虽然变换( 5) 能把K-半平面
变为上半平面，实轴变为实轴． 因 Imz( k) ＞ 0 的边
界正方向的 K直线方程 l + ( k) : z = sgn( k) x( x "Ｒ) ，

w( x) ≡ ( sgn( k) ax + b) / ( sgn( k) cx + d) ，
w'( x) = sgn( k) ( ad － bc) / ( sgn( k) cx + d) 2 ．
故当 k ＞ 0，y ＞ 0时，w'( x) ＞ 0，上半平面变为上半
平面的边界实轴正向分别关于区域是保方向的; 而

当 k ＜ 0，y ＜ 0时，w'( x) ＜ 0，下半平面变为上半平
面的边界实轴负向( 或正向) 与实轴负向( 或正向)

分别关于区域是反保方向的，即当 k ＞ 0 ( k ＜ 0)
时，边界分别关于相应的区域是 K-保( 转) 方向．

3． 2 把 K-半平面 Imz( k) ＞ 0 变为单位圆

求从 K-半平面 Imz( k) ＞ 0作 K-共形映射成单

位圆的变换．由 K-分式线性变换的 K保圆( 周) 性，
可设所求变换为 K-分式线性变换 w = f( z) ．由 K保
对称性，它把 p = z0 ( k

－1 ) ( 其中 Imz0 = Imp( k) ＞
0) 变为w = 0，对称点 p( － 1) = z0 ( － k－1 ) 变为w =
∞ ．于是 w = λ( z( k) － z0 ) / ( z( k) － z0 ( － 1) ) ．取
z = x "Ｒ，w = f( z) " w = 1，有 1 = w = λ·
( x － z0( k

－1) ) ( k)
( x － z0( － k

－1) ) ( k)
= λ
( x － z0( k

－1) ) ( k)
( x － z0( k

－1) ) ( － k)
= | λ |，

即 λ = eiθ ．于是
w = eiθ ( z( k) － z0 ) / ( z( k) － z0 ( － 1) ) ，

其中 Imz0 ＞ 0，θ "Ｒ
或

w = eiθ ( z － p) ( k) / ( z － p( － 1) ) ( k) ， ( 6)
其中 Imp( k) ＞ 0，θ "Ｒ．
反之，变换( 6) 将 z = x "Ｒ变为 w = 1且 p =

z0 ( k
－1 ) 变为 w = 0．又当 k ＞ 0时，Imp ＞ 0; 当 k ＜

0时，Imp ＜ 0，即变换( 6) 把实轴变为单位圆周的同
时且把上半平面( k ＞ 0) 或下半平面( k ＜ 0) 变为
单位圆，故( 6) 式为所求变换．
关于边界的情况，设 w = f ( z) = eiθ f1 ( z) ，其中

f 1 ( z) ≡ ( z( k) － z0 ) / ( z( k) － z0 ( － 1) ) ．取适当的
连续幅角函数 φ( z) ≡ arg f( z) = θ + α( z) ，其中
α( z) ≡ arg f1 ( z) ．设在K-解析变换 f1 ( z) 下，l

+ ( k) :
z = sgn( k) x( x "Ｒ) 的像曲线 L: eiα( x) = f1 ( x) ≡
( sgn( k) x － z0 ) / ( sgn( k) x － z0 ( － 1) ) ，α( x) =
i －1 lnf1 ( x) = arg［( sgn( k) x － z0 ) / ( sgn( k) x －
z0 ( － 1) ) ］ = 2α1 ( x) ，即
α1 ( x) ≡ arg( z0 － sgn( k) x) = ( 2i) －1 lnf1 ( x) ．
上式两边关于 x求导得

α'1 ( x) = sgn( k) Imz0 / sgn( k) x － z0
2 ．

因 Imz0 ＞ 0，当 k ＞ 0时，α'1 ( x) ＞ 0．又由 α1 ( x) =
arctan［Imz0 / ( Ｒez0 － sgn( k) x) ］ + C( C "Ｒ 为某常
数) 易得 α1 ( － ∞ ) = 0，α1 ( + ∞ ) = π．故 α( x) =
2α1 ( x) : 0 → 2π，即

f1 ( x) = eiα( x) = eisgn( k) α( x) ，
其中 0 ≤ α( x) ≡ arg［( z0 － x) / ( z0 ( － 1) － x) ］≤
2π，x "Ｒ．
同理，当 k ＜ 0时，f1 ( x) = eisgn( k) α( x) ，从而 K-解

析函数 f1 ( z) 把实轴变为单位圆周( K 椭圆周) ，
f1 ( x) = eisgn( k) α( x) ．故

f( x) = eiφ( x) = eiθeisgn( k) α( x) ，
其中 0 ≤ α( x) ≡ arg［( z0 － x) / ( z0 ( － 1) － x) ］≤
2π，x "Ｒ．
从而当 x沿实轴正( 或负) 方向变化时，f ( x) 沿
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单位圆周的正( 或负) 方向变化．但变换( 6) 把以实
轴为边界的半平面区域变为单位圆且当 k ＞ 0时，作
为实轴与单位圆周正向的边界分别关于区域上半平

面与单位圆是保方向的; 当 k ＜ 0 时，作为实轴负向
( 或正向) 与单位圆周负向( 或正向) 的边界分别关

于区域下半平面与单位圆是反保方向的，即当

k ＞ 0( k ＜ 0) 时，边界分别关于相应的区域是 K-保
( 转) 方向．

3． 3 把 K椭圆变为单位圆

求将椭圆 z( k) ＜ 1作 K-共性映射成单位圆

w ＜ 1的变换．由 K-分式线性变换的 K保圆性及
K保对称性，若所求变换存在，它应为 K-分式线性
变换 w = f( z) ，它把点 z0 ( k

－1 ) ( 0≠ z0 " z ＜ 1) 变
为 w = 0，对称点偶［z0 ( － 1) ］－1 ( k－1 ) 变为 w = ∞ ．
于是

w = λ( z( k) － z0 ) / { z( k) －［z0 ( － 1) ］－1 } =
λ1 ( z( k) － z0 ) / ( 1 － z0 ( － 1) z( k) ) ，
其中 λ1 ≡－ λz0 ( － 1) ．又 w = f ( z) 把 z( k) = 1
变换为 w = 1．再注意到 z( k) z( － k) = 1 有

图 1 椭圆周与圆周的关系及 K-保转向的示意图

1 = w =
λ1 z( k) － z0
( 1 － z0 ( － 1) z( k) =

λ1 z( k) － z0
z( k) z( － k) － z0 ( － 1) z( k) =

λ1 z( k) － z0
( z( k) ( z( k) － z0 ) ( － 1) = λ1 ，λ1 = eiθ ．

故

w = eiθ ( z( k) － z0 ) / ( 1 － z0 ( － 1) z( k) ) ，( 7)
其中 z0 ＜ 1，θ "Ｒ．
反之不难验证变换( 7) 满足所需条件，故变换

( 7) 是所求变换．关于边界正向的情况，因椭圆周正
方向的曲线［4，5，10］C+ ( k) :
z( k) = esgn( k) ti，z( t) ≡ eti ( k－1 ) ( 0≤ t≤ 2π) ，
在变换( 7) 下，其像曲线单位圆周的参数方程 L:
eφ( t) i ≡ f( z( t) ) = eiθ f1 ( z( t) ) ，其中
f1 ( z( t) ) ≡ ( e

sgn( k) ti － z0 ) / ( 1 － z0 ( － 1) esgn( k) ti ) ，
φ ( t) = θ + arg f1 ( z( t) ) = θ + i －1 lnf1 ( z( t) ) ( 0≤
t≤ 2π)
单值连续，

0 ≤ φ( 2π) － φ( 0) = arg f1 ( z( 2π) ) －
arg f1 ( z( 0) ) ≤ 2π，

φ'( t) =
sgn( k) ( 1 － z0

2 )

1 － z0 ( － 1) esgn( k) ti 2 ( z0 ＜ 1) ．

由此得当 k ＞ 0时，φ'( t) ＞ 0，C与 L是保转向
的; 当 k ＜ 0时，φ'( t) ＜ 0，C与 L是反保转向的，如
图1所示．即在变换( 7) 下，当 k ＞ 0 ( k ＜ 0) 时，C与

L分别关于相应的区域是 K-保( 转) 方向．

4 举例

求 1个K-分式线性变换，将椭圆 z( k) ＜ 1作
K-共性映射成圆 w － 1 ＜ 1，且分别把 z1 ( k) =
－ 1，z2 ( k) = － i，z3 ( k) = i 变为 w1 = 0，w2 = 2，
w3 = 1 + i，并讨论边界随参数 k的对应变换情况．
解 由K-分式线性变换 w = f( z) 的K保交比

性得( 0，2，1 + i，w) = ( － 1，－ i，i，z( k) ) ，即

w = 2( 1 + i) ( z( k) + 1)
z( k) + 2 + i = 2( 1 + i) －

4i
z( k) + 2 + i，w － 1 = 1 + 2i － 4i

z( k) + 2 + i =

( 1 + 2i) z( k) + i
z( k) + 2 + i ．

关于区域与边界对应的变化情况讨论如下．
因 w( 0) －1 = i / ( 2 + i) = ( 1 +2i) /5 =

5 －1 /2 ＜ 1，故 w = f( z) 把椭圆域 z( k) ＜ 1的内部
K-共性映射成圆域 w － 1 ＜ 1 的内部． 因正方向
的椭圆周 C+ ( k) : z( k) = esgn( k) ti，z( t) ≡ e ti ( | k －1 | )
( 0 ≤ t≤ 2π) ，w = f( z) 变换下像曲线的参数方程
L: w( t) － 1≡ f( z( t) ) － 1 = ［( 1 + 2i) esgn( k) ti + i］/
［esgn( k) ti + 2 + i］．经计算得 w( t) － 1 2 = ［( w －
1) ( 1) ］·［( w － 1) ( － 1) ］ = 1．

arg( w( t) － 1) = i －1ln( w( t) － 1) = i －1ln{ ［( 1 +
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2i) esgn( k) ti + i］/［esgn( k) ti + 2 + i］} ，arg'( w( t) －
1) = 8sgn( k) ·( 3 + Im( ( 1 + 2i) esgn( k) ti ) ) / ( 1 +
2i) e2sgn( k) ti + 2i － 1 + 6i esgn( k) ti 2，因 3 + Im( ( 1 +
2i) esgn( k) ti ) ≥ 3 － ( 1 + 2i) esgn( k) ti ≥ 3 － ( 1 +
2i) = 3 － 51 /2 ＞ 0．
故当 k ＞ 0时，arg'( w( t) － 1) ＞ 0，边界对应点

z( t) 与 w( t) 分别关于边界椭圆周 z( k) = 1与圆
周 w － 1 = 1是保正( 或负) 方向的; 当 k ＜ 0时，
arg'( w( t) － 1) ＜ 0，z( t) 与 w( t) 分 别 关于
z( k) = 1 与 w － 1 = 1是反保( 转) 方向的．如
当 k ＞ 0时，z1 = － 1( k－1 ) ，z2 = － i( k－1 ) ，z3 = i( k－1 )

与像点 w1 = 0，w2 = 2，w3 = 1 + i 分别关于
z( k) = 1 与 w － 1 = 1 是保正向的; 当 k ＜ 0
时，z1 = － 1( k－1 ) ，z2 = － i( k－1 ) ，z3 = i( k－1 ) 与像点

w1 = 0，w2 = 2，w3 = 1 + i 分别关于 z( k) = 1 与
w － 1 = 1 是负向对应正向而反保转向，即在

w = f( z) 的变换下，边界椭圆周 z( k) = 1与圆周
w － 1 =1分别关于相应的区域是 K-保( 转) 方向．

5 结束语

在 K-导数、K-解析( 函数) 变换、K-保角、K-共形
映射的基础上，对 K-分式线性变换及其 K 保圆、K
保对称，K保交比等性质进行了研究．当 k = ± 1 时，
K-解析函数［1-2，4-5］为解析或共轭解析函数，K-分式
线性变换为分式或共轭分式线性变换［3，6，9-11］，即解

析与共轭解析函数都是 K-解析函数的特殊情况．因

此本文所得结论包含了解析函数( 变换) 与共轭解

析函数( 变换) 中的相应结论．
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Abstract: Based on the definition of K-derivative，K-conformal transformation and the boundary corresponding theo-
rem，K fractional lineal transformation and its K keeping circumference，K keeping symmetry，K keeping anharmonic
ratio and so on are studied． The conclusion is that K fractional lineal transformation is the continuation and applica-
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