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摘要: 研究了一类具耗散项非线性发展方程的初边值问题．借助偏微分方程的一些标准技巧对非线性项
进行估计，利用嵌入定理和算子半群的方法证明了在相对较弱的条件下上述问题整体解的存在唯一性．
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0 引言

具耗散项非线性发展方程的初边值问题是近年

来偏微分方程研究的热点，目前关于它的研究主要

集中在其解的存在唯一性方面．文献［1-6］对一些非
线性发展方程的整体解均有论述，F． Dell’Oro 和
V． Pata随后的研究又得到许多有意义的结果［7-8］，
他们把文献［9］中的 Temam 定理用得恰到好处，讨
论了所研究方程整体弱解的存在唯一性． 本文的目
的是研究下列一类具耗散项方程

utt － Δu － Δut + Δ
2u =∑

N

i = 1


xi
( σi ( uxi ) + βi ( uxit ) ) ，

Ω × Ｒ +， ( 1)

u
Ω

= 0，u
γ Ω

= 0，t ＞ 0， ( 2)

u( x，0) = u0 ( x) ，ut ( x，0) = u1 ( x) ，x∈ Ω ( 3)
整体解的存在唯一性，其中Ω是ＲN中具有光滑边界

的有界区域．方程( 1) 在文献［10］中有一定的物理
模型，它主要描述的是一类具黏弹性材料的振动，此

类方程也频繁出现在具黏弹性构形且服从Voight非
线性模型的纵向运动中． 考虑到偏微分方程和无穷
维动力系统的密切关系，因此笔者尝试用算子半群

的方法探讨该问题的整体解，最终得到在相对较弱

的条件下整体解的存在性和唯一性．
记 Lp = Lp ( Ω) ，Hk = Hk ( Ω) ，V2 = H2

0，‖·‖ =
‖·‖L2 ( p≥ 1) ，X2+2δ = V2+2δ × V2δ ( 0 ≤ δ≤ 1 2) ．
定义 1 V2 → V'2，( Au，v) = ( Δu，Δv) ，u，v ∈

V2，D( A) = { u ∈ L2 Au ∈ L2 } = H4 ∩ H2
0，Au =

Δ2u，u∈ D( A) ，则 A是 V2 上的自伴正算子，且 A从
V2 到 V'2 和从 D( A) 到 L2 上同构．定义 As ( s∈ Ｒ) ，
Hilbert空间 Vs = D( As/4 ) ( s∈Ｒ) ，( u，v) s = ( A

s/4u，
As/4v) ，且范数‖u‖Vs = ( u，u) 1 /2s ，算子 B: W1，α+2

0 →

W－1，( α+2) ' 且内积( Bu，v) = ∑
N

i = 1
( βi ( uxi ) ，vxi ) ，其中

u，v∈W1，α+2
0 ． Hilbert空间Es = Vs+2 × Vs，且按照通常

意义下的范数．特别地，Es = Vs+2 × Vs，E0 = V2 × L2 ．
考虑问题( 1) ～ ( 3) 的 Cauchy问题:
utt + A1 /2 ( u + ut ) + Au =

∑
N

i = 1


xi
( σi ( uxi ) + βi ( uxit ) ) ， ( 4)

u( x，0) = u0 ( x) ，ut ( x，0) = u1 ( x) ． ( 5)
引理1 设 X，Y是 Banach空间，并且 X Y，若

φ∈ L!( 0，T; X) ∩ Cw( ［0，T］; Y) ，则

φ∈ Cw( ［0，T］; X) ．

引理 2 C( ［0，T］; V2δ ) ∩ H1( 0，T; V2δ－1) 
C( ［0，T］; H) ，其中表示紧嵌入．

1 主要结论

定理 1 假定条件
( i) σi ∈ C2 ( Ｒ) ，σi ( s) s≥ 0，σi ( s) ≤ b s m

( m ＞ 0) ，i = 1，2，…，N;
( ii) βi ∈ C1( Ｒ) ，βi ( s) s≥ B1 s α+1，βi ( s) ≤

B2 ( 1 + s α ) ( α ＞ 0) ，i = 1，2，…，N;



( iii) ( u0，u1 ) ∈ E0，

则问题( 4) 和 ( 5) 存在唯一解 u，并且( u，ut ) ∈
Cw( ［0，T］; V2 × V1 ) ，utt ∈ L!( Ｒ + ; L2 ) ，且δ ＞ 0，
有估计‖( u( t) ，ut ( t) ) ‖E1 ≤ C2e

－δt + C0，t ＞ 0，不
依赖于初值，其中 C2 = C( ‖( u0，u1 ) ‖E1 ) ．

2 定理 1 的证明

设 v = ut + εu，则问题( 1) ～ ( 3) 等价于
vt － εv + ε2u + A1 /2v + ( 1 － ε) A1 /2u + Au =

∑
N

i = 1


xi
( σi ( uxi ) + βi ( uxit ) ) ， ( 6)

v( 0) = u1 + εu0 ≡ v0 ．
( 6) 式与 v作内积，得

d
dtH1 ( u，v) + K1 ( u，v) = 0，t ＞ 0， ( 7)

这里H1 ( u，v) = ‖v‖2 /2 + ε2‖u‖2 /2 + ( 1 － ε) ·

‖A1 /4u‖2 /2 + ‖A1 /2u‖2 /2 +∑
N

i = 1
∫Ω∫

u xi

0
σi ( s) dsdx，

K1( u，v) =‖A1 /4v‖2 － ε‖v‖2 + ε3‖u‖2 + ε( 1 －ε)

‖A1 /4u‖2 + ε‖A1 /2u‖2 + ε∑
N

i = 1
( σi ( uxi ) + βi ( uxit ) ，

uxi ) +∑
N

i = 1
( βi ( uxit ) ，uxit ) ．

显然
H1 ( u，v) ≥ ［‖v‖2 + ε2‖u‖2 + ( 1 －

ε) ‖A1 /4u‖2 + ‖A1 /2u‖2］/2 － C0， ( 8)
K1 ( u，v) － ρεH1 ( u，v) = － ε( 1 + ρ /2) ‖v‖2 +

ε( 1 － ρ /2) ［ε2 ‖u‖2 + ( 1 － ε) ‖A1 /4u‖2 +

‖A1 /2u‖2］+‖A1 /4v‖2 + ε∑
N

i = 1
( σi ( uxi ) + βi ( uxit ) ，

uxi ) +∑
N

i = 1
( βi ( uxit ) ，uxit ) － ρε∑

N

i = 1
∫Ω∫

u xi

0
σi ( s) dsdx≥

C( ‖u‖2 + ‖A1 /4u‖2 + ‖A1 /2u‖2 + ‖A1 /4v‖2 +
‖v‖2 ) － C0，t ＞ 0． ( 9)

又因为 ∑
N

i =1
( βi ( uxit ) ，uxi ) ≤‖But‖－1，2 ‖u‖1，2 ．

将( 9) 式代入( 7) 式，并结合( 8) 式得
‖ut‖

2 + ‖u‖2 + ‖A1 /4u‖2 + ‖A1 /2u‖2 ≤
C1e

－δt + C0，t ＞ 0， ( 10)
这里 C1 = C( ‖( u0，u1 ) ‖E0 ) ． ( 4) 式分别与 A1 /2ut，

A1 /2u作内积得
1
2

d
dt ( ‖A1 /4ut‖

2 + ‖A1 /2u‖2 + ‖A3 /4u‖2 +

2∫Ω∫
u x i

0
A1 /2σi ( s) dsdx) +‖A1 /2ut‖

2 +∑
N

i = 1
( βi ( uxit ) ，

A3 /4ut ) = 0， ( 11)
d
dt ( ‖A1 /2u‖2 /2 + ( ut，A

1 /2u) ) + ‖A1 /2u‖2 +

‖A3 /4u‖2 + ∑
N

i = 1
( σi ( uxi ) + βi ( uxit ) ，A

3 /4u) =

‖A1 /4ut‖
2 ． ( 12)

由( 11) 式和( 12) 式得
d
dtH2 ( u) + K2 ( u) = 0，t ＞ 0， ( 13)

这里 H2( u) = ‖A1 /4ut‖
2 /2 + ( 1 + ε) ‖A1 /2u‖2 /2 +

‖A3 /4u‖2 /2 + ε( ut，A
1 /2u) + ∫Ω∫

u xi

0
A1 /2σi ( s) dsdx，

K2( u) = ‖A1 /2ut‖
2 － ε‖A1 /4ut‖

2 + ε‖A1 /2u‖2 +

ε‖A3 /4u‖2 +∑
N

i =1
( βi ( uxit ) ，A

3 /4ut ) + ε∑
N

i = 1
( σi ( uxi ) +

βi ( uxit ) ) ． ( 14)
由假定知

∑
N

i = 1
( βi ( uxit ) ，uxi ) ≤∑

N

i = 1
( B2 ( 1 + uxit

α ) ，

uxi ) ≤
1
4 ‖A1 /4ut‖

2α
2α + C‖A1 /4u‖2 ． ( 15)

将( 15) 式代入( 14) 式，选取 ε ＞ 0 适当小，并
结合( 10) 式得

K2( u) ≥C(‖A1/4ut‖
2 +‖A1/4u‖2 +‖A1/2u‖2) －

C1e
－δt － C0，t ＞ 0． ( 16)
由( 16) 式得

K2 ( u) － δH2 ( u) ≥－ C1e
－δt － C0，t ＞ 0． ( 17)

将( 17) 式代入( 13) 式，并结合 H2 ( u) 得
‖A1 /4ut‖

2 +‖ut‖
2 +‖A3 /4u‖2 +‖A1 /2u‖2≤

C2e
－δt + C0，t ＞ 0， ( 18)

其中 C2 = C( ‖( u0，u1 ) ‖E0 ) ．
现在，考虑问题( 4) 和( 5) 的近似解 un ( t) =

∑
n

j = 1
Tjn ( t) ω j，Aω j = λ jω j，j = 1，2，…，{ ω j} 是 L2中的

标准正交基，同时在 V2 中也正交，Tjn ( t) = ( un，

ω j ) ，有

( un
tt，ω j ) + ( A

1 /2un，ω j ) + ( Au
n，ω j ) + ( A

1 /2un
t，

ω j ) (= ∑
N

i = 1


xi
( σi ( u

n
xi ) + βi ( u

n
xit ) ) ，ω )j ，

un ( 0) = u0n， un
t ( 0) = u1n，

这里当 n→ ∞ 时，( u0n，u1n ) → ( u0，u1 ) 在 E0 中．
显然，估计( 18) 式对 un仍成立．因此，可抽取一

子序列，仍记作 { un} ，使得 un → u 在 L!( Ｒ + ;

V2 ) weak
* ; un

t → ut 在 L!( Ｒ + ; V1 ) weak
* ; 有估计

‖∑
N

i =1


xi
( σi ( u

n
xi ) － σi ( uxi ) ，ωj )‖≤∑

N

i =1
‖( σ'i ( ξ)·
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( un
xi － uxi ) ，ω jxi ) ‖→ 0，ξ = θun

xi + ( 1 － θ) uxi，

‖∑
N

i =1


xi
( βi ( u

n
xit ) － βi ( uxit ) ，ωj )‖≤∑

N

i =1
‖( β'i ( ξ)·

( un
xit － uxit ) ，ω jxi ) ‖→ 0，ξ = θun

xit + ( 1 － θ) uxit ．
取 n→ !，由{ ω j} 在 L2 中的稠密性可知，u是问

题( 4) 和( 5) 的解，且( u，ut ) ∈ L!( Ｒ + ; V2 × V1 ) ．所

以 utt = Δu + Δut － Δ2u + ∑
N

i = 1


xi
( σi ( uxi ) +

βi ( uxit ) ) ∈ L!( Ｒ + ; L2 ) ．

因此T ＞ 0，u ∈ L!( Ｒ + ; V2 ) ∩ Cw( ［0，T］;
V1 ) ，ut∈ L!( Ｒ + ; V1 ) ．由引理 1得( u，ut ) ∈ Cw( ［0，
T］; V2 × V1 ) ．
下证( u，ut ) 连续依赖 E0 上的初值．
事实上，设 u，v是问题( 4) 和( 5) 在空间Cw( ［0，T］;

V2 × V1 ) 上分别对应于初值 u0，u1和 v0，v1的2个解，
则 ω = u － v满足

ωtt + A1 /2 ( ω + ωt ) + Aω = ∑
N

i = 1


xi
( σi ( uxi ) －

σi ( vxi ) + βi ( uxit ) － βi ( vxit ) ) ，t ＞ 0， ( 19)
ω( 0) = u0 － v0 ≡ ω0，ωt ( 0) = u1 － v1 ≡ ω1 ．
( 19) 式与 ωt 作内积得
1
2

d
dt ( ‖ωt‖

2 + ‖A1 /4ω‖2 + ‖A1 /2ω‖2 ) +

‖A1 /4ωt‖
2 =∑

N

i =1
( 
xi
( σi ( uxi ) － σi ( vxi ) + βi ( uxit ) －

βi ( vxit ) ) ，ωt ) ≤ ‖ω( t) ‖( ‖∫
1

0
σ' i ( θux + ( 1 －

θ) vx) d( θωx)‖ +‖∫
1

0
β'i( θuxt + ( 1 － θ) vxt) d( θωxt)‖) ≤

1
2 ‖A1 /4ωt‖

2 + C( ‖ωt‖
2 + ‖A1 /4ω‖2 ) ，t ＞ 0．

上式 应 用 Gronwall 不 等 式 得 ‖( ω( t) ，

ωt ( t) ) ‖
2
E0 ≤ C( T) ‖( ω0，ω1 ) ‖

2
E0，t∈［0，T］． 该

式意味着问题( 4) 和( 5) 解的唯一性．
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The Existence and Uniqueness of the Global Solutions for a Class of
Nonlinear Evolution Equations with a Dissipative Term

ZHANG Yuan-yuan1，WANG Hong-wei2

( 1． Teaching and Ｒesearch Department of Mathematics，Kaifeng University，Kaifeng Henan 475000，China;
2． Department of Mathematics and Statistics，Anyang Normal University，Anyang Henan 455000，China)

Abstract: The initial boundary value problem for a class of nonlinear evolution equations with a dissipativeterm was
studied． By using some standard methods it was estimated the non-linear term，and by applying embedding theorem
and the method of semigroup under rather mild conditions the existence and uniqueness of the global solutions for
the above-mentioned problem were obtained．
Key words: dissipative term; global solutions; existence; uniqueness
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