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一类变系数微分代数方程的数值解

任 磊，王文武
( 商丘师范学院数学系，河南 商丘 476000)

摘要: 讨论了变系数微分代数方程的数值解． 首先给出变系数微分代数方程的系数矩阵 Drazin 逆的求
法，然后研究其差分格式上的数值解，最后利用 Drazin 逆的方法和隐式 ＲK 方法对一类变系数微分代数
方程进行了研究，并给出了相应的数值试验，结果表明 Drazin逆的求解效果较好，但求解过程比较复杂．
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线性变系数微分代数方程的指数和可解性［1-10］

与线性常系数微分代数方程有相似之处，所以本文

的理论研究是可以在此基础上作出延伸，考虑变系

数微分代数方程的性质是局部性的．

1 多项式矩阵 Drazin逆的有限算法

定理 1 设 A( t) ∈Ｒn×n，Ind( A( t) ) = k，f( μ，
t) = det( μI － Ak+1 ( t) ) = f0 ( t) μ

n + f1 ( t) μ
n－1 + …

+ fn－1 ( t) μ + fn ( t) 是 Ak+1 ( t) 的特征多项式，其中
f0 ( t) = 1，则有 fr+1 ( t) = … = fn ( t) = 0，fr ( t) ≠0，
并 且 Ad ( t) = － f －1r ( t) A

k ( t) ［( Ak+1 ( t) ) r－1 +
f1 ( t) ( A

k+1 ( t) ) r－2 + … + fr－2 ( t) ( A
k+1 ( t) ) +

fr－1 ( t) In］，其中 r = rank( A( t) ) ．
接下来，给出 1个多项式矩阵 Drazin逆的算法．
步骤 1 Gi ( t) 和 fi ( t) 的递归关系为
Gi +1 ( t) = Ak+1 ( t) Gi ( t) + fi ( t) I，

fi+1 ( t) = － tr( Ak+1 ( t) Gi +1 ( t) ) / ( i + 1{ ) ，

初始条件为
G1 ( t) = In，

f1 ( t) = － tr( Ak+1 ( t) ){ ．
步骤 2 由 rank( Ak ( t) ) = rank( Ak+1 ( t) ) = r

得 fr+1 ( t) = … = fn ( t) = 0，fr ( t) ≠ 0，则有
Ad ( t) = － f －1r ( t) A

k ( t) ［( Ak+1 ( t) ) r－1 + f1 ( t) ·
( Ak+1 ( t) ) r－2 +… + fr－2 ( t) ( A

k+1 ( t) ) + fr－1 ( t) In］ =
－ f－1r ( t) A

k+1 ( t) Gr ( t) ． ( 1)

2 奇异差分方程的数值解

引理 1 设 A( t) ，B( t) ∈ Cn×n，且μ∈ C，使
得( μA( t) + B( t) ) －1 存在，并且

A
∧

μ ( t) = ( μA( t) + B( t) ) －1A( t) ，

B
∧

μ ( t) = ( μA( t) + B( t) ) －1B( t) ， ( 2)

则 A
∧

μ ( t) B
∧

μ ( t) = B
∧

μ ( t) A
∧

μ ( t) ．
证 如果μ∈ C使得( μA( t) + B( t) ) －1 存

在，则

μA
∧

μ ( t) + B
∧

μ ( t) = μ( μA( t) + B( t) ) －1A( t) +
( μA( t) + B( t) ) －1B( t) = ( μA( t) + B( t) ) －1 ·
( μA( t) + B( t) ) = I．
因此，B

∧

μ ( t) A
∧

μ ( t) = ( I － μA
∧

μ ( t) ) A
∧

μ ( t) =

A
∧

μ ( t) － ( μA
∧

μ ( t) )
2 = A

∧

μ ( t) ( I － μA
∧

μ ( t) ) =

A
∧

μ( t) B
∧

μ( t) ．由此可得 B
∧

μ( t) A
∧

μ( t) = A
∧

μ( t) B
∧

μ( t) ．
定理 2 设 A( t) ，B( t) ∈ Cn×n，齐次差分方程

A( t) xn+1 = B( t) xn ( 3)
是可解的当且仅当μ∈C使得( μA( t) + B( t) ) －1

存在．
证 充分性 设A

∧

μ( t) 和B
∧

μ( t) 定义于( 2) 式的
形式．易知，A( t) xn+1 = B( t) xn 是可解的当且仅当

A
∧

μ ( t) xn+1 = B
∧

μ ( t) xn ．

因为 μA
∧

μ ( t) + B
∧

μ ( t) = I，所以存在可逆矩阵
P( t) ∈ C ( t) n×n，使得

P －1 ( t) A
∧

μ ( t) P( t) =
C( t) 0
0 N( t( )) ，



P－1( t) B
∧

μ( t) P( t) (=
I － μC( t) 0

0 I － μN( t )) =

B
∧

1 ( t) 0

0 B
∧

2 ( t
( )) ，

其中 C( t) 是可逆的而且 N( t) 是 k 阶幂零阵． 设
xn = P( t) yn ( t) ，则微分方程可化为

C( t) 0
0 N( t( ))

y ( 1)n+1 ( t)

y ( 2)n+1 ( t( )) =

I － μC( t) 0
0 I － μN( t( ))

y ( 1)n ( t)

y( 2)n ( t( )) ，
或者

C( t) y ( 1)n+1 ( t) = ( I － μC( t) ) y ( 1)n ( t) ， ( 4)

N( t) y( 2)n+1 ( t) = ( I － μN( t) ) y ( 2)n ( t) ． ( 5
{ )

因为 C( t) 是可逆的，所以 C( t) y( 1)n+1 ( t) = ( I －
μC( t) ) y ( 1)n ( t) 是可逆的，这说明方程( 4) 是可解
的．设 k = Ind( N( t) ) ，并且用 Nk－1 ( t) 左乘方程
( 5) ，则 ( I － μN( t) ) Nk－1 ( t) y( 2)n ( t) = 0，因此
Nk－1 ( t) y( 2)n ( t) = 0，所以 Nk－1 ( t) y( 2)n+1 ( t) = 0． 再用
Nk－2 ( t) 左乘方程( 5) ，则有 Nk－1 ( t) y( 2)n+1 ( t) = ( I －
μN( t) ) Nk－2 ( t) y( 2)n ( t) ，因此 Nk－2 ( t) y( 2)n ( t) = 0．重
复以上过程，得到 y ( 2)n ( t) = 0，并且 N( t) y( 2)n+1 ( t) +
( I － μN( t) ) y( 2)n ( t) = 0 是平凡可解的．
必要性 假设 A( t) xn+1 = B( t) xn 是可解的，

需要证明μ∈ C使得 μA( t) + B( t) 是可逆的，如
若不然，则对所有的 μ ∈ C，μA( t) + B( t) 是奇异
的．这意味着对每个 μ∈C，存在向量 vμ ( t) ∈Cn使

得( μA( t) + B( t) ) vμ ( t) = 0 且 vμ ( t) ≠ 0．
设{ vμ1 ( t) ，vμ2 ( t) ，…，vμα ( t) } 是 1 个线性无关

的向量组，所以 存 在 不 全 为 0 的 αi，使 得

∑
s

i = 1
αivμi ( t) =0．故 zn =∑

s

i = 1
αix
( μi)
n 不为0而且易知它

是方程( 3) 的 1个解．由于 zn = ∑
s

i = 1
αivμi ( t) = 0．因

此，方程( 3) 在初始条件 x0 = 0下有 2个不同的零解
zn 和0．所以，当 n = 0时方程( 3) 是不可解的，这与假
设矛盾．因此，μ∈C使得( μA( t) + B( t) ) －1存在．
引理 2 设 A( t) ，B( t) ∈ Cn×n，μ ∈ C 使得

( μA( t) ± B( t) ) －1 存 在． 令 A
∧

μ( t) = ( μA( t) ±

B( t) ) －1A( t) ，B
∧

μ( t) = ( μA( t) ± B( t) )
－1B( t) ，且对所

有的 α，β∈ C，( αA( t) ± B( t) ) －1 和( βA( t) ± B( t) ) －1

存在，则

A
∧d
α ( t) A

∧

α ( t) = A
∧d
β ( t) A

∧

β ( t) ，A
∧d
α ( t) B

∧

α ( t) = A
∧d
β ( t)·

B
∧

β ( t) ，A
∧

α ( t) B
∧d
α ( t) = A

∧

β ( t) B
∧d
β ( t) ，Ind( A

∧

α ( t) ) =

Ind( A
∧

β ( t) ) ，Ｒ( A
∧

α ( t) ) = Ｒ( A
∧

β ( t) ) ．
引理 2 说明，在证明奇异差分方程解的过程中，

表达式( μA( t) + B( t) ) －1 和( μA( t) － B( t) ) －1 与
其中的参数 μ是无关的．
下面给出奇异差分方程的一般解．
定理 3 如果差分方程 A( t) xn+1 = B( t) xn 是

可解的，则其一般解有如下形式:

xn =
A
∧

( t) A
∧d ( t) q， n = 0，

( A
∧d ( t) B( t) ) nq，n = 1，2{ ，…，

( 6)

其中 q ∈ Cn，A
∧

( t) = ( μA( t) － B( t) ) －1A( t) ，
B
∧

( t) = ( μA( t) － B( t) ) －1B( t) ，μ ∈ C 使得
( μA( t) － B( t) ) －1 存在． 同时，c ∈ Cn 是方程( 6)

的 1 个相容初始向量当且仅当 c ∈ Ｒ( A
∧k ( t) ) =

Ｒ( A
∧

d ( t) A( t) ) ，其中 k = Ind( A
∧

( t) ) ． 此时，xn =
( A
∧

d ( t) B
∧

( t) ) nc( 其中 n = 0，1，2，3，…) 是在初值
x0 = c下的唯一解．
证 因为方程 A( t) xn+1 = B( t) xn 是可解的，

在方程的两边乘以( μA( t) － B( t) ) －1 得到等价的
方程 A

∧

( t) xn+1 = B
∧

( t) xn，在一个等价的相似变化
后，得到如下形式:

C( t) 0
0 N( t( ))

y( 1)n+1( t)
y( 2)n+1( t( )) = I + μC( t) 0

0 I + μN( t( )) ·
y( 1)n ( t)
y( 2)n ( t( )) =

B
∧

1 ( t) 0

0 B
∧

2 ( t
( )) y ( 1)n ( t)

y( 2)n ( t( )) ．
上述差分方程与下面程组等价

C( t) y( 1)n+1 ( t) = B
∧

1 ( t) y
( 1)
n ( t) ，

N( t) y ( 2)n+1 ( t) = B
∧

2 ( t) y
( 2)
n ( t)

{ ．

因为 B
∧

2 ( t) 是可逆的，而且上述方程组第 1 个
方程的唯一解是 y ( 2)n+1 ( t) = B

∧ －k
2 NKy ( 2)n+k ( t) = 0，但是

第2个方程对任何 y0 ( t) 是相容的，并且其唯一解为
y ( 1)n ( t) = C －n ( t) ( B

∧

1 ( t) ) y
( 1)
0 ( t) ．就初始变量而言，

xn ( t) = T( t) yn ( t) =

T( t) C
－n ( t) ( B

∧

1 ( t) )
n 0( )0 0

T －1 ( t) T( t) ·

I 0( )0 0
T －1 ( t) T( t)

y( 1)0 ( t)
y( 2)0 ( t( )) = ( A

∧

d ( t) B
∧

( t) ) nq，

其中 q = ( y( 1)0 ( t) ，y
( 2)
0 ( t) )

T 是任意的．

3 数值实例

例 1 考虑如下变系数微分代数方程
A( t) x·( t) + B( t) x( t) = 0，0 ≤ t≤ 1， ( 7)

其中
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A =

1 0 t 0
0 1 0 0
0 0 1 0











0 0 0 0

，

B =

－ 1 0 － t 0
－ 1 1 － t2 t
－ t3 t2 － 1 0
t － 1 t －











1

，

取步长 h = 0． 01，方程( 7) 的解析解为 x( t) = ( e －t，
te －t，e －t，te －t ) T ．
( ⅰ) Drazin逆．
应用经典的龙格库塔方法于方程( 7) ，可得
A( t) xn+1 = A( t) xn + h［k1 + 2k2 + 2k3 + k4］/6，

其中 k1 = － B( t) xn，k2 = － B( t) + hk1 /2，k3 =
－ B( t) + hk2 /2，k4 = － B( t) + hk3 ．故 A( t) xn+1 =
［A( t) － ( h + h2 /2 + h3 /6 + h4 /24) B( t) ］xn ．
现在用差分方法来解方程( 7) ，设

C( t) =［A( t) － ( h + h2 /2 + h3 /6 + h4 /24) B( t) ］ =
0．894 8 0 0．105 2t － 0．105 2
0．105 2 0．894 8 0．105 2t2 － 0．105 2t
0．105 2t3 － 0．105 2t2 1．105 2 0
－ 0．105 2t 0．105 2 － 0．105 2t 0．











105 2

，

取 μ = － 1，则 det( － A( t) － C( t) ) = 0． 792 5≠ 0，
因此，有 1 个常数 μ = － 1 使得逆矩阵( μA( t) －
C( t) ) －1 存在．因此，
A
∧

( t) = ( － A( t) － C( t) ) A( t) =

－ 0．529 4 － 0．029 4t 0．0294 0 0

0．029 4 － 0．029 4t2 － 0．529 4 +
0．029 4t

0 0

0．001 5t2 + 0．026 4t3 － 0．026 4t2 － 0．475 0
－ 0．029 4 － 0．529 4t +
0．001 5t3 + 0 /026 4t4

0．529 4 －
0．026 4t3

－ 0．475t















0

，

C
∧

( t) = ( － A( t) － C( t) ) C( t) =
－ 0．497 5 +
0．002 5t

－ 0．002 5 0 0

－ 0．002 5 +
0．002 5t2

－ 0．497 5 －
0．002 5t

0 0

－ 0．002 5t3 0．002 5t2 － 0．502 5 0
0．002 5 + 0．502 5t －
0．002 5t4

－ 0．502 5 +
0．002 5t3

0．497 5t －



















1

，

因此 A
∧

d ( t) 可以用有限算法( 1) 来计算得到，即
A
∧

d ( t) =
－ 1．894 8 +
0．105 2t

－ 0．105 2 0 0

－ 0．105 2 +
0．105 2t2

－ 1．894 8 －
0．105 2t

0 0

－ 0．105 2t3 0．105 2t2 － 2．105 2 0
0．105 2 － 1．894 8t －
0．105 2t4

1．894 8 +
0．105 2

－ 2．105 2t



















0

．

由定理 3 得，方程的一般解为

xn =

1 － 2． 854 4t 2． 854 4 0 0
2． 854 4 － 2． 854 4t2 1 + 2． 854 4t 0 0
1． 426t2 + 2． 569 2t3 － 2． 569 2t2 1 0
－ 2． 854 4 + t + 1． 426t3 + 2． 569 2t4 － 1 － 2． 569 2t3 t











0

q， n = 0，

0． 894 8 － 0． 105 2t 0． 105 2 0 0
0． 105 2 － 0． 105 2t2 0． 105 2t 0 0
－ 1． 833 4t + 0． 105 2t3 － 0． 105 2t2 1． 105 2 0
－ 0． 105 2 + 0． 894 8t － 1． 833 4t3 + 0． 105 2t4 － 0． 894 8 － 0． 105 2t3 1． 105 2t











0

q，n = 1，2

















，…，

其中 q∈ Cn ．

设 q∈ Ｒ ( A
∧

( t) ) k，可以通过上式来计算方程
( 7) 的一般解．
( ⅱ) Ｒadau IIA．
考虑 Ｒadau IIA形式如图 1 所示．

图 1 分块矩阵

把 Ｒadau IIA应用到方程( 7) 得

AKn，1 + B［xn + h( 512Kn，1 － 1
12Kn，2) ］ = 0，

AKn，2 + B［xn + h( 34 Kn，1 － 1
4 Kn，2) ］ = 0{ ．

上式可化为

A + 5
12hB － 1

12hB

3
4 hB A + 1

4 h









B

Kn，1

Kn，
( )

2

=
－ Bxn

－ Bx( )
n

，

其中上述方程组的系数矩阵是奇异的．所以，可以通
过方程式
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xn+1 = xn + h( 3Kn，1 + Kn，2 ) /4
来计算( 7) 式的数值解．
表 1 列出了数值解和解析解在各个结点的数

值，误差 En = ‖x( n) － xn‖2 ． 通过数据结果可以
得出，对于此类变系数微分代数方程而言，虽然

Drazin逆和 Ｒadau IIA方法都没有达到较好的逼近
效果，但是 Drazin逆的计算结果相对较好．

表 1 Drazin逆和 Ｒadau IIA的误差

t( h = 0． 01) En ( Drazin逆) En ( Ｒadau IIA)

0． 01 1． 122 824 816 2e － 004 1． 008 826 062 8e － 003
0． 02 6． 303 562 243 7e － 004 8． 614 597 658 9e － 003
0． 03 5． 524 909 953 1e － 004 1． 203 690 999 3e － 003
0． 04 3． 926 552 106 1e － 004 1． 303 598 848 8e － 003
0． 05 1． 755 856 275 3e － 004 5． 549 803 192 3e － 003
0． 06 1． 731 305 980 1e － 004 6． 769 968 807 8e － 003
0． 07 1． 220 379 605 6e － 004 7． 128 153 356 0e － 003
0． 08 5． 055 136 847 7e － 004 9． 680 673 656 1e － 003
0． 09 6． 646 831 228 1e － 004 9． 906 160 280 9e － 003
0． 10 6． 114 568 928 5e － 004 1． 389 235 661 6e － 003
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The Numerical Treatment of Time Varying Differential Algebraic Equations

ＲEN Lei，WANG Wen-wu
( Department of Mathematics，Shangqiu Normal University，Shangqiu Henan 476000，China)

Abstract: The numerical treatment of time varying differential algebraic equations is dicussed． Drazin inverse is giv-
en to solve the time varying differential algebraic equations． This method is tested on a index-1 differential algebraic
system． According to the obtained solutions，it is inferred that Drazin inverse is a powerful tool for solving this kind
of problems． It is shown that the precision of the Drazin inverse method is higher than the Ｒadau IIA method，but the
Drazin inverse method is implemented more complex than the Ｒadau IIA method．
Key words: time varying differential algebraic equations; Drazin inverse; infinite algorithm; Ｒadau IIA
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