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算子非精确条件下确定正则化参数的一种方法
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摘要: 基于非标准的广义偏差原则，在算子及观测数据都有扰动的条件下，对于求解不适定问题的 Tik-
honov正则化方法，给出了一种选取正则化参数的简单迭代算法，并阐明了该迭代算法是一种线性模型函
数算法．进一步地，利用线性模型函数方法，在一定条件下证明了所提出的选取正则化参数的简单迭代算
法是收敛的，并通过数值算例验证了该方法的有效性．
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0 引言

数学物理反问题主要是指由事物的观测数据来

预测它的不可测数据或不可知信息． 但在实际测量
时，测量数据不可避免的带有某些微小扰动，这些微

小扰动可能造成解的急剧变化． 因此这类问题往往
是不适定或者说是不稳定的． 常用正则化方法来克
服这类问题求解中的不稳定性，求得稳定数值解，其

中最具有代表的是 Tikhonov 正则化方法［1-4］． 在实
际求解过程中，正则化方法是否有效关键在于正则

化参数的选取．选取正则化参数的策略有先验和后
验两种，这些在实际计算和理论研究上都不是令人

非常满意．因此，找到更有效的选取正则化参数的方
法，不仅可以节约计算代价，还可以进一步提升正则

化方法的适用性．
Morozov偏差原理的选取正则化参数是重要策

略之一，但更多的是基于这一原理在算子精确的前

提条件下展开研究的． 如文献［5-10］研究了正则化
参数选取的模型函数方法，特别是文献［8-10］提出
了线性模型、指数模型、双曲模型与对数模型的概念
及其新的模型函数，并从单正则化参数的选取推广

到多正则化参数的选取．
在许多实际应用领域，如大气气溶胶遥感反演、

电磁场反演等领域，算子方程中的算子往往是不精

确的，即算子带有扰动误差． 众所周知，算子非精确
条件下正则化参数选取的研究未见广泛展开［10-11］．

本文针对在算子和观测数据都非精确的条件下，基

于广义偏差原理研究正则化参数选取的模型函数方

法与求解不适定算子方程的正则化解，并讨论了正

则化解的一些性质．

1 Tikhonov正则化与广义偏差原理

求解不适定的第 1 类算子方程
Kx = y， ( 1)

K是Hilbert空间 X到 Y上的有界线性算子．设 Kh为

K的近似算子，也是 Hilbert空间 X到 Y上的有界线
性算子，且满足‖Kh － K‖≤ h．设 yδ为方程右端项
y的观测值，这里记右端项的真值仍然为 y，且满足
‖yδ － y‖≤ δ． 记 η = ( h，δ) ，则不适定算子方程
( 1) 的实际求解问题是: 在 X的某个闭凸集 D上，由
{ Kh，yδ，η} 近似求出算子方程( 1) 的解，即在闭凸
集 D上求解近似方程

Khx = yδ，yδ ∈ Y， ( 2)
从而获得算子方程( 1) 的近似解，其中闭凸集 D 是
由问题的先验信息决定的． 方程( 2) 的求解归结为
极小化泛函‖Khx － yδ‖2，当算子是紧线性算子和

值域是无穷维时，方程( 2) 本质上是不适定的，从而
极小化泛函‖Khx － yδ‖2 也是不适定的． 克服不适
定的典型方法是 Tikhonov正则化，即给极小化泛函
加上一个惩罚项，再极小化新的目标泛函，即极小化

正则化泛函



Jα ( x) = ‖Khx － yδ‖2 + α‖x‖2， ( 3)
其中 α ＞ 0 为正则化参数． 记上述正则化泛函的极
小元为 x( α，η) ． 由文献［11］可知，当 x( α，η) 为 D
的内点或者D = X时，则求解G( α) 等价于求解下述
欧拉方程

K*
h Khx( α，η) + αx( α，η) = K*

h yδ ． ( 4)
方程( 4) 的求解关键取决于正则化参数 α有效

选取．选取的原则: 选取 α( η) ，当 η → 0 时，x( α，
η) →x，其中 x( α，η) 为正则化解( 方程( 4) 的解) ，x
为方程( 1) 的精确解．
定义 1 μη( Kh，yδ ) = inf

x∈D
‖Khx － yδ‖，称μη( Kh，

yδ ) 为近似算子Kh与yδ在闭凸集DX上的不相容度．
显然，当 yδ ∈ KhD时，μη ( Kh，yδ ) = 0．
引理 1 设 ‖y － yδ‖ ≤ δ，‖K － Kh‖ ≤ h，

y = Kx，x∈ D，则当 η→ 0 时，有 μη ( Kh，yδ ) = 0．
事实上，μη ( Kh，yδ ) ≤‖Khx － yδ‖≤‖Khx －

Kx‖ + ‖Kx － yδ‖≤ h‖x‖ + δ．定义 3个正则化
参数 α的函数为

F( α) = ‖Khx( α，η) － yδ‖2 + α‖x( α，η)‖2，

D( α) = ‖Khx( α，η) － yδ‖2，

φ( α) = ‖x( α，η) ‖2，

其中 α∈ ( 0，+ !) ．
引理 2［11-12］ ( ⅰ) 函数 F( α) ，D( α) ，φ( α) 在

区间( 0，+ ∞ ) 内都连续;
( ⅱ) 函数 F( α) 是凸的可微函数，且

F'( α) = φ( α) ;
( ⅲ) 函数 F( α) 与 D( α) 是单调非减的，φ( α)
是单调非增的;

( ⅳ) 满足下列等式:

lim
α→+∞

φ( α) = lim
α→+∞

αφ( α) = 0，lim
α→0+

αφ( α) = 0，

lim
α→+∞

F( α) = lim
α→+∞

D( α) = ‖yδ‖2，

lim
α→0+

F( α) = lim
α→0+

D( α) = ( μη ( Kh，yδ ) )
2 ．

这里引进如下非标准广义偏差函数

d( α) = ‖Khx( α，η) － yδ‖2 + α‖x( α，η) ‖2 －
( δ + h‖x( α，η) ‖) 2 － ( μη ( Kh，yδ ) )

2， ( 5)
显然，当去掉( 5) 式右端第 2 项时，即文献［11-12］
中所给出的广义偏差函数． 确定正则化参数的非标
准广义偏差原理是: 当‖yδ‖2 ≤ δ2 + ( μη ( Kh，yδ ) )

2

时，取x( α，η) = 0作为算子方程( 1) 的近似解;否则，
选取非标准广义偏差函数 d( α) 的正零点 α* 作为正

则化参数，从而获得方程( 1) 的近似解 x( α* ，η) ．
定理 1 d( α) 具有如下性质:
( i) d( α) 是区间( 0，+ !) 内的连续函数，且单

调非减的;

( ii) lim
α→+!

d( α) = ‖yδ‖2 － δ2 － ( μη ( Kh，yδ ) )
2 ;

( iii) lim
α→0+

d( α) ≤－ δ2 ;

( iv) 设yδK*
h ，若‖yδ‖2 ＞ δ2 + ( μη( Kh，yδ ) )

2，

则存在唯一的α* ＞ 0，使得 d( α* ) = 0，对应的正则
化解也是唯一确定的，且此时 d( α) 是严格单调递
增的．
证 由 F( α) 和 φ( α) 的定义知 d( α) 为

d( α) = F( α) － ( δ + hφ( α) ) 2 － ( μη ( Kh，yδ ) )
2 ．

( i) 连续性直接由引理 2 可得，下证单调性．
取 0 ＜ α1 ＜ α2，则
d( α2 ) － d( α1 ) = F( α2 ) － F( α1 ) +
h2( φ2 ( α1) －φ

2( α2) ) + 2hδ( φ( α1) － φ( α2) ) ．
由 F( α) 与 φ( α) 的单调性，得 φ( α1 ) ≥ φ( α2 ) ，

F( α1 ) ≤F( α2 ) ．所以 d( α2 ) － d( α1 ) ≥ 0．
( ii) 由引理 2 可得
lim
α→+!

d( α) = ‖yδ‖2 － δ2 － ( μη ( Kh，yδ ) )
2 ．

( iii) 由 lim
α→0+

F( α) = ( μη ( Kh，yδ ) )
2 得证．

( iv) 因为 yδK*
h ，所以由( 4) 式知 xη ( α，η) ≠

0，则 F( α) 严格单调递增，从而得 d( α) 也严格递
增．因为

lim
α→+!

d( α) = ‖yδ‖2 － δ2 － ( μη ( Kh，yδ ) )
2，

‖yδ‖2 ＞ δ2 + ( μη ( Kh，yδ ) )
2，

所以 lim
α→+!

d( α) ＞ 0．又 lim
α→0+

d( α) ≤－ δ2 ．由 d( α) 是区

间( 0，+ !) 内的连续函数，所以存在唯一的α* ＞ 0，
使得 d( α* ) = 0．

2 确定正则化参数的迭代算法

根据( 5) 式，将偏差函数方程 d( α) = 0改写成
α = ［( δ + h‖x( α，η) ‖) 2 + ( μη ( Kh，yδ ) )

2 －
‖Khx( α，η) － yδ‖2］ ‖x( α，η) ‖2 ．
由此，得到下述确定正则化参数的简单迭代算法．
算法 1 正则化参数选取的迭代算法．
给定初始 α0，且 ε ＞ 0，置 k = 0，
Step 1 把初始正则化参数 α0 代入( 4) 式，解

( 4) 式得 x( α0，η) ，计算 d( α0 ) ，若 d( α0 ) = 0 输出
α0，计算停止;

Step 2 否则计算
αk+1 = ［( δ + h‖x( αk，η) ‖)

2 + ( μη ( Kh，η) )
2 －

‖Khx( αk，η) － yδ‖
2］ ‖x( αk，η) ‖

2 ;

Step 3 把 αk+1 代入( 4) 式求得 x( αk+1，η) ，并
计算 d( αk+1 ) ．

Step 4 如果 d( αk ) d( αk+1 ) ≤ 0 或 | αk+1 －
αk | αk ≤ ε，则输出 αk+1 ．否则置 k = k + 1 并转到
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Step 2．
定理 2 设 yδ  K*

h ，‖yδ‖
2 ＞ δ2 + ( μη( Kh，

yδ ) )
2，d( α* ) = 0，假设 α0从0开始迭代，算法1不因

d( αk ) d( αk+1 ) ＜ 0 而停止，则由算法 1 所得的正则
化参数序列{ αk} 或者只有有限个或者是无限且当

yδ ∈ KhD时，有 αk → α* ，k→+ !．
为了证明该定理，先引进线性模型函数的思想

方法［8-9］．由引理2可知 F'( α) = φ( α) ，则确定正则
化参数的迭代算法 1 实际上是线性模型函数的算
法，即设第 k 步的线性模型函数为 mk ( α) = Ckα +
Tk，其中 Ck，Tk 为待定参数． 显然，由文献［8，10］中
的方法得 Ck = φ( αk ) ，Tk = D( αk ) ． 当算子是精确
时，文献［10］首次从 Hermite 插值出发得到确定正
则化参数的线性模型函数．而 d( α) 可改写为 F( α)
的形式，即

d( α) = F( α) － ( δ + h F'( α槡 ) ) 2 － ( μη ( Kh，yδ ) )
2 ．

在迭代计算中，用 mk ( α) 替代了 F( α) ，得到的
线性模型函数算法即为算法 1．记

dk( α) = mk( α) － ( δ + h m'k( α槡 ) )
2
－ ( μη( Kh，yδ) )

2，

显然，dk ( α) 是单调递增的，且当 yδ  K*
h 时严格单

调递增．
定理 2的证明 当 d0 ( α0 ) = 0时，算法1停止，

α0是所要求的正则化参数．以下只要证明d0 ( α0 ) ＞ 0
与 d0 ( α0 ) ＜ 0 这 2 种情况下结论是成立的．
( ⅰ) 当 d0 ( α0 ) ＞ 0 时，因为

d0 ( α) = C0α + T0 － ( δ + h C槡 0 )
2
－ μ2

η，

则由引理2的( ⅲ) 知 T0 = μ2
η，所以得 d0 ( 0) ＜ 0．又

由 d0 ( α) 的单调性，可得存在唯一的 α1 ∈ ( 0，α0 )

使得 d0 ( α1 ) = 0．显然当 d0 ( α0 ) dk ( αk ) ≤0时，序列
{ αk} 是有限的且严格单调． 因此，只需证明当
d0 ( α0 ) dk ( αk ) ≤0不成立时，αk收敛于α

* ．此时，序
列 { αk} 满 足 dk ( αk ) ＞ 0( k = 1，2，…) ． 由
dk ( αk+1 ) = 0 和 dk ( α) 的单调性得 αk ＞ αk+1 ． 再由
d( α) 的单调性和 dk ( αk ) = d( αk ) ，d( α

* ) = 0 得
αk ＞ α* ．然后，根据单调有界序列必收敛得{ αk} 是

收敛的．
记 α

∧

= lim
k→+!

αk ．当 yδ∈ KhD时，μη ( Kh，yδ ) = 0．

下证 d( α
∧

) = 0．此时，

dk ( αk ) = mk ( αk ) － ( δ + h m'k ( αk槡 ) )
2
=

F( αk ) － ( δ + h F'( αk槡 ) )
2
．

又因为 F( α) 和 x( α) 都是连续的，所以
lim
k→+!

dk ( αk ) = lim
k→+!

dk ( αk+1 ) ．

又 dk ( αk+1 ) = 0 和 dk ( αk ) = d( αk ) 得

d( α
∧

) = lim
k→+!

d( αk ) = lim
k→+!

dk ( αk ) = 0．

( ⅱ) 当 d0 ( α0 ) ＜ 0时只需证明算法 1能够产生
序列{ αk} ．因为

lim
α→+!

d0 ( α) = lim
α→+!
［C0α + T0 － ( δ + h C槡 0 )

2
－

μ2
η ( Khx，yδ) ］ = + !，

由 d0 ( α) 的单调性可知{ αk} 存在． 后面的证明与
( ⅰ) 类似．

3 数值实例及误差估计

为说明本文所给方法的有效性，给出 2 个数值
实算例．
例 1 求解第 1 类 Fredholm积分方程［13］

Kx = ∫
1

0
K( s，t) x( s) ds = y( t) ，－ 2 ≤ t≤ 2，

其中

K( s，t) = 1
1 + 100 ( t － s) 2

，

x( s) =
exp － ( s － 0．3) 2

0．( )03
+ exp － ( s － 0．7) 2

0．( )03
0．955 040 8 －

0． 052 130 913．
用梯形公式来离散以上第1类 Fredholm积分方

程，得线性方程组

A x－ = y－， ( 6)
其中积分核 K( s，t) 离散成矩阵 Am×n，x( s) 离散成 n

维列向量 x－ ．对( 6) 式两端同时加入随机扰动，即
Ah = A + h·randn( m × n) ·A，

yδ = y－ + δ·randn( n) ·y－．
注 1 randn为Matlab软件中的随机函数．初始

值 α0 = 0，取不同的误差值 δ，h．求出相应的正则化
参数，并求出由此参数求解的正则化解与真解之间

的相对误差，同时也给出正则化解与真解的拟合图

像．如图 1 所示，线形线为无扰动下方程的数值解，
星形线为在不同扰动水平下方程的正则化解．记

h = ‖Ah － A‖，δ = ‖y － yδ‖，

ρ = ‖x( α，η) － x
∧

‖ /‖x
∧

‖．
情形1 当 h = 9． 358 8e － 007，δ = 9． 358 8e －

007时，正则化参数 α = 3． 790 8e － 009，正则化解的
相对误差 ρ = 1． 274 1e － 002．正则化解与真解的对
比图( 见图1和图2) ，其中图1是该情形下未作正则
化处理的计算结果( 即当 α = 0 时的最小二乘解) ，
图 2 为算法 1 所得结果．
情形2 当 h = 4． 385 0e － 005，δ = 3． 022 4e －

004时，正则化参数 α = 1． 325 0e － 008，正则化解的
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相对误差 ρ = 1． 536 5e － 002，如图 3 所示．

图 1 α = 0

图 2 α = 3． 790 8e － 009

图 3 α = 1． 325 0e － 008

例 2 考虑求解第 1 类 Fredholm积分方程

Kx = ∫
1

0
K( s，t) x( s) ds = y( t) ，

其中

K( s，t) = 2g( t － s槡 ) ，g = 9． 80，
x( s) = e －s ( 2πcos( πs) + ( π2 － 1) sin( πs) ) ．

同理，把积分方程离散成线性方程组Ax
－ = y－，方

程两端的算子及测量数据都加入随机扰动． 正则化
解与真解的对比图如下，线形线、星形线分别为无扰
动下与不同扰动水平下方程的正则化解．

情形 1 当 h = 9． 474 9e － 007，δ = 1． 6e － 003
时，正则化参数 α = 1． 019 2e － 009，正则化解的相
对误差 ρ = 0． 053 7．正则化解如图4与图5所示，其
中图4是该情形下未作正则化处理的计算结果，图5
为算法 1 所得结果．
情形2 当 h = 7． 765 0e － 008，δ = 1． 396 7e －

005时，正则化参数 α = 9． 221 7e － 014，正则化解的
相对误差 ρ = 0． 043 5，正则化解如图 6 所示．

图 4 α = 0

图 5 α = 1． 019 2e － 009

图 6 α = 9． 221 7e － 014

比较算例的数值模拟结果知，方程未做正则化
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直接得到的解与方程的真解偏离甚远，拟合效果也

较差．而基于非标准广义偏差函数原理的线性模型
函数算法( 即算法 1) ，在不同的扰动水平下确定的
正则化参数所求得的正则化解都与真解的相对误差

很小，拟合效果都较好．这就说明了本文所提出的方
法能够有效选取正则化参数，并且用这种方法更新

得到的正则化参数 α是全局收敛的．
本文提出的方法仅针对单正则化参数的选取进

行了研究，对于如何把这种线性模型函数，在方程两

端都有扰动的条件下，应用到多个正则化参数的选

取中去有待进一步研究．
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The Method for Determining Ｒegularization
Parameters with Perturbed Operators

HU Bin，XIA Yun，YU Jian-hua
( School of Science，East China Institute of Technology，Nanchang Jiangxi 330013，China)

Abstract: Based on the non-standard generalized discrepancy principle，a simple iteration method is given for choo-
sing regularization parameters with perturbed operator and noise data for the Tikhonov regularization method，which
is a classical method for solving ill-posed problems． And it is clarified that the proposed iteration method is a linear
model function algorithm． Furthermore，the simple iteration method for choosing regularization parameters is proved
to be converging under some conditions by using the linear model function method． Numerical experiments show that
the method is efficient．
Key words: ill-posed problem; regularization method; regularization parameter; model function; generalized discrep-
ancy principle
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