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多级评分认知诊断测验蓝图的设计———根树型结构

丁树良，汪文义，罗 芬
( 江西师范大学计算机信息工程学院，江西 南昌 330022)

摘要: 在某种给定的评分方式下，假设属性之间没有补偿作用，讨论多级评分认知诊断测验蓝图设计问
题．根据图论，将 J． P． Leighton等定义的线型、发散型、无结构型属性层级结构归结为根树型，构造出相应
的完备测验 Q阵，即是使知识状态与期望反应模式一一对应，且列数最少的测验 Q阵．完备 Q矩阵均受
到测验 Q阵的秩的制约．
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0 引言

认知诊断测验和传统测验不同，它关注的不是

被试的总分或能力值，而是被试的知识状态( KS) 即
属性掌握情况，并且对未掌握的属性进行补救，因此

它对促进发展的作用更大． 认知诊断通过认知诊断
模型( CDM) 估计被试的知识结构． CDM是分析测验
数据的工具，在认知模型确定条件下，它在认知诊断

中的重要性是不言而喻的; 而要充分发挥 CDM的作
用，项目开发的重要性也是毫无疑义的; 但是为了探

查所有被试的知识结构，仅仅有精心打造的项目还

不够，还必须斟酌项目的搭配，即研究测验的编制．

事实上测验蓝图的编制，即测验的设计十分重要，因

为测验蓝图直接关系到测验是否能够为每一个被试

提供充分详细的信息． 如要诊断小学生对分数加减
运算的掌握情况，可以编制一份测验，其中每个项目

都涉及到异分母的带分数加减运算，采用 0-1 评分，

答对给 1 分，否则给 0 分; 这些试题( 这份试卷) 仅
仅能区分完全掌握与不完全掌握所测知识两类被

试，而无法知晓被试未完全掌握所有属性的具体原

因．事实上，这些未完全掌握所有属性的被试的原因
可能千差万别，因人而异． 因此，对于诊断被试认知
缺陷的目的而言，这不是一份好的试卷．如果在试卷

中，既有异分母的 2 个真分数相加减的项目，又有求
2 个正整数的最大公约数、最小公倍数的项目及化
整数为分数的项目等，则对那些未完全掌握分数加

减运算的被试，可以考查他们到底在哪些环节上没

有掌握好，然后补救．这好比体育训练中将复杂动作
分解、放慢镜头，它比只看连贯动作的诊断信息更丰
富．然而评分方式也可以影响诊断信息的质量．一般
认为，同一个项目依照某一规则进行多级评分，或许

可以提供比 0-1 评分更多的信息［1］，因为多级评分
可以指示部分掌握的情况，而不像 0-1 评分那样将
被试粗糙地分成完全掌握和未完全掌握的两类．

如果认知诊断的范围包含 K个属性，KS一般由
一个 K 维 0-1 向量表示，其中第 j 个分量等于 1，表
示该被试掌握了第 j个测查的属性; 而如果采用 0-1

评分，观察反应模式( OＲP) 的维数由测验项目数
( 比如说，m) 确定．通常 K和 m不相等，且 K ＜m．

本文要在多级评分条件下讨论认知诊断测验蓝

图的设计问题．和 0-1 评分情形一样，希望找到一个
测验蓝图，在给定的多级评分规则下，使期望反应模

式( EＲP) 的集合和 KS 的集合一一对应． 之所以要
求一一对应，是因为认知诊断的目的是根据被试在

项目上和测验上的反应或者反应模式通过 CDM，将
他们在知识状态空间定位． 抽象一点来说，CDM 的
作用就是 OＲP 集合到 KS 集合之间的映射( 不妨记



之为 F) ，然而 OＲP这个向量的维数一般超过 KS的
维数，映射 F 必须降维; 而降维会损失一些信息．一
般地，解决这个问题有如下一个途径: 大部分认知诊

断中都涉及属性和项目关联矩阵，即 Q 矩阵; 而 KS
和测验 Q 矩阵作用，可以计算非补偿条件下的
EＲP［2-3］，即测验 Q 矩阵是 KS 到 EＲP 的映射． 所谓
EＲP即在所有测验项目上的作答反应既不猜测，也
不失误所获得的反应模式． EＲP 和 OＲP 的维数相
同，所以建立 OＲP 到 EＲP 的映射有利于防止因为
降维而导致的信息损失．但是仅仅建立 OＲP到 EＲP
的映射还不能完成认知诊断的任务，还必须建立

EＲP到 KS的映射．因此，如果能够设计测验 Q矩阵
使之成为 KS 到 EＲP 之间的双射，那么从 OＲP 到
EＲP 的映射和从 EＲP 到 KS 的双射的复合映射
( F) ，就是 OＲP到 KS的映射．所以构造测验 Q矩阵
使之成为 EＲP和 KS之间的双射是提高认知诊断分
类准确性的有效途径．
许多的认知诊断模型通过 EＲP建立 OＲP和 KS

之间的映射． 有人认为，EＲP 是认知诊断的分类中
心［4］．特别地，孙佳楠等［5］的认知诊断模型—GDD
和 Sun Jianan等［6］的 GDD-P，明确分解成 2 步: ( i)
给定 OＲP，寻找与之最匹配的 EＲP; ( ii) 通过 Q矩阵
的设计，建立 EＲP 和 KS 的一一对应． 能够使 EＲP
和 KS一一对应的测验 Q 矩阵称为充分必要 Q 矩
阵［7］，当这个充分必要 Q矩阵包含的不同的列数最
少时，称之为完备 Q矩阵( perfect Q matrix) ，并且使
用潜在 Q矩阵( Qp ) 、学生 Q 矩阵( Qs ) 、测验 Q 矩

阵( Qt ) 等术语以区分不同的 Q 矩阵［8-9］，这里将
K． K． Tatsuoka［10-11］关于 Q 矩阵是属性和项目的关
联矩阵的定义，扩展到包含学生 Q 阵( Qs ) 的情形．
事实上，Qs是属性和被试的关联矩阵而不是属性与

项目的关联矩阵．
以下先罗列一点在属性之间的作用是非补偿并

且给定属性及其层级的条件下，关于 0-1 评分和多
级评分的认知诊断测验蓝图的设计已有的结论．
定理 1 在 0-1 评分条件下，测验蓝图中包含可

达矩阵当且仅当知识状态与理想反应模式一一对

应［7，9，12］．
定理 2 给定测验 Q 阵 Qt，学生 Q 矩阵 Qs 中

任取一列 α，若期望反应的评分方式是 αTQt，则只

要 Qt 满行秩行满秩，KS集合与 EＲP 集合之间就建

立了入射［13］．

定理 2 的评分方式是掌握项目中一个属性，期
望得分便多一分的记分方式［10，14-15］． 下面给出比定
理 2 更强的定理 3．
定理 3 在定理 2 的记分方式之下，如果矩阵

Qt的秩( rank) 等于属性的个数，则 KS 与 EＲP 是一

一对应的［8］．

这个重要的结论的特殊情况是 Qt等于可达矩

阵．这时定理 3 的证明并不复杂: 不失一般性，可设
可达矩阵是对角线元素等于 1 的上三角矩阵，即可
达矩阵是满秩矩阵．用反证法，如果存在 2 个不同的
知识状态 x，y 的转置乘以 Qt ( 乘积矩阵的秩等于

2) ，使得得到 2 个相同的分数向量( 它们的秩等于
1) ，这是不可能的．
但是定理 2 和定理 3 只是在多级评分方式下对

于非补偿的认知过程给出了 EＲP与 KS一一对应的
一个充分条件，存在反例，说明定理 3 不是必要条
件［8］．另外，下面证明的结论中就有这样的例子，如
若属性满足线性层级结构［16］，在定理 2 的评分方式
下，使 EＲP 与 KS 一一对应的充分必要条件是测验
Q阵为 Q = ( 1，1，…，1) T，即只需要一个项目且这个
项目包含欲测领域中的所有属性即可．

讨论使 EＲP与 KS一一对应的充分必要条件比
仅仅得到充分条件显然更有意义，这不仅仅是数学

上的一种美，而且在应用中会带来很多方便．因为充
分条件或许有一些多余，故充分条件有时显得不简

洁．如上述的关于线性层级结构下的测验蓝图的设
计的合理性一旦得到证明，只要采用这种记分方式

则测验的项目数可以很少而获得的诊断信息却很丰

富．这便是既寻找充分性条件又要追寻必要性条件
的一个理由，也是为什么找到使 KS 和 EＲP 一一对
应的映射( 充分必要 Q矩阵) 以后，还要继续寻找完
备 Q矩阵的原因．

1 基本属性层级的重新分类和期望得
分的约定

为证明方便起见，从图论出发，对 J． P． Leighton

等［16］给出的属性的层级关系的类型重新划分，并且

对记分方式给出一些基本的约定．熟知，属性层级关
系是自反、反对称、传递的，即偏序关系．

J． P． Leighton等［16］对基本的属性层级作了一个
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划分，认为有 4 类层级: 线性型( Linear ) ，发散型
( Divergent) ，收敛型( convergent) 以及无结构型( un-
structured) ．然而，国外文献常常讨论一种属性之间
互不为先决属性的层级结构，即独立型结构( inde-
pendent) ，其他更复杂的层级关系可以由这上面 5
种基本层级结构进行组合． 但是由图论观点［16］知，
J． P． Leighton等所说的树型、发散型和无结构型均
是树型．若一个有向图在不考虑边的方向时是一棵
树，则这个有向图称为有向树．一棵有向树若恰有 1
个结点的入度为 0，其他所有结点的入度都为 1，则
称为根树．入度为 0 的结点称为根，出度为 0 的结点
称为叶，出度不为 0 的结点称为分支点或内点．线性
型、发散型与无结构型都可以看成是根树( rooted
tree) 结构．对于根树型层级结构，本文讨论在特定
评分方式下，包含列数最少且保证期望反应模式和

知识状态一一对应的测验 Q 阵( 称之为完备 Q 矩)
的构造问题．
对于期望得分的计分方式，给出一个基本约定

( 下文中称为记分方式的约定) : 设进行认知诊断的

领域中包含 K个属性．以下均是对非补偿连接的认
知加工过程进行讨论．除非另有声明，否则约定期望
得分的计分方式为: 每掌握测验项目中一个属性，则

期望得分增加 1 分，即假设被试 KS 为 α在测验 Q
阵( Qt ) 下的 EＲP为 αTQt，亦即对 Qt 中第 j 个项目
( 即 Qt 中第 j列 Q j ) ，KS 为 α的被试的期望得分为

αTQ j ．

2 根树型层级对应的完备 Q矩阵

对于根树结构 T，设 T有 h片树叶( 入度为 1 而

出度为 0 的结点) ．注意到至少有 2 个结点的根树，
其根结点到任一片树叶的路长至少为 1，所以 T 至
少有 h + 1 个结点，结点对应着认知诊断中的属性．
若 T对应的潜在 Q阵 Qp为 K × N阶矩阵，Qs为 K ×
( N + 1) 阶矩阵．又设测验 Q 阵( Qt ) 为 K × m 阵，下
文要证明 m可以不超过 h( m≤h) ，使期望反应模式
与知识状态一一对应．
( Ⅰ) 线性型
定理 4 若属性层级为线性结构，完备 Q 矩阵

为 K × 1 矩阵，且所有元素均为 1．显然 rk( Q) = 1．
证 记 dT

0 = ( 0，0，…，0) 为零向量，d
T
i = ( 1，…，

1，0，…，0) ，它的前 i 个分量为 1，后 K － i 个分量为
0，i = 1，2，…，K，则对于线性结构，包含且仅包含 d0，

d1，…，dK这 K + 1 个不同的 KS．记 QT
t = qT = ( 1，…，

1) = dT
K，则显然有 dT

i Qt = i，i = 0，1，…，K． 故不同的
KS其 EＲP不同; 由于所测领域内的 KS 的个数为
K + 1，而不同的 EＲP也恰为 K + 1 个，这是一个一一
对应．
反之，如果不包含全 1 列，即 QT

t≠( 1，1，…，1) ，
则 dK和 dK － 1在 Qt下的 EＲP相同，即存在不同的 KS
对应同一个 EＲP．
( Ⅱ) 更复杂的根树型例子
为了讨论更复杂的根树型结构对应的完备 Q

矩阵的结构，先看一个例子，以加强对下述定理证明

部分的直观认识．
例 1 如图 1 ～图 3，它们相当于 J． P． Leighton

等［16］无结构型和发散型．

图 1 无结构型 1 图 2 无结构型 2 图 3 发散型

对于上述 3 个图形，构造从根结点到各个叶结
点的路径，构成基本完备 Q 矩阵，用 Q( * )t 表示，其

他完备 Q矩阵可以通过特殊线性变换得到．
对图 1，可达阵为 Ｒ1 =

1 1 1
0 1 0









0 0 1
，Q( 1)p =
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1 1 1 1
0 1 0 1









0 0 1 1
，令 Q( * )t =

1 1
1 0









0 1
，这个测验 Q 矩阵

是充分必要 Q矩阵并且包含的列数最少( 因为显然
只包含 1 列的矩阵不可能是图 1 对应的充分必要 Q

矩阵) ．易知，Q( 1)t =
1 1
1 1









1 0
或 Q( 2)t =

1 1
1 0









1 1
就可以

使 EＲP与 KS一一对应; 这时这 2 个测验 Q 矩阵都
可以由 Q( * )t “生成”，如由 Q( * )t 的第 1、2 列相加作

为 Q矩阵第 1 列，可以得到 Q( 2)t ． 可见 Q( * )t 是“基
本完备 Q矩阵”，即其他完备 Q 矩阵可以通过特殊
的线性变换导出．基本完备 Q矩阵的列一定来自可
达阵，只需要选出相应列并重新编排序号就可组成

基本完备 Q 矩阵． 当然可以认为由 Q( 1)t ，Q
( 2)
t 作为

子矩阵合并成为“大“矩阵以后通过“缩减算法”( 或
再通过列的交换后) 便可导出“基本完备 Q矩阵”．

图 2 是图 1 的基础上增加一片树叶 B3，且 A 到
B3的路上仅有 A和 B3，这时，可达阵为

Ｒ2 =

1 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0











0 0 0 1

，Q( 2)p =

1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 1 1 0 1
0 0 1 0 1 0 1 1











0 0 0 1 0 1 1 1

，令 Q( * )t =

1 1 1
1 0 0
0 1 0











0 0 1

，

可成为完备 Q阵，而且是“基本完备 Q矩阵”．

可取测验蓝图为 Q( 3)t =

1 1 1
1 1 0
1 0 1











1 0 0

，或 Q( 4)t =

1 1 1
1 1 0
1 0 0











1 0 1

或 Q( 5)t =

1 1 1
1 0 0
1 1 0











1 0 1

均可使期望反应模

式与知识状态一一对应，并且如果从 Q( 3)t ，Q
( 4)
t ，

Q( 5)t 中删除任一列，均可以使几个知识状态对应同

一个期望反应模式． Ｒ1是 Ｒ2的子矩阵，Q
( j)
t ( j = 3，4，

5) 以某个 Q( 3)t ( i = 1，2 ) 为子矩阵，而 Q( 1)p 是 Q( 2)p
的子矩阵．图 3 可以看成是在图 2 的基础上增加一

个结点 C1，这时 Ｒ2是 Ｒ3的子矩阵，而Q( 2)p 是Q( a)p 的
子矩阵，Ｒ2比 Ｒ3少 1行 1列，但是由 Ｒ3扩张出来的列

比由 Ｒ2扩张出来的多 4列．这 4列与 Ｒ2的列数相关．
另一方面，图 3还可以看成是在图 1 基础上增加一片
叶 C1，但 A到叶片 C1的路上不止 2个结点，这时

Ｒ3 =

1 1 1 1 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 1















0 0 0 0 1

，Q( * )t =

1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1















0 0 1

，

Q( 3)p =

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 1 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1 1
0 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1















0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1

=

( Ｒ3 |Q
( 3)
0 ) ，

注意 Q( 3)p 和 Q( 1)p 相比，不仅行数增多，列数也增多．

Q( 3)p 是由 Ｒ3及 Ｒ3扩张出来的部分 Q( 3)0 ，请注意，图

1 中并没有图 3 中由 A到 C1这 1 条路．由 Ｒ3扩张导

出的 Q( 3)p 的最下面 2 行( 和图 1 相比，对应着增加

的属性 B3和 C1 ) 的构成和由 Ｒ1导出的 Q( 1)p 的构成
之间的异同，对以下的证明起重要作用．下面定理的
证明思路是对叶结点数做数学归纳． 数学归纳时要
根据可达矩阵使用扩张算法导出 Qp和 Qs ．
定理 5 设 α是知识状态，Qt 为测验 Q 阵，属

性之间无补偿作用，又设期望反应模式( EＲP) 等于
αTQt，则( i) 根树型结构对应的基本完备 Q 阵( 记为
QB ) 的列对应于根结点到各个叶结点的路径; ( ii)
由基本 Q 阵的某些列加到另外 1 列以后所得的仍
然是完备 Q 阵，这里的“加”是指布尔加，并要求导
出的布尔矩阵的秩等于叶结点数．
证 先证( i) ，即 QB 是完备 Q阵．先证明 QB 可

以使得 KS 和 EＲP 一一对应，即是充分必要 Q 矩
阵．对叶结点数作数学归纳． 设根结点为 u，叶结点
为 v1，v2，…，vm．

当 m = 1 时，根树对应于 J． P． Leighton 等［16］所
说的线性型． 这时 QT

B = ( 1，1，…，1 ) ，它是完备 Q
阵，当然是充分必要 Q矩阵．
设 m = k时结论成立，这时对应的可达阵记为

Ｒ1，由 Ｒ1 通过扩张算法得到潜在 Q 阵，记为 Q1 ．这

时，QT
1QB 各行互异，且 Q1 第 1 行元素均为 1，即 QT

1

第 1 列元素全为 1．当 m = k + 1 时，设新增加的叶结
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点为 v，如果 u、v之间路长 l等于 1，则相应的可达阵
( 记为 Ｒ2 ) 为

Ｒ2 =
Ｒ1 e1( )0 1
，eT1 = ( 1，0，0，…，0) ．

对 Ｒ2 施用扩张算法，得到潜在 Q 阵记为 Q2，

Q2 构造如下: 按列剖分 Ｒ1 = ( r1，r2，…，rn ) ，注意到
Ｒ1 的第 1 行元素均为 1 及 e1 的定义，知j，rj∨
e1 = rj，这里“∨”为布尔加运算． 按列剖分 Q1 =
( q1，…，qs ) ，也有j，q j∨e1 = q j，又有

rj( )0
∨

e1( )1
=

rj( )1
;

q j( )0
∨

e1( )1
=

q j( )1
．

Q2 =
Q1( 0 r1( )1
，…，

rn )( 1
qi1






1
，…，

qih









1
=

Q1( 0 Ｒ1

( 1…1)

Q0

( 1…1 ))  Q1( 0
Ｒ1

dT

Q0

d )T
．

注意 Q2 中所有列均不相等，
Q0

d( )T
是

Q1( )0
中的

列与
e1( )1
作布尔加以后获得的． 易知 Q0 是 Q1 的 1

个子矩阵，其中 dT = ( 1，1，…，1) 是元素全为 1 的行
向量，其维数由上下文确定．
再设 Ｒ1 前 k列表示 m = k时的完备 Q阵，记它

们为 QB = ( r1，r2，…，rk ) ，它对应于根结点 u到叶结
点 v1，v2，…，vk 之间的路径．

于是，由归纳假设，有 QT
1 ( r1，r2，…，rk ) = QT

1QB

中任意 2 行均不相同．

QT
2

r1，r2，…，rk e1
0，…，( )0 1

=

QT
1 0

ＲT
1 d

QT
0









d

QB e1[ ]0 1
=

QT
1QB QT

1 e1
ＲT

1QB ＲT
1 e1 + d

QT
0QB QT

0 e1 +









d

．

注意 QT
1 e1 等于 QT

1 第 1 列，即 Q1 第 1 行的转

置，故 QT
1 e1 = d，同样可知 ＲT

1 e1 = d，Q
T
0 e1 = d．

Ｒ1 是 Q1 的子阵，故 ＲT
1QB 是 QT

1QB 的子阵; 依

归纳法假设，QT
1QB 中各行元素均不相等． ( Q

T
1QB，

QT
1 e1 ) 的最后 1 个元素等于 1，而( ＲT

1QB，Ｒ
T
1 e1 + d)

最后 1 个元素等于 2; 由此可知
QT

1QB QT
1 e1

ＲT
1QB ＲT

1 e1 +







d
任 2 行均不相等; 同理可知，

QT
1QB QT

1 e1
QT

0QB QT
0 e1 +







d
任 2 行 也 不 相 等; 往 证

ＲT
1QB ＲT

1 e1 + d

QT
0QB QT

0 e1 +







d
任 2 行均不相等． 这是因为

ＲT
1

QT[ ]
0

QB 中
ＲT

1

QT[ ]
0

是 QT
1 的子矩阵，且 QT

0 与 ＲT
1 没有

交集，由于 QT
1QB 任 2 行均不相等，故

ＲT
1

QT[ ]
0

QB =

ＲT
1QB

QT
0Q

[ ]
B

中任意 2 行均不相等．

这就证明了当 m = k + 1 且 u、v之间路长等于 1
时，结论成立; 若 m = k + 1 且 u、v 之间路长等于 l
( l≤2) 时，结论成立，往证 u、v 之间路长等于 l + 1
时结论也成立．注意到这时可达阵

Ｒ2 =
Ｒ1( 0 e1…e1 )T

=
Ｒ1( 0 dTe1 )T

，

是矩阵 Kronecher 积，T 为 0-1 上三角阵，按列剖
分，T = ( t1，…，tl，tl + 1 ) ．
记由 Ｒ2 经扩张算法导出潜在 Q 阵为 Q2，注意

到扩张算法的规则，知 Ｒ2 中
Ｒ1( )0
可以扩张出

Q3( )0
，

Ｒ1( )0
与

dTe1( )T
可以扩张出一部分向量，任取

Ｒ1( )0
中 1 列

a( )0 与 dTe1( )T
可 以 扩 张 出

a a … a a
t1 t2 … tl tl( )

+ 1
=

dTa( )T
．

按列剖分 Ｒ1 = ( r1，r2，…，rn ) ，注意到
Ｒ1( )0
第 1

列
r1( )0
为

e1( )0
，故

Ｒ1( )0
与 dTe1( )T 扩张后不应增加

dTr1( )T ，从而扩张出
dTr2( T

…
…

dTen )T
．

而 dTe1( )T 中每 1 列又可以和
Q3( )0
中的列作

布尔加，只要导出以前不存在的列便扩张了 1 个新
列，记 这 些 新 列 构 成 的 矩 阵 为 Q4 =
dTqi1( Q

…
…

dTqis )T
，其中( qi1

，…，qis
) 是 Q3 的子

矩阵且和 Ｒ1 中列均不相同; 故 Q2 可以表示为

Q2 =
Ｒ1 Q3[ 0 0

dTe1
T

dTr1…dTrn
T…T

dTqi1…dTqis
T… ]T

．
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记 QB1
=

QB e1
0( )d
，

QT
2QB1

=

ＲT
1 0

QT
3 0

dTeT1 TT

dTrT1 TT

 
dTrTn TT

dTqT
i1 TT

 
dTqT

is T































T

QB e1
0[ ]d

=

ＲT
1QB ＲT

1 e1
QT

3QB QT
3 e1

dTeT1 ( d
TeT1 ) e1 + T

Td

dTrT1 ( d
TrT1 ) e1 + T

Td

 
dTrTn ( d

TrTn ) e1 + T
Td

dTqT
i1
( dTqT

i1
) e1 + T

Td

 
dTqT

is
( dTqT

is
) e1 + T

T































d

． ( 1)

( i) 依归纳假设
ＲT

1QB

QT
3Q( )

B

任 2 行均不相同，故

( 1) 式中第 1、2 行块中任 2 行不相等;

( ii) ( dTeT1 ) QB =

eTQB


eTQ









B

=
1 … 1
 … 
1 …









1


J． ( dTeT1 ) e1 =

eTe1

eTe









1

= d． TTd =

1
2

l











+ 1

;

( iii) ( dTrT1 ) QB =

rT1QB


rT1Q









B

，j = 2，…，n，由于 rj

为 Ｒ1 的列，故依归纳假设，r
T
1QB，…，r

T
nQB 互不相

等; 同理，qT
i1
QB，…，q

T
is
QB 互不相等;

( iv) 注意 rTj e1 = 1，j = 2，…，n，qT
in
e1 = 1，h = 1，

2，…，s;
( v) rThQB≠( 1，1，…，1 ) ，h 往证( v) ． 因 rj 是

Ｒ1 的列，QB 中的列也是 Ｒ1 的列，而且 Ｒ1 的列不仅

包含了 QB 中所有列，而且包含了 QB 的列的至少包

含 2 个非 0 元素的子向量． 从而 rTj QB≠ ( 1，1，…，
1) ，j = 2，…，n，又由于 qih

是由 Ｒ1 扩张出来的列，

故它与 Ｒ1 中任 1 列均不同，从而 e1≤qih
，且 e1≠

qih
，h; 故 q ih

QB≠( 1 1 … 1 ) ． 于是( dTrTj )

QB 和( d
TeT1 ) QB 不相同，( d

TqT
in
) QB 和( d

TeT1 )

QB 不相同; 又由归纳假设，对于 Ｒ1 中的列 r2，…，rn
和由 Ｒ1 扩张出来的列 qin

，…，qis
，它们的转置与 QB

相乘以后互不相等; 而同一个子块［( dTrT1 ) QB

( dT rTj ) e1 + TTd］的各行，由于最后 1 列为( 1，

2，…，l + 1 ) T，它们互不相等，故同一个子块的各行
互不相等; 同样可证［( dTqT

in
) QB ( d

TqT
in
) e1 +

TTd］这个子块的各行也互不相等．
至此证明了将根结点到叶结点的所有路径构成

的 Q阵为充分必要 Q阵，即是使得 KS和 EＲP一一
对应的 Q矩阵．
下面进一步证明这个充分必要 Q 阵的列数

最少．
设根树中有根结点 u 和叶结点 v1，v2，…，vp ．在

上述充分必要 Q阵 QB 中删去任 1 列，不失一般性，
设删除 u 到 vp 的路径，即 QB 中仅剩下 p － 1 列，记
之为 Q'B ．这 p － 1 列中不能提供叶结点 vp 的信息，
故对于 u 到 vp 路径上属性集相同的 KS 的 EＲP 必
与其他某一 KS 的 EＲP 相同，从而 Q'B 不可能是充
分必要 Q阵．故 QB 是可以使 KS 与 EＲP 一一对应
且含列数最少的 Q矩阵，从而是完备 Q阵．
由于将 QB 中若干列( 比如第 j1，…，jk ) 加列( 布

尔加) 另一列( 比如第 j 列) ，可以看成是先将 j1 列
加到第 j列后，再将 j2 列加到第 j列，…，最后将 jk 列
加列到第 j列，即可以分解成每次仅有 1 列加到第 j
列的较简单的情形，因此不失一般性，可以设 QB =
( q1，q2，…，qp ) ，将 qp 加到 q1 ( 布尔加) ．
注意到这是讨论根树情形，故 QB 的第 1 行的

元素均为 1．为证明结论对 qp 中根结点 u 到叶结点
vp 的路径长度 l用数学归纳法．
设 l = 1，可以仿照( i) 中相关的归纳法基础的证

明，知结论成立．
设 l = h时结论成立．记 QB1

= ( q1，…，qp － 1 ) ，则

QB = ( QB1
| qp ) ，当 l = h时，可达阵记为 Ｒ，且经扩张

后，扩张部分记为 Q0，于是 ＲK × K →
扩张
( Ｒ |Q0 ) = Qp ．

由归纳基础知 QT
pQB =

ＲTQB

QT
0Q( )

Ｒ

中任 2 行均不相等;
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注意 QT
pQB =

ＲT

QT( )
0

( QB1
qp ) =

ＲTQB1
ＲTqp

QT
0QB1

QT
0q







p
，今

在 vp 上再增加 1 个结点 v，使 vp 为内点而 v 为叶结
点，则 u到 v的路径长度 l = h + 1．

设 Qc =
q1…qp － 1

0…0

qp[ ]1
=

QB1
qp[ ]0 1
，相应地可

达阵记为 Ｒc，Ｒc 扩张出来的潜在 Q 阵记为 Q( c)p ，易

知 Ｒc 为( K + 1) × ( K + 1) 阵，且 Ｒc =
Ｒ qp[ ]0 1

．

前已述及，Ｒ对应的潜在 Q阵为 Qp = ( Ｒ |Q0 ) ，

Qp( )0
与

qp( )1
扩张作布尔并，设得出的扩张部分为

Q1，注意 Q1 的最后 1 个元素均为 1，不妨设 Q1 =
Q11

d( )T
，Q11事实上是 Qp 与 qp 作布尔加的结果，故必

与 Qp 中的某些列相同．于是 Ｒc 通过扩张以后得到

Q( c)p
Ｒ Q0 qp Q11

0 0 1 d[ ]T Q( c)p ，

Q( c)p Qc

ＲT 0
QT

0 0

qT
p 1

QT
11 d













T

QB1
qp[ ]0 1

=

ＲTQB1
ＲTqp

QT
0QB1

QT
0qp

qT
pQB1

qT
0qp + 1

QT
11QB1

QT
11qp +















d

．

( i) 由归纳假设知
ＲTQB1

ＲTqp

QT
0QB1

QT
0q







p
任 2 行均不

相等; ( ii) qT
pQB1
与 ＲTQB1

中某 1 行相同，但( qTQB1

qT
p qp + 1 ) 与 ( ＲTQB1

ＲTqp ) 最后的分量不相同;

( iii) 注意 Q11是 Q0 的子矩阵，故 QT
11QB1
中任 2 行均

不相同，而( QT
0QB1

QT
0qp ) 与( Q

T
11QB11

QTqp + d)

的最后的分量不相同．
综上( i) ～ ( iii) 知，Q( c)p

TQc 的任 2 行均不相同．
以上证明部分均使用潜在 Q阵 Qp，而未使用学

生 Q阵 Qs 的原因是，Q
T
pQB 中没有 0 行，这显然与

Qs 中知识状态为 0 向量加以了区别．
猜测: 如果 QB 中的若干行加( 布尔加) 到第 j

列，又有若干列加到第 k 列，…，只要导出的布尔矩
阵的秩等于叶结点的数目，则仍然是完备 Q阵，例

图 4 无结构型 3

QB =

1 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0













0 0 0 1

，如果将第 j + 1 列加到第 i

列，i = 1，2，3，得 Qc =

1 1 1 1
1 0 0 0
1 1 0 0
0 1 1 0













0 0 1 1

，

Qp =

1 1 1 1 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

1 1 1
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1 1 1 1
0 0 1 1
1 1 1 1
1 0 1 0
0 1 0 1

1 1 1 1
0 1 0 1
0 0 1 1
1 1 1 1













1 1 1 1

．

上述 Qp由可达矩阵扩张而来．通过简单代数运
算，可知 QT

pQc 的行互不相同，也就是 EＲP 和 KS 一
一对应．注意 Qc和 QB 的秩相等．

3 小结和讨论

上文仅仅是在属性作用之间不可以补偿、属性
等权、每掌握项目中 1 个属性便期望得分增加 1 分
等假设下对多级评分认知诊断的测验蓝图的设计进
行讨论，希望找到结构良好的测验蓝图，即是使得
KS和 EＲP能够一一对应．由离散数学中图论知，对
根树型( 包括 J． P． Leighton 等所说的线型、发散型、
无结构型) 讨论完备 Q 矩阵的构造问题．假设 Q 矩
阵的行表示属性，列表示项目．根树型对应的完备 Q
矩阵的秩由这个根树的叶结点数决定．
由根树型结构的完备 Q 阵的构造来看，它们和

属性个数的关系不太密切，而与几何形状关系十分
密切，这表明对于包含多个属性的内容领域采用多
级评分方式可以使认知诊断测验包含的项目数更
少; 这对于多级评分计算机化自适应诊断测验( CD-
CAT) 的入口项目( 集合) 的选取很可能有重要意
义．但另一方面，多次测量可以减少测量误差，所以
如何在缩短测验长度和提高测验精度方面达到平
衡，可能要应用概化理论( generalization theory) 进一
步讨论．但是上文中讨论的是 KS 和 EＲP 的对应问
题，EＲP不包含随机误差( error-free) ，因此不需要重
复，在属性及其层级关系不正确时，也只有系统
误差．
本文如果采用 Sun Jianan 所说的计分方式，即

设被试 i的 KS为 ai，项目 j对应Qt中的列 q j，则 i在

j上期望得分等于 sij = s( ai，qj ) =∑
K

t = 1
qtjI( ati≥ qtj ) ．
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这时，如何构造多值Q矩阵条件下的完备Q矩阵，值
得讨论．
本文只是对根树型属性基本层级对应的完备 Q

矩阵的构造进行讨论，更复杂的属性层级结构可以
由基本层级结构复合而成．相应的完备 Q 矩阵应该
视复合方式的不同而变化．本文定理的证明相当长，
是否有更为简洁的方式证明，值得思考．其他属性层
级结构下完备 Q阵将另文讨论． 文章讨论在某些条
件下多级评分完备 Q矩阵构造问题，这实质上是最
优诊断测验的设计问题．
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Design of Polytomous Cognitively Diagnostic Test Blueprint
———For the Ｒooted Tree Type

DING Shu-liang，WANG Wen-yi，LUO Fen
( College of Computer Information Engineering，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: Giving a polytomous scoring rule，suppose that there is no compensation among the attributes，for the root-
ed tree type ( ＲTT) which concludes the linear type，the divergent type and the unstructured type named by Leigh-
ton and her colleagues，the design of polytomous cognitively diagnostic test blueprint is discussed in this paper． The
concepts of basic perfect Q matrix and perfect Q matrix are given． A perfect Q matrix is the Q matrix which contains
the fewest columns and is the bijective mapping between the set of knowledge states and the set of the expected re-
sponse patterns． The perfect Q matrix corresponding to the ＲTT and for polytomous scoring is proposed and proved．
The number of the items in the perfect Q matrices is equal to the number of the leaves in the rooted tree and is re-
stricted by the rank of the Q matrix． It is obvious that there is a difference between the related results for dichoto-
mous and polytomous，respectively．
Key words: polytomous scoring; cognitive diagnosis; design of test blueprint; rooted tree type; perfect Q matrix
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