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半模的根与基座的作用
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摘要: 利用半模根和弱基座的理论，对有限生成半模和有限上生成半模进行了讨论，给出了半模 M 是有
限生成的必要条件和半模 M是有限上生成的充要条件．
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0 引言

众所周知，在模范畴中，任一模的本质子模的交

恰是极小子模的和，但在半模范畴中，极小子半模的

和是本质子半模的交的子半模，反过来则未必成

立［1-6］．于是，本文引进了半模的基座和弱基座 2 个
定义，并且用弱基座刻画了有限上生成半模． 同时，
采用了文献［7］中半模的根的定义，也用根刻画了
有限生成半模．本文所涉及的半环和半模的定义参
见文献［1］．
定义 1［8］ 设 A是半模，B是 A的子半模，若 x +

y ∈ B，y∈ B，有 x∈ B，则称 B是 A的可减子半模．
定义2［9］ 设A是半模，若A的所有子半模都是

可减的，则称 A是优半模．

1 基座和根

定义 3 设M是左Ｒ-半模，记 SocM =∑{ K≤
M K在 M中是极小的} ，称之为 M的基座．

定义 4 设M是左Ｒ-半模，记WSocM =∩ { L≤
M L在M中是本质}，称之为M的弱基座．
命题 1 设M是左 Ｒ-半模，则 SocM≤WSocM．
证 设 LΔ

—
M，K是M中的极小子半模，则 K≠ 0，

所以 K∩ L≠ 0，又 K是单半模，于是 K≤ L．

引理 1［10］ 单半模是循环半模．
引理2 设Ｒ是除半环，M是左Ｒ-半模，则x∈

M( x≠ 0) ，一定有 Ｒx是极小子半模．
证 设K是M中的子半模，且K≤Ｒx．因为K是

单半模，由引理 1知，K是循环半模，于是y∈ Ｒx，使
得 K = Ｒy，并且r∈ Ｒ，使得 y = rx，又 Ｒ是除半环，
所以 x = r－1y∈ Ｒy = K．
命题2 设Ｒ是除半环，M是左Ｒ-半模，若M的每

个非零子半模都包含极小子半模，则 SocM = WSocM．
证 现只需证WSocM≤ SocM．设 x≠ 0且 x∈

LΔ
—
M，K是M极小子半模，显然Ｒx≠0，从而Ｒx∩K =

K，由引理 2知，Ｒx = K，所以 x∈ K．
引理3 设Mα为单半模，则对任意的K-正则非零

半模同态 f:Mα → N，有 f( Mα) 为 N的单子半模．
证 由同态 f:Mα→N，有 ker f≤Mα，又Mα是单

半模，则 ker f = Mα或 ker f = 0，由 ker f = Mα知 f =
0，这与 f≠0矛盾．任取 x，y∈Mα，若 f( x) = f( y) ，又 f
是 K-正则的，则 x = y，即 f 是单同态，所以 f( Mα) 
Mα．又Mα 为单半模，故 f( Mα) 为单半模．
命题3 设M和N是左Ｒ-半模，f:M→N是K-正

则非零半模同态，则 f( SocM) ≤ SocN．
证 设Mα是M的极小子半模，由引理3知，f( Mα)

是 N的极小子半模，所以 f( Mα) ≤ SocN，故

∑ f( Mα) = f(∑Mα) = f( SocM) ≤ SocN．

定义 5 设M是左 Ｒ-半模，记M的根为
Ｒad( M) =∩ { K≤M K在M中是极大的} ．

命题 4 设M是左 Ｒ-半模，则
Ｒad( M) =∑{ L≤M L在M中是多余的} ．

事实上，M的根是M中包含一切多余子半模的最
小子半模，然而，根不一定是多余的．
命题5 若M的每个真子半模都包含在M的1个

极大子半模中，则 Ｒad( M) 是 M 的唯一最大多余子
半模．



证 设L是M的真子模，K是极大子半模，L≤K，
又 ＲadM≤ K，有 L + ＲadM≤ K≠M，则

ＲadMM．

2 有限生成半模

定义6 设φ是半模类，如果存在φ中的有限指
标集( Tα ) α∈A和Ｒ-半模满同态 f: ATα→M，就称M
由 φ有限生成．
定义 7 设 φ是由M的子半模构成的集合，且 φ

生成M，如果对于M的每个子半模集φ都存在有限集

合 F φ生成 M，即对于某有限集 F φ，由∑φ =

M可推出∑F = M，就称 M是有限生成的．

引理4［11］ 每个左Ｒ-半模M均可由Ｒ生成，并
且 Ｒ有限生成 M当且仅当 M由有限子集张成．
命题 6 下列命题关于左 Ｒ-半模是等价的:
( i) M是有限生成的;

( ii) 对满足M =∑
A
Im fα的每个集合 fα : Uα→

M( α∈ A) ，存在有限集 F A，使得
M = ∑

F
Im fα ;

( iii) 对每个指标集( Uα ) α∈A和满同态AUα→
M→0，存在有限集F A和满同态FUα→M→0;
( iv) 生成 M的每个半模都有限生成 M;
( v) M包含 1 个有限集．
证 ( i) ( ii) 和( iii) ( iv) 是显然的．
( ii) ( iii) 对半模同态 fα : Uα → M( α∈ A) ，f:

 Uα → M，lα : Uα → Uα，有关系见图 1．

图 1 交换图

由图 1 知 fα = flα ．又由( ii) 知
M = ∑

F
Im fα = ∑

F
Im flα，

即 f是满同态．
( iv) ( v) 由引理 4 得可得．
( v) ( i) 假设{ x1，…，xn} 是 M 中的 1 个有

限生成集，φ是 M的子半模集，且满足∑φ = M，则

对于每个 xi，都存在有限子集 Fi  φ 使得 xi ∈

∑Fi，令F = F1∪F2∪…∪Fn，则F是有限的，由

于∑F是M的子半模，而且∑F还包含M的1个生

成集，从而∑F = M，即 M是有限生成的．

3 有限上生成半模

定义8 设φ是半模类，如果存在φ中的有限指

标集( Tα ) α∈A和 Ｒ-半模单同态 f: M→∏
A
Tα，就称M

由 φ有限上生成．
定义9 设φ是由M的子半模构成的集合，且φ

上生成 M，如果对于 M的每个子半模集 φ和某个有
限集合 F φ，由∩ φ = 0可推出∩ F = 0，就称M

是有限上生成的．
显然易得如下推论．
推论1 设M是左 Ｒ-半模，若M是有限上生成

的，则对于满足 ∩
A
Ker fα = 0 的每个集合 fα : M →

Uα ( α∈ A) ，存在有限集 F A，使得∩
F
Ker fα = 0．

命题7 设M是左 Ｒ-半模，若M是有限上生成
的，则对于每个指标集( Uα ) α∈A 和单同态 0 → M →

∏
A
Uα，存在有限集FA和单同态0→M→∏

F
Uα ．

证 假设 f: M→∏
A
Uα是单同态，πα :∏

A
Uα→

Uα 是自然投射，则有 fα = πα f，f =∏ fα，由 Ker f =

0 知，∩
A
Ker fα = 0．应用推论 1得，存在有限集 F

A，使得∩
F
Ker fα = 0，且易知 πF :∏

A
Uα→∏

F
Uα是

单同态，故 πFf: M→∏
F
Uα 是单同态．

推论 2 如果半模 M是有限上生成，则上生成
M的每个半模都是有限上生成 M．
证 由推论 1 和命题 7 即可得．
推论 3 设 M是是左 Ｒ-半模，
( i) 若 M是有限生成的，则 M的所有子半模都

是有限生成的;

( ii) 若 M是有限上生成的，则 M的所有子半模
都是有限上生成的．
证 ( i) 设 K ≤ M，则显然存在自然的满同态

h: M→ K．又 M是有限生成的，则存在有限集 F A
和满同态 f: FTα → M，于是有同态 hf: FTα →
M→ K也是满同态．
类似地可以证明( ii) ．

4 根和基座的作用

下面给出有限生成半模和有限上生成半模的基

本刻画，它们表明“有限生成的”和“有限上生成
的”分别由根和基座确定．
设M是半模，记φ( M) 是M的所有子半模集合．
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引理 5［12］ 设 M是优半模，则( φ( M) ，+，∩)
是 Dedekind格．
引理 6［13］ 对于优半模 M的子半模 K，下列命

题是等价的: ( i) KΔ
—
M; ( ii) 包含映射 iK : K→ M是 1

个本质的半模单同态．
引理 7 对于优半模 M 的子半模 K，下列命题

是等价的: ( i) KM; ( ii) 包含映射φK : M→M/K是
1 个多余的半模满同态［14-15］．
引理 8 设 M是半模，子半模 K ≤ N ≤ M，且

H≤M，( i) 若 HΔ
—
M，KΔ

—
M，则 H∩ KΔ

—
M; ( ii) 若 H

M，K M，则 H + K M．
定理 1 设 M是左 Ｒ-优半模，
( i) 若 M是有限生成的，则 M/ＲadM 是有限生

成的，且自然满同态M→M/ＲadM→0是多余的( 即
ＲadM M) ;
( ii) M是有限上生成的当且仅当WSocM是有限

上生成的，且包含映射 0 → WSocM → M 是本质的
( 即 WSocMΔ

—
M) ．

证 ( i) 设 M是有限生成的，K是 M的极大子
半模，ＲadM不是 K的子半模，满足 K + ＲadM = M，

又 ＲadM =∑{ L≤M L在M中是多余的} 和M是

有限生成的，从而存在M的多余子半模 L1，…，Ln，使

得 L1 + … + Ln + K = M，由引理 8 知，L1 + … +
Ln  M，于是 K = M，即 ＲadM M．
( ii) 设 M 是有限上生成的，K ≤ M，满足

( WSocM) ∩ K = 0，又 WSocM =∩ { L≤ M L在 M

中是本质的} 和 M是有限上生成的，从而存在 M的
本质子半模 L1，…，Ln，使得 L1 ∩…∩ Ln ∩ K = 0，

由引理 8 知，L1 ∩ … ∩ LnΔ—M，于是 K = 0，即

WSocMΔ
－
M; 反之，设 WSocM 是有限上生成的，且

WSocMΔ
—
M，φ是由 M 的子半模构成的任意集合，且

∩ φ = 0，则∩ { ( A∩WSocM) A∈ φ} = 0，从而对

某些 A1，…，An∈ φ，有( A1 ∩…∩ An ) ∩WSocM =

( A1 ∩WSocM) ∩…∩ ( An∩WSocM) = 0．又因为

WSocMΔ
—
M，所以 A1 ∩…∩ An = 0．

推论 4 设 M是非零半模，
( i) 若 M是有限生成的，则 M有极大子半模;
( ii) 若M是有限上生成的，则M有极小子半模．
证 由文献［10］知( i) 成立． 只需证( ii) ． 由

SocM≤ M和 SocM = ∑{ K≤ M K在 M中是极小

的} 即得．
定义 10 设( M ) ∈A 为半模 M 的一族单子半

模指标集，若 M =AM，则称 M 为半单半模，且
M =AM 为 M的半单分解．
命题8 设M是半单半模，则M是有限生成的．
证 设M = T1…Tn，Ti是单的( i = 1，…，

n) ，显然 M 存在有限生成集，再应用命题 6 中
( v) ( i) 即得证．
命题9 设M是半模，M = M1…Mn，则M

是有限生成的当且仅当每个 Mi ( i = 1，…，n) 都是
有限生成的．
证 显然若 M是有限生成的，则每个 Mi ( i =

1，…，n) 是有限生成的; 反之，若 Mi 是有限生成，由

于 Mi ( i = 1，…，n) 的生成集的并是 M的 1 个生成
集，由命题 6 得 M是有限生成．
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The Ｒadial Oscillation of Higher Order Non-Homogeneous
Linear Differential Equation

HU Jun，YI Cai-feng*

( College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: It is investigated that the radial oscillation of infinite order solutions of higher order nonhomogeneous line-
ar differential equation，by using the fundamental theory and method of value distribution in angular domain． It was
obtained that the estimations on the hyper order and the hyper order convergence exponent of the sequence of zero of
infinite order solutions along it’s Borel direction of hyper order．
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The Function of Ｒadical and Socle of Semimodule

JIANG Xiao-xia，WANG Song-sheng*
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Abstract: By the theory of semimodular root and weak-socle，the function of weak-socle and radical over finitely
generate( cogenerated) semimodule are studied． The necessary condition of semimodule M being finitely generated is
obtained，the sufficient and necessary condition of semimodule M being finitely cogenerated is given．
Key words: finitely generated semimodule; finitely cogenerated semimodule; radical; socle; weak-socle
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