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2 阶齐次微分方程的次正规解

占燕燕，肖丽鹏*

( 江西师范大学数学与信息科学学院，江西 南昌 330022)

摘要: 研究了周期系数的 2阶齐次微分方程 f ″ +［P1 ( e
z ) + Q1 ( e

－z) ］f ' +［P2 ( e
z ) + Q2 ( e

－z) ］f = 0的
次正规解的存在性及表示形式．当 Qj ( j = 1，2) 的次数不同时，所得方程的次正规解的表示形式将会不
同，完善了已有的结果．
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0 引言与主要结果

在文献［1］中，H． Wittich考虑 2 阶齐次线性微
分方程

f ″ + P1 ( e
z ) f ' + P2 ( e

z ) f = 0， ( 1)
其中 P1 ( z) 和 P2 ( z) 是关于 z的多项式且不全为常
数．易知方程( 1) 的所有解为整函数．
在本文中，将使用值分布理论的标准记号［2］，

假设 f( z) 是复平面C上的亚纯函数，用 T( r，f) 表示
f( z) 的 Nevanlinna理论中的特征函数．
假设 f是方程( 1) 的非零解，如果 f满足条件

lim
r→∞

suplog T( r，f) r = 0， ( 2)

则称 f是方程( 1) 的次正规解［1，3］．
文献［4-5］中定义亚纯函数的 e-型级如下．
定义 1 假设 f是亚纯函数，则定义

σe ( f) = lim
r→∞

suplog T( r，f) r ( 3)

为 f的 e-型级．
由( 2) 式和( 3) 式知，如果 σe ( f) = 0，则 f是次

正规的．
H． Wittich［1］研究了方程( 1) 的次正规解，在下

面定理中给出所有次正规解的一般形式．
定理 A 如果 f是方程( 1) 的次正规解，则 f一

定有形式
f( z) = ecz ( a0 + a1e

z + … + ame
mz ) ，

其中m≥ 0是整数，c，a0，…，am是常数且 a0am≠ 0．
许多学者研究了方程( 1) 更一般的 2 阶或高阶

线性微分方程的解的性质［6-8］． 文献［9-13］研究了

比方程( 1) 更为一般的 2 阶齐次线性微分方程
f ″ +［P1 ( e

z ) + Q1 ( e
－z) ］f ' +

［P2 ( e
z ) + Q2 ( e

－z) ］f = 0 ( 4)
所有次正规解的表示形式．在文献［9］中，得到以下
几个结果．
定理 B 设 f( z) 是方程( 4) 的次正规解，其中

P1 ( z) ，P2 ( z) ，Q1 ( z) ，Q2 ( z) 是关于 z的多项式且不
全为常数．
( ⅰ) 如果 degP1 ＞ degP2 和 P2 + Q2 ≡ 0，则方

程( 4) 的任一次正规解必为常数;
( ⅱ) 如果 degP1 ＞ degP2 和 P2 + Q2  0，则

f( z) 的表示形式为
f( z) = g2 ( e

－z ) ，

其中 g2 ( z) 是关于 z的多项式且 deg{ g2 } ≥ 1．
定理 C 设 f( z) 是方程( 4) 的次正规解，其中

P1 ( z) ，P2 ( z) ，Q1 ( z) ，Q2 ( z) 是关于 z的多项式且不
全为常数．如果 degP1 ＜ degP2，则方程( 4) 唯一的
次正规解为 f( z) ≡ 0．
定理 D 设 f( z) 是方程( 4) 的次正规解，其中

P1 ( z) ，P2 ( z) ，Q1 ( z) ，Q2 ( z) 是关于 z的多项式且不
全为常数．如果 degP1 = degP2 ≥ 1，则 f( z) 的表示
形式为

f( z) = eβ1z［g1 ( e
z ) + g2 ( e

－z) ］+ eβ2z［g3 ( e
z ) +

g4 ( e
－z ) ］，

其中 β1，β2 是复常数，gj ( z) ( j = 1，2，3，4) 是关于 z
的多项式．
定理 B ～ 定理D根据方程( 4) 中的系数 Pj ( e

z )

( j = 1，2) 之间的关系，得到了方程( 4) 的次正规解



的具体表示形式．一个自然的问题是: 如果研究方程
( 4) 中的系数 Qj ( e

－z ) ( j = 1，2) 之间的关系，则方
程( 4) 的次正规解又有如何的具体表示形式?本文
对这个问题进行了研究，得到如下结果．
定理 1 设 f( z) 是方程( 4) 的次正规解，其中

P1 ( z) ，P2 ( z) ，Q1 ( z) ，Q2 ( z) 是关于 z的多项式且不
全为常数．
( i) 如果 degQ1 ＞ degQ2和 P2 + Q2≡0，则方程

( 4) 的任一次正规解必为常数;
( ii) 如果 degQ1 ＞ degQ2和P2 + Q20，则 f( z)

的表示形式为
f( z) = g1 ( e

z ) ，

其中 g1 ( z) 是关于 z的多项式且 deg{ g1 } ≥ 1．
定理 2 设 f( z) 是方程( 4) 的次正规解，其中

P1 ( z) ，P2 ( z) ，Q1 ( z) ，Q2 ( z) 是关于 z的多项式且不
全为常数．如果 degQ1 = degQ2 ≥ 1，则 f( z) 的表示
形式为

f( z) = eβ1z［g1 ( e
z ) + g2 ( e

－z) ］+ eβ2z［g3 ( e
z ) +

g4 ( e
－z ) ］， ( 5)

其中 β1，β2 是复常数，gj ( z) ( j = 1，2，3，4) 是关于 z
的多项式．

1 证明所需引理

下面假设 P1 ( e
z ) = a1m1

em1z + … + a11e
z + a10，

Q1 ( e
－z ) = a2m2

e －m2z + … + a21e
－z + a20，

P2 ( e
z ) = b1n1 e

n1z + … + b11e
z + b10，

Q2 ( e
－z ) = b2n2 e

－n2z + … + b21e
－z + b20，

其中 ajmj
，…，aj0，bjnj，…，bj0 ( j = 1，2) 是常数，mj ≥

1，nj ≥ 0 是整数，ajmj ≠ 0，bjnj ≠ 0．
注 1 由上面Pj和Qj ( j = 1，2) 的定义，能得到
P1 ( e

z ) + Q1 ( e
－z ) =

a1m1
em1rcos θ ( 1 + o( 1) ) ，arg z = θ∈ ( － π2 ，

π
2 ) ，

a2m2
e －m2rcos θ ( 1 + o( 1) ) ，arg z = θ∈ ( π2 ，

3π
2 ) ，

M， arg z = π /2 或 － π /2










;

P2 ( e
z ) + Q2 ( e

－z ) =

b1n1 en1rcos θ ( 1 + o( 1) ) ，arg z = θ∈ ( － π2 ，
π
2 ) ，

b2n2 e －n2rcos θ ( 1 + o( 1) ) ，arg z = θ∈ ( π2 ，
3π
2 ) ，

M， arg z = π /2 或 － π /2










，

其中 r→ ∞，M( ＞ 0) 为某常数．
引理 1 设整函数 f( z) 是 n阶微分方程
P0 ( e

z，e －z ) f( n) + P1 ( e
z，e －z ) f( n－1) + … +

Pn ( e
z，e －z ) f = Pn+1 ( e

z，e －z ) ( 6)
的次正规解，其中 Pj ( e

z，e －z ) ( j = 0，1，…，n + 1) 是
关于 ez和 e －z的多项式且 P0 ( e

z，e －z ) ≠ 0．如果 f( z)
可以表示为 f( z) = eβzG( ez ) ，其中 β是复常数，G( ξ)
在 0 ＜ ξ ＜ ∞ 上解析，则 f( z) 的表示形式为

f( z) = eβz［g1 ( e
z ) + g2 ( e

－z ) ］，

其中 g1 ( z) ，g2 ( z) 是关于 z的多项式．
引理 2 设整函数 f( z) 是方程( 6) 的次正规

解，其中 Pj ( e
z，e －z ) ( j = 0，1，…，n + 1) 是关于 ez和

e －z 的多项式且 P0 ( e
z，e －z ) ≠ 0． 如果 f( z) 和 f( z +

2πi) 线性相关，则 f( z) 的表示形式为
f( z) = eβz［g1 ( e

z ) + g2 ( e
－z ) ］，

其中 β是复常数，g1 ( z) ，g2 ( z) 是关于 z的多项式．
引理 3［14］ 设 f( z) 是超越亚纯函数，α ＞ 1 是

一个给定的实数，k ＞ j≥ 0，则C = C( α) ＞ 0，使
得下面 2 个结论成立，其中 r = z ．
( i) 存在线测度为 0 的集合 E1 ［－ π，π) ，满

足 ψ∈［－ π，π) \E1，则存在常数 Ｒ = Ｒ( ψ) ＞ 0，使
得对所有满足 arg z = ψ和 z ≥ Ｒ的 z，有
f( k) ( z)
f( j) ( z)

≤ C T( αr，f)
r logαrlog T( αr，f( )) k－j

; ( 7)

( ii) 存在具有有限对数测度的集合 E2  ( 1，

∞ ) ，使得对所有满足 z = r［0，1］∪E2的 z也有
( 7) 式成立．
注 2 在引理 3( i) 中，如果 ψ∈［－ π，π) \E1

由 ψ∈［－ π /2，3π /2) \E1来替代，( 7) 式也成立．从
引理 3( ii) 的证明可知，例外集 E2 满足: 如果 an，

bn ( n = 1，2，…) 分别表示 f( z) 的所有零点和极点，
O( an ) ，O( bn ) 分别表示 an，bn 的充分小的邻域，则

E2 = { z : z∈ ( ∪
∞

n = 1
O( an ) ) ∪ ( ∪

∞

n = 1
O( bn ) ) } ．

所以，如果 f( z) 是超越整函数，z是使得 f( z) 充分
大的点，则( 7) 式也成立．
引理4［15］ 设 f( z) 在射线 arg z = θ上解析，如

果对某常数 α ＞ 1，当 z沿着射线 arg z = θ趋于 + ∞
时，有

f '( z) f( z) = o( z －α ) ，

则存在常数 c≠0，∞，使得当 z沿着射线 arg z = θ趋
于 + ∞ 时，有 f( z) → c．
引理 5 设 f( z) 是方程( 4) 的次正规解，其中

P1 ( z) ，P2 ( z) ，Q1 ( z) ，Q2 ( z) 是关于 z的多项式且不
全为常数，则 f( z) 的表示形式为

f( z) = eβz［g1 ( e
z ) + g2 ( e

－z ) ］，

其中 β是复常数，gj ( z) ( j = 1，2) 是关于 z的多项式．
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2 定理的证明

定理 1 的证明 ( i) 假设 degQ1 ＞ degQ2 和

P2 + Q2 ≡ 0，且 f( z) 是方程
f ″ +［P1 ( e

z ) + Q1 ( e
－z) ］f ' = 0 ( 8)

的次正规解．
注意到任一常数均为方程( 8) 的解，下面证方

程( 8) 的任一非常数解均不是次正规解． 现在假设
f( z) 为一非常数且为方程( 8) 的次正规解． 由( 8)
式有

f ″ f ' = －［P1 ( e
z ) + Q1 ( e

－z) ］ ． ( 9)
由degQ1 ＞ degQ2和( 8) 式知，f( z) 不可能为非

常数多项式．若不然，则由取 z = － r和( 8) 式及注 1
知

a2m2
em2r ( 1 + o( 1) ) =

P1 ( e
z ) + Q1 ( e

－z ) = f ″ f ' ，
比较方程两边的增长性，可得矛盾，因此 f( z) 是超
越整函数．
由引理 3( ii) 可知存在子集 E2  ( 1，∞ ) 具有

有限对数测度和一仅依赖于 α和 k，j的常数 B ＞ 0，
满足对所有满足 z = r［0，1］∪ E2 的 z有

f ″ f ' ≤ B［T( 2r，f) ］2 ． ( 10)
取 z = － r，由( 9) 式和( 10) 式及注 1，可知对充分大
的 r［0，1］∪ E2 有

a2m2
em2r ( 1 + o( 1) ) = P1 ( e

z ) + Q1 ( e
－z ) =

f ″ f ' ≤ B［T( 2r，f) ］2 ．
因此

lim
r→∞

log T( 2r，f) 2r≥ m2 2 ＞ 0

与 σe ( f) = 0 矛盾．从而任一非常数 f( z) 都不是方
程( 8) 的次正规解，即( i) 得证．
( ii) 设 f( z) 是方程( 4) 的次正规解，则由引理5

知，f( z) 的一般表示形式为
f( z) = eβz［g1 ( e

z ) + g2 ( e
－z ) ］， ( 11)

其中 β是复常数，gj ( z) ( j = 1，2) 是关于 z的多项式．
由于方程( 4) 中 degQ1 ＞ degQ2和P2 + Q20，则方
程( 4) 的解不可能为常数．进一步地，如果 f( z) 是次
数≥ 1 的多项式，那么由取 z = － r和观察方程( 4)
两边的增长性可得矛盾，所以 f( z) 也不可能为多
项式．
下面考虑 f( z) 是超越整函数，根据引理3( i) 和

σe ( f) = 0知，存在线测度为0的集合E1［－ π 2，
3π 2) ，满足 ψ∈［－ π 2，3π 2) \E1，ε ＞ 0，当
z沿着射线 argz = ψ趋于 + ∞ 时，有
f '
f
≤ B T( αr，f)

r logαrlog T( αr，f) ≤ eε z ， ( 12)

f ″
f
≤ B T( αr，f)

r logαrlog T ( αr，f) 2 ≤ eε z ． ( 13)

另一方面，由方程( 4) 有
f '
f = －

P2 ( e
z ) + Q2 ( e

－z )

P1 ( e
z ) + Q1 ( e

－z )
－ 1
P1 ( e

z ) + Q1 ( e
－z )

f ″
f ．

( 14)
如果 ψ ∈［π 2，3π 2) \E1，则根据( 12) ～

( 14) 式及注 1 知，对任意给定的 μ ＞ 1，当 z沿着射
线 arg z = ψ趋于 + ∞ 时，有

f '
f
≤ P2 ( e

z ) + Q2 ( e
－z )

P1 ( e
z ) + Q1 ( e

－z )
+

1
P1 ( e

z ) + Q1 ( e
－z )

f ″
f

= o( z －μ ) ．

根据引理 4 知，存在常数 c≠ 0，∞，使得当 z沿
着射线 arg z = ψ趋于 + ∞ 时，有

f( z) → c． ( 15)
比较( 11) 式和( 15) 式，可知( 11) 式中的 β =

degg2，从而 f( z) 的表示形式退化为 f( z) = g1 ( e
z ) ，

其中 g1 ( z) 是关于 z 的多项式且 degg1 ≥ 1． 即( ii)
得证．
定理 2 的证明 设 f( z) 是方程( 4) 的次正规

解，则 f( z + 2πi) 也是方程( 4) 的次正规解． 从而
f( z) － f( z + 2πi) 也是方程( 4) 的次正规解．
如果 f( z) － f( z + 2πi) ≡ 0，则由引理 2 可知

f( z) 的表示形式为
f( z) = eβz［g1 ( e

z ) + g2 ( e
－z ) ］，

其中 β是复常数，g1 ( z) ，g2 ( z) 是关于 z的多项式．显
然 f( z) 具有( 5) 式的表示形式．
如果 f( z) － f( z + 2πi) 0，因 f( z) － f( z + 2πi)

是方程( 4) 的次正规解，则由引理 5 知
f( z) － f( z + 2πi) = eβ1z［g1 ( e

z ) + g2 ( e
－z ) ］，( 16)

其中 β1 是复常数，g1 ( z) ，g2 ( z) 是关于 z的多项式．
下面分 2 种情形讨论
情形 1 假设( 16) 式中的 β1 不是整数，令

g( z) = f( z) + 1
e2πiβ1 － 1

eβ1z［g1( e
z ) + g2( e

－z ) ］，( 17)

则由( 16) 式和( 17) 式知，g( z) 是方程( 4) 的次正
规解且 g( z) ≡ g( z + 2πi) ．从而由引理 2 知

g( z) = eβ2z［g3 ( e
z ) + g4 ( e

－z ) ］， ( 18)
其中 β2 是复常数，g3 ( z) ，g4 ( z) 是关于 z 的多项式．
结合( 17) 式和( 18) 式有

f( z) = 1
1 － e2πiβ1

eβ1z［g1 ( e
z ) + g2 ( e

－z) ］+

eβ2z［g3 ( e
z ) + g4 ( e

－z) ］．
这表明 f( z) 具有( 5) 式的表示形式．
情形 2 假设( 16) 式中 β1 是整数，α是 1个非

零常数满足
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deg{ Q2 － αQ1 } ＜ degQ1 = degQ2 ． ( 19)
令

h( z) = eαz f( z) ． ( 20)
因为 f( z) 是方程( 4) 的次正规解，所以 h( z) 是

方程
h″ +［P3 ( e

z ) + Q3 ( e
－z) ］h' +［P4 ( e

z ) +
Q4 ( e

－z) ］h = 0 ( 21)
的次正规解，其中

P3 ( e
z ) = P1 ( e

z ) － 2α ，Q3 ( e
－z ) = Q1 ( e

－z ) ，

P4 ( e
z ) = P2 ( e

z ) － αP1 ( e
z ) + α2，

Q4 ( e
－z ) = Q2 ( e

－z ) － αQ1 ( e
－z ) ．

因此，P3 ( z) ，P4 ( z) ，Q3 ( z) ，Q4 ( z) 是关于 z 的
多项式，且由( 19) 式知，degQ3 ＞ degQ4 ．
下面需要考虑 2 种子情形．
情形2． 1 若( 21) 式中P4 + Q4≡0，因 degQ3 ＞

degQ4，则由定理1( i) 知 h( z) ≡ c，其中 c是常数．结
合( 20) 式知 f( z) = ce －αz ．这表明 f( z) 具有( 5) 式的
表示形式．
情形2． 2 若( 21) 式中P4 + Q40 ，因degQ3 ＞

degQ4，则由定理1( ii) 知 h( z) = g3 ( e
z ) ，其中 g3 ( z)

是关于 z 的多项式且 degg3 ≥ 1，结合( 20) 式知
f( z) = e －αzg3 ( e

z ) ，即 f( z) 具有( 5) 式的表示形式．
综上所述，定理 2 证毕．
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The Subnormal Solutions of Second Order Homogeneous Differential Equations

ZHAN Yan-yan，XIAO Li-peng
( College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: The representations of all subnormal solutions of second order homogeneous linear differential equations
f ″ +［P1 ( e

z ) + Q1 ( e
－ z) ］f ' +［P2 ( e

z ) + Q2 ( e
－ z) ］f = 0 are investigated． When the degrees of Qj ( j = 1，2 ) are

different，the representations of subnormal solutions of equations will be different，which complete the existing re-
sults．
Key words: periodic coefficient; subnormal solutions; linear differential equation
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