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两参数 Lomax分布中参数的区间估计和假设检验

龙 兵
( 荆楚理工学院数理学院，湖北 荆门 448000)

摘要: 研究了两参数 Lomax分布参数的区间估计和假设检验问题．分别在形状参数和尺度参数已知的情
形下，给出了尺度参数、形状参数的置信区间和假设检验的拒绝域以及 p分位数的置信区间，并运用随机
模拟的方法分别对 2 个参数进行了统计分析．
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0 引言

Lomax分布是数理统计中一种重要分布． 由于
该分布的失效率是单调递减和单调递增的，并且在

生命科学和可靠性工程学等方面的寿命试验数据处

理中起着重要作用，因此有许多统计学者对此分布

进行了研究，得到了一些结果． 文献［1-8］研究了不
同损失函数下，当尺度参数已知时形状参数的

Bayes估计，文献［9］研究了两参数 Lomax 分布次序
统计量的性质和渐近分布．
已有的研究成果对于参数的 Bayes估计问题都

是假设尺度参数已知，对形状参数进行点估计．而对
尺度参数进行区间估计和假设检验的研究文献较少

见．本文将分别对形状参数和尺度参数进行区间估
计和假设检验，因此该研究就显得尤为重要．
两参数 Lomax分布的概率密度函数为

f( x) = θ
λ 1 + x( )λ

－ ( θ+1)
，x ＞ 0，λ ＞ 0，θ ＞ 0，( 1)

其分布函数为

F( x) = 1 － ( 1 + x /λ) －θ，x ＞ 0，λ ＞ 0，θ ＞ 0，
其中 λ为尺度参数，θ为形状参数．
由( 1) 式得，当 θ ＞ 1 时，Lomax 分布的期望

E( X) = λ / ( θ － 1) ，当 θ ＞ 2 时，其方差为
D( X) = λ2θ ［( θ － 1) 2 ( θ － 2) ］，

变异系数为

Cv ( X) = D( X槡 ) /E( X) = θ / ( θ － 2槡 ) ．
在全样本下对参数 λ，θ的经典点估计可以通过

矩估计法和极大似然法得到，这里不作研究．

1 Lomax分布中参数 λ，θ及 p分位数
的区间估计

假设 Y ～ U( 0，1) ，从总体 U( 0，1) 中抽取容量
为 n的样本( Y1，Y2，…，Yn ) ，构造统计量 p( n) = Y1·
Y2…Yn，则有如下引理．

引理 1［10］ p( n) 的分布函数为

Fp( n) ( z) =

0，z ＜ 0，

[z 1 － ln z + ( － ln z) 2
2! + … +

( － ln z) n－1
( n － 1 ]) ! ，0 ≤ z ＜ 1，

1，z≥ 1












，

( 2)

p( n) 的密度函数为

fp( n) ( z) =
( － 1) n－1
( n － 1) ! ( ln z) n－1，0 ＜ z ＜ 1． ( 3)

证 只需要证明 p( n) 的密度函数为( 3) 式即
可．对( 3) 式积分就可得( 2) 式．
下面用归纳法进行证明．
当 k = 1时，p( 1) = Y1，其密度函数为 fp( 1) ( z) =

1，0 ＜ z ＜ 1，结论显然成立．
假设当 k = n时，结论成立，即

fp( n) ( z) =
( － 1) n－1
( n － 1) ! ( ln z) n－1，0 ＜ z ＜ 1．

接下来证明当 k = n + 1 时，结论也是成立的．
因为 p( n + 1) = U1U2…UnUn+1 = p( n) Un+1，且



Un+1 ～ U( 0，1) ，p( n) 与Un+1独立，所以 p( n + 1) 的
分布函数为

Fp( n+1) ( z) = P( p( n) Un+1 ≤ z) =

xy≤z，0 ＜ x，y ＜ 1

( － ln y) n－1
( n － 1) ! dxdy．

当 z ＜ 0 时，Fp( n+1) ( z) = 0; 当 z ≥ 1 时，
Fp( n+1) ( z) = 1; 当 0 ≤ z ＜ 1 时，

Fp( n+1) ( z) = 1 － ∫
1

z

( － ln y) n－1
( n － 1) ! dy ∫

1

z / y
dx =

1 － ∫
1

z

( － ln y) n－1
( n － 1) ! 1 － z( )y

dy =

1 － ∫
1

z

( － ln y) n－1
( n － 1) ! dy － ( － 1) n

n! z ( ln z)[ ]n ．

对上式两端关于 z求导，得

fp( n+1) ( z) =
dFp( n+1) ( z)

dz [= － － ( － ln z) n－1
( n － 1) ! －

( － 1) n
n! ·

d
dzz ( ln z) ]n = ( － ln z) n－1

( n － 1) ! +

( － 1) n
n! ［( ln z) n + n ( ln z) n－1］ = ( － 1) n

n! ( ln z) n ．

定理 1 设随机变量 X 服从 P( n) 分布，令
Y = － 2ln X，则 Y ～ χ2 ( 2n) ．
证 FY( y) = P( Y≤ y) = P( － 2ln X≤ y) =

P( 2ln X≥－ y) = P( X≥e－y/2) = ∫
1

e －y/2

( － ln x) n－1
( n － 1) ! dx，

fY ( y) = F'Y ( y) =
yn－1

2n ( n － 1) !
e －y /2，0 ＜ y ＜ ∞ ．

这正是 χ2 ( 2n) 分布的概率密度函数．
设 X1，X2，…，Xn 是来自两参数 Lomax 分布( 1)

的独立同分布随机样本．
令 Ui = 1 － ( 1 + Xi /λ)

－θ，Vi = 1 － Ui，i = 1，2，
…，n，则 Vi 服从均匀分布 U( 0，1) ．构造随机变量

p = V1V2…Vn = ∏
n

i = 1
1 +

Xi( )λ

－θ

，

由引理 1 知 p ～ p( n) ，则

Y = －2ln p = －2∑
n

i =1
ln 1 +

Xi( )λ

－θ

= 2θ∑
n

i =1
ln 1 +

Xi( )λ
，

由定理 1 知 Y ～ χ2 ( 2n) ．
下面讨论参数及分位数的区间估计问题．

1． 1 当尺度参数 λ已知时，形状参数 θ的区间估计

取枢轴量 Y = 2θ∑
n

i = 1
ln( 1 + Xi /λ) ，α ∈ ( 0，

1) ，对于给定的置信水平 1 － α，考虑

P( χ2α/2( 2n) ≤2θ∑
n

i =1
ln 1 +

Xi( )λ
≤χ21－α/2( 2n) ) = 1 － α，

即

P
χ2α/2( 2n)

2∑
n

i =1
ln 1 +

Xi( )λ

≤ θ≤
χ21－α/2( 2n)

2∑
n

i =1
ln 1 +

Xi( )








λ
= 1 － α．

因此，θ的置信水平 1 － α的置信区间为
χ2α /2 ( 2n)

2∑
n

i = 1
ln( 1 + Xi /λ)

，
χ21－α /2 ( 2n)

2∑
n

i = 1
ln( 1 + Xi /λ

[ ]) ． ( 4)
1． 2 当形状参数 θ已知时，尺度参数 λ的区间估计

仍取枢轴量 Y = 2θ∑
n

i = 1
ln( 1 + Xi /λ) ，对于置信

水平 1 － α，则

P χ2α/2( 2n) ≤2θ∑
n

i =1
ln( 1 + Xi /λ) ≤ χ21－α/2( 2n( )) = 1 － α．

由于 Y是 λ的严格单调递减函数，解不等式

χ2α /2 ( 2n) ≤ 2θ∑
n

i = 1
ln( 1 + Xi /λ) ≤ χ21－α /2 ( 2n)

可以得到

λ∧L ( X1，X2，…，Xn ) ≤ λ≤ λ∧U ( X1，X2，…，Xn ) ．
因此，λ的置信水平为 1 － α的置信区间为

［λ∧L ( X1，X2，…，Xn ) ，λ
∧

U ( X1，X2，…，Xn) ］．
事实上，对任给的正实数 k，方程

h( λ) = 2θ∑
n

i = 1
ln( 1 + Xi /λ) － k = 0

都有唯一解．此因 λ→+ !，2θ∑
n

i =1
ln( 1 + Xi /λ) － k →

－ k，λ → 0 +，2θ∑
n

i = 1
ln( 1 + Xi /λ) － k →+ !，且

2θ∑
n

i = 1
ln( 1 + Xi /λ) － k是 λ的严格单调递减函数．

1． 3 分位数的区间估计

由于分布函数 F( x) = 1 － ( 1 + x /λ) －θ，p∈
( 0，1) ，当F( xp ) = p时，解得Lomax分布的 p分位数
为 xp = λ［( 1 － p) －1 /θ － 1］，可以看到 xp是λ的单调
递增函数，因此，当 θ已知时，p分位数 xp 的 1 － α置
信区间为

［λL ( ( 1 － p) －1 /θ － 1) ，λU ( ( 1 － p) －1 /θ － 1) ］．
又因为 xp是 θ的单调递减函数，因此，当 λ已知

时，p分位数 xp 的 1 － α置信区间为
［λ( ( 1 － p) －1 /θU － 1) ，λ( ( 1 － p) －1 /θL － 1) ］， ( 5)
其中

θ∧L =
χ2α /2 ( 2n)

2∑
n

i = 1
ln( 1 + Xi /λ)

，θ∧U =
χ21－α /2 ( 2n)

2∑
n

i = 1
ln( 1 + Xi /λ)

．
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2 关于参数 λ，θ的假设检验

2． 1 当 λ已知时，θ的假设检验

首先讨论 H0 : θ ≤ θ0，H1 : θ ＞ θ0 ． 取 Y = 2θ·

∑
n

i = 1
ln( 1 + Xi /λ) 作为检验统计量，则 Y是 θ的严格

单调递增函数．
当原假设 H0 成立时，

2θ0∑
n

i = 1
ln 1 +

Xi( )λ
≤{ }k  2θ∑

n

i = 1
ln 1 +

Xi( )λ
≤{ }k ，

取

P 2θ0∑
n

i = 1
ln 1 +

Xi( )λ
≤ χ2α ( 2n{ }) ≤

P 2θ∑
n

i = 1
ln 1 +

Xi( )λ
≤ χ2α ( 2n{ }) = α，

所以检验的拒绝域

W = ( X1，X2，…，Xn) 2θ0∑
n

i =1
ln 1 +

Xi( )λ
≤ χ2α( 2n{ }) ．

用类似的方法对 H0 : θ≥ θ0，H1 : θ ＜ θ0，检验的
拒绝域取为

W = ( X1，X2，…，Xn) 2θ0∑
n

i =1
ln 1 +

Xi( )λ
≥ χ21－α( 2n{ }) ．

对 H0 : θ = θ0，H1 : θ≠ θ0 检验的拒绝域取为

{W = ( X1，X2，…，Xn) 2θ0∑
n

i =1
ln 1 +

Xi( )λ
≤ χ2α/2( 2n)

或 2θ0∑
n

i = 1
ln 1 +

Xi( )λ
≥ χ21－α /2 ( 2n }) ．

2． 2 当 θ已知时，λ的假设检验

对于假设检验 H0 : λ ≤ λ0，H1 : λ ＞ λ0 ． 取 Y =

2θ∑
n

i = 1
ln ( 1 + Xi /λ) 作为检验统计量，显然 Y是 λ的

严格单调递减函数．
当 H0 成立时，有

2θ∑
n

i = 1
ln 1 +

Xi

λ( )
0

≥{ }k  2θ∑
n

i = 1
ln 1 +

Xi( )λ
≥{ }k ，

取

P 2θ∑
n

i = 1
ln( 1 + Xi /λ0 ) ≥ χ21－α ( 2n{ }) ≤

P 2θ∑
n

i = 1
ln( 1 + Xi /λ) ≥ χ21－α ( 2n{ }) = α，

所以检验的拒绝域为

{W = ( X1，X2，…，Xn) 2θ∑
n

i =1
ln 1 +

Xi

λ( )
0

≥ χ21－α( 2n }) ．

类似地，对假设检验问题 H0 : λ ≥ λ0，H1 : λ ＜
λ0 ．检验的拒绝域取为

{W = ( X1，X2，…，Xn) 2θ∑
n

i =1
ln 1 +

Xi

λ( )
0

≤ χ2α( 2n }) ．

对检验问题 H0 : λ = λ0，H1 : λ ≠ λ0 ． 检验的拒
绝域取为

{W = ( X1，X2，…，Xn) 2θ∑
n

i =1
ln( 1 + Xi /λ0) ≤ χ2α/2( 2n)

或 2θ∑
n

i = 1
ln( 1 + Xi /λ0 ) ≥ χ21－α /2 ( 2n }) ．

对于 p 分位数的假设检验问题，也可以用类似
的方法得到检验的拒绝域，这里不再论述．

3 随机模拟及实例分析

类似于文献［11］，下面用随机模拟来验证统计
方法的优劣．具体步骤如下:

Step 1 产生1组容量为 n的服从U( 0，1) 的相
互独立随机样本 Y1，Y2，…，Yn ;

Step 2 给定 λ，θ的值，令
xi = λ［( 1 － Yi )

－1 /θ － 1］，i = 1，2，…，n，
则 x1，x2，…，xn 是服从两参数 Lomax分布的样本;

Step 3 给定 p = 0． 4及取 α = 0． 05，由( 4) 式
和( 5) 式可以得到 θ和 xp 置信区间，从而能够判断

所得区间是否包含 θ和 xp 的真值．
以上步骤随机模拟 1 000 次，计算不同的样本

容量 n和参数 λ，θ下，参数 θ及0． 4分位数的覆盖率
及上、下限均值．模拟结果列于表 1 中．

表 1 覆盖率及上、下限均值( α = 0． 05)

λ θ的
真值 n θ的

覆盖率
x0． 4 的
覆盖率

下限
均值

上限
均值

1． 2 3． 0 10 0． 950 0． 946 1． 595 0 5． 682 6
12 0． 957 0． 951 1． 705 4 5． 413 3

1． 2 2． 8 10 0． 945 0． 949 1． 493 3 5． 320 2
12 0． 947 0． 944 1． 605 9 5． 097 6

1． 2 2． 6 10 0． 963 0． 962 1． 408 6 5． 018 6
12 0． 946 0． 956 1． 424 8 4． 522 6

1． 0 3． 0 10 0． 944 0． 945 1． 588 9 5． 660 8
12 0． 959 0． 959 1． 698 6 5． 391 6

1． 0 2． 8 10 0． 946 0． 957 1． 482 3 5． 281 1
12 0． 953 0． 962 1． 568 6 4． 978 9

1． 0 2． 6 10 0． 953 0． 949 1． 409 0 5． 019 8
12 0． 951 0． 952 1． 467 8 4． 659 2

由表1可知，对于给定的置信水平0． 95，覆盖率
跟 0． 95 非常接近．另外，随着样本量 n的增大，下限
均值增大和上限均值减小．
使用 Matlab 软件，给定 θ = 3，λ = 1 通过

Monte-Carlo方法随机产生 1 组容量为 14 且服从
Lomax分布( 1) 的样本，按照从小到大的顺序排列
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如下:

0. 079 8，0. 084 8，0. 136 7，0. 160 1，0. 183 7，
0. 207 6，0. 235 8，0. 294 4，0. 340 3，0. 380 8，

0. 485 6，0. 684 9，1. 566 1，1. 709 6．
经过统计分析得到相关结论如表 2 和表 3．

表 2 当 λ = 1 时，分位数的区间估计、θ的区间估计和假设检验( α = 0． 05)

θ的置信区间 x0． 4 置信区间 x0． 6 置信区间
H0 : θ≤ 2
H1 : θ ＞ 2

H0 : θ≥ 4． 5
H1 : θ ＜ 4． 5

H0 : θ = 3． 5
H1 : θ≠ 3． 5

［1． 617，4． 696］ ［0． 115，0． 372］ ［0． 215，0． 762］ 接受 H0 拒绝 H0 接受 H0

表 3 当 θ = 3 时，分位数的区间估计、λ的区间估计和假设检验( α = 0． 05)

λ的置信区间 x0． 4 置信区间 x0． 6 置信区间
H0 : λ≤ 0． 6
H1 : λ ＞ 0． 6

H0 : λ≥ 1． 2
H1 : λ ＜ 1． 2

H0 : λ = 0． 5
H1 : λ≠ 0． 5

［0． 545，2． 136］ ［0． 101，0． 397］ ［0． 195，0． 763］ 拒绝 H0 接受 H0 拒绝 H0

从表 2 和表 3 中的数据可以看到，参数真值落
在置信区间的中部．随着 p值的增大，分位数 xp的置

信区间长度也随之增大，这与 Lomax 分布的密度函
数是单调递减的性质相符合．
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The Interval Estimation and Hypothesis Test of the Parameters from
Lomax Distribution

LONG Bing
( Department of Mathematics and Physics，Jingchu University of Technology，Jingmen Hubei 448000，China)

Abstract: Interval estimation and hypothesis test of the parameters from Lomax distribution with two parameters are
discussed． Confidence intervals and hypothesis tests of scale and shape parameters are given when the shape param-
eter or scale parameter is known． In addition，p quantile is also obtained about Lomax distribution． In the end，statis-
tical analysis of two parameters are carried out by means of Monte Carlo simulation．
Key words: Lomax distribution; Chi-quare distribution; interval estimation; hypothesis test
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