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非连通图 G1 ∪G2⊙K1 的优美标号

吴跃生，王广富，徐保根
( 华东交通大学理学院，江西 南昌 330013)

摘要: 研究了图 G1∪G2⊙K1 的优美性，其中 G1是满足一定条件的交错图，G2是任一优美图，G2⊙K1 是优

美图 G2中优美值为 1 的顶点粘接 1 条悬挂边所形成的图．构造了 1 类新优美图，推广了已有文献的结果．
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0 引言

优美图集广泛的应用性和趣味性于一身，因而

优美图的研究是图论中较为活跃的课题之一 ［1-19］．
许多学者对非连通图的优美性进行了研究，本文推

广了文献［7，10］的结论．
本文所讨论的图均为无向简单图，V( G) 和

E( G) 分别表示图G的顶点集和边集，未说明的符号
及术语均同文献［1］．
定义 1 对于图 G = ( V，E) 如果存在 1个单射

θ: V( G) {→ 0，1，2，…，E( G }) 使得对所有边 e =

( u，v) ∈ E( G) ，由 θ'( e) = θ( u) － θ( v) 导出的

E( G) {→ 1，2，…，E( G }) 是 1个双射，则称 G是

优美图，θ是 G的一组优美标号，称 θ'为 G的边上的
由 θ导出的诱导值．
定义 2 图 G的顶点集 V( G) 能分成 2 个非空

子集 X和 Y，使得 X∪ Y = V( G) ，X∩ Y = ，且 G

的每条边的端点分别在 X和 Y中，称此图为二分图，
记作 G = ( X，Y; E) ，二分划记为( X，Y) ; 若此图是
优美的，则称为优美二分图．
定义 3 G 是优美二分图，其优美标号为 θ，

V( G) 的划分为集合X，Y，若max
v∈X

θ( v) ＜ min
v∈Y

θ( v) ，则

称 θ 是 G 的交错标号，G 是在交错标号 θ 下的交
错图．
定义 4 设 θ为 G的 1个优美标号，如果存在 1

个正整数 k，使得uv∈ E( G) 有

θ( u) ＞ k≥ θ( v) 或 θ( u) ≤ k ＜ θ( v) ，
则称 θ为G的平衡标号( 或称G 有平衡标号 θ) ，且称
k为 θ的特征．称图 G为平衡二分图．
显然，若 θ为 G的平衡标号，则 k是边导出标号

为 1 的边的 2 个端点中标号较小的顶点的标号．
由定义 3 和定义 4 知，平衡图与交错图等价，平

衡图的平衡标号 θ的特征 k = max
v∈X

θ( v) ．

1 主要引理

引理 1 α∈ { 0，1，2，…，m} ，路Pm = v1v2…vm
存在 1 个优美标号 θ，使得 θ( vo ) = α．
引理 2 E( Gi ) = pi，gi ( v) 是图 Gi 的特征为

ki 的交错标号，V( Gi ) = ( Xi，Yi ) ，且 pi － 1和 ki + 2
都不是 gi ( v) 值，其中 pi － 1 ＞ ki + 2( i = 1，2，…，

n) ; 对任意自然数 n，∪
n

i = 1
Gi 既是优美图，也是交错

图，存在特征为 k∈ { k1，k2，…，kn} 的交错标号 g，

使得∑
n

i = 1
pi － 1 和 k + 2 都不是 g( v) 值．

引理 3 当 max { mi，ni} ≥ 3，min {mi，ni} ≥ 2

( i = 1，2，…，n) 时，∪
n

i = 1
Km 是交错图; 存在特征为 k

的交错标号，使 k + 2 不在顶点标号集合内．
引理 4 当 n ＞ 2 时，2〈C4，n〉是交错图．存在

特征为 k = 4n的交错标号，使 4n + 2和 8n － 1不在
顶点标号集合内．

引理5 ∪
n

i = 1
Fmi，ti ( mi≥2，ti≥2，i = 1，2，…，n)



是交错图; 存在特征为 k的交错标号，使 k + 2不在顶
点标号集合内．

引理6 ∪
n

i = 1
Hmi，ti ( mi≥2，ti≥2，i = 1，2，…，n)

是交错图; 存在特征为 k的交错标号，使 k + 2不在顶
点标号集合内．
引理7 m∈N( m≥2) ，∧C4，m是交错图，存

在特征为 k的交错标号，使 k + 2 和 E( ∧ C4，m) － 1
不在顶点标号集合内，且

E( ∧ C4，m ) － 1 ＞ k + 2．
引理 8 对于自然数m( m≥2) ，m － C4是交错图，

存在特征为 k的交错标号，使 k + 2和 E( m － C4) － 1
不在顶点标号集合内，且

E( m － C4 ) － 1 ＞ k + 2．

2 主要结果及其证明

定理1 如果交错标号θ的特征为k的交错图G1，

不存在 k + 2 的标号值，G2 为任一非平凡优美图，

G2⊙K1是优美图G2中优美值为1的顶点粘接一条悬挂
边所形成的图，则非连通图 G1 ∪ G2⊙K1 是优美图; 且

当 G2 为交错图时，设 G2 的交错标号 θ1 的特征为 k1，
( X1，Y1) 是G2的二分划，maxv∈X1

θ1( v) = k1 ＜ min
v∈Y1

θ1( v) =

k1 + 1，θ1 ( v) = 1，v∈ X1，非连通图G1 ∪ G2⊙K1 是

交错图．
证 设边数为 q的图G的优美标号为 θ，则1和

q － 1必有一个被 θ用到，换言之，非平凡的优美图 G
必存在 1是其优美值的优美标号．设 G2 的优美标号

为 θ1，θ1 ( v1 ) = 1，在 v1处粘接的 1条悬挂边为 v1v2，
E( G1 ) = n， E( G2⊙K1 ) = m，G1 = ( X，Y; E) ，

定义非连通图 G1 ∪ G2⊙K1 的标号 θ2 如下:

θ2 ( v) =

θ( v) + m， v∈ Y，
θ( v) ， v∈ X，
θ1 ( v) + k + 1，v∈ G2，

m + k + 2， v = v2
{

．

下证 θ2 是非连通图 G1 ∪ G2⊙K1 的优美标号．

( i) 非连通图 G1 ∪ G2⊙K1 中 G1 的顶点标号集

合为{ 0，1，…，k} ∪ { k + 1 + m} ∪ { k + 3 + m，k +

4 + m，…，n + m} 的子集，标号互不相同．
在交错标号 θ 下，图 G1 边导出的标号集合是

{ 1，2，…，n} ，由 θ2 的定义以及( X，Y) 是二分划知，
在标号 θ2下，图G1边导出的标号集合是{ m + 1，m +
2，…，m + n} ．上述边标号互不相同．

( ii) 非连通图 G1 ∪ G2⊙K1 中 G2⊙K1 的顶点标

号集合为{ k + 1，k + 2，…，k + m} ∪ { k + 2 + m} 的子

集，边导出的标号集合是{ 1，2，…，m － 1} ∪ { m} ．
由( i) 和( ii) 知 θ2 是非连通图 G1 ∪ G2⊙K1 的

优美标号．
当 G2 为交错图时，设图 G2 的交错标号 θ1 的特

征为 k1，则maxv∈X1
θ1 ( v) = k1 ＜ min

v∈Y1
θ1 ( v) = k1 + 1，其

中( X1，Y1 ) 是 G2 的二分划，θ1 ( v) = 1( v∈ X1 ) ．令
X2 = X1 ∪ X，Y2 = Y1 ∪ Y∪ { v2 } ，则有
max
v∈X2

θ2 ( v) = k1 + 1 + k ＜ min
v∈Y2

θ2 ( v) = k1 + 2 + k，

即 θ2 是非连通图 G1 ∪ G2⊙K1 的交错标号，此交错

标号的特征为 k1 + 1 + k．
推论1 E( Gi ) = pi，如果交错标号 θi的特征

为 ki 的交错图 Gi，不存在 ki + 2的标号值，pi ＞ ki +
2( i = 1，2，…，n + 1) ，Gi⊙K1 是交错图 Gi 中优美值

为 1的顶点粘接 1条悬挂边所形成的图，则非连通图

Gn+1 ∪
n

i = 1
( Gi⊙K1 ) 是交错图．设 θ是图 Gn+1 ∪

n

i = 1
( Gi⊙

K1) 的交错标号，则θ的特征为k =∑
n

i =1
ki + ( n － 1) ，图

Gn+1 ∪
n

i = 1
( Gi⊙K1 ) 不存在 k + 2 的标号值．

证 连续 n次应用定理 1 就可以得出推论 1．
推论 2 当 max { mi，ni} ≥ 3，min { mi，ni} ≥

2( i = 1，2，…，n) 时，T 为毛虫树等优美树时，图

∪
n

i = 1
Km ∪ T⊙K1 是优美图．

证 由定理 1 和引理 3 可以得出推论 2．
推论 3 当 max { mi，ni} ≥ 3，min { mi，ni} ≥

2( i = 1，2，…，n) 时，图∪
n

i = 1
Km ∪ Pm 是优美图．

证 由引理 1 和推论 2 可以得出推论 3．
推论 4 当 ni ＞ 2，ti ≥1，r≥1，T为毛虫树等优

美树时，图∪
r

i =1
( 2ti〈C4，ni〉) ∪ T⊙K1 是优美图．

证 由定理 1、引理 2 和引理 4 可得出推论 3．
推论 5 当 ni ＞ 2，ti ≥ 1，m≥ 2，r≥ 1 时，图

∪
r

i = 1
( 2ti〈C4，ni〉) ∪ Pm 是优美图．

证 由引理 1 和推论 4 可以得出推论 5．
推论 6 当mi≥ 2，ti≥ 2( i = 1，2，…，n) ，T为

毛虫树等优美树时，图∪
n

i = 1
Fmi，ti ∪ T⊙K1 是优美图．

证 由定理 1 和引理 5 可以得出推论 6．
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推论7 当mi≥2，ti≥2( i = 1，2，…，n) ，m≥

2 时，图∪
n

i = 1
Fmi，ti ∪ Pm 是优美图．

证 由引理 1 和推论 6 可以得出本推论 6．
推论 8 当mi≥ 2，ti≥ 2( i = 1，2，…，n) ，T为

毛虫树等优美树时，图∪
n

i = 1
Hmi，ti ∪ T⊙K1 是优美图．

证 由定理 1 和引理 6 可以得出推论 8．
推论 9 当 mi ≥ 2，ti ≥ 2( i = 1，2，…，n) ，

m≥ 2 时，图∪
n

i = 1
Hmi，ti ∪ Pm 是优美图．

证 由引理 1 和推论 8 可以得出推论 9．
推论 10 当 mi ≥ 2( i = 1，2，…，n) ，T为毛虫

树等优美树时，∪
n

i = 1
∧ C4，mi ∪ T⊙K1 是优美图．

证 由定理 1、引理 2和引理 7可得出推论 10．
推论11 当mi≥2( i = 1，2，…，n) ，m≥2时，

∪
n

i = 1
∧ C4，mi ∪ Pm 是优美图．

证 由引理 1 和推论 10 可以得出推论 11．
推论 12 当 mi ≥ 2( i = 1，2，…，n) ，T为毛虫

树等优美树时，∪
n

i = 1
( mi － C4 ) ∪ T⊙K1 是优美图．

证 由定理 1、引理 2和引理 8可得出推论 12．
推论13 当mi≥2( i = 1，2，…，n) ，m≥2时，

∪
n

i = 1
( mi － C4 ) ∪ Pm 是优美图．

证 由引理 1 和推论 12 可以得出推论 13．
推论 14 当 max { mi，ni} ≥ 3，min { mi，ni} ≥

2( i = 1，2，…，n) 时，令∪
n

i = 1
Km = G1，当 ni ＞ 2，ti ≥

1，m ≥ 2，r ≥ 1 时，令 ∪
r

i = 1
( 2ti〈C4，ni〉) = G2，当

mi ≥ 2，ti ≥ 2( i = 1，2，…，n) 时，令∪
n

i = 1
Fmi，ti = G3，

∪
n

i = 1
Hmi，ti = G4，当 mi ≥ 2( i = 1，2，…，n) 时，令

∪
n

i = 1
∧ C4，mi

= G5，∪
n

i = 1
( mi － C4 ) = G6，当 mi≥ 5( i =

1，2，…，n) 时，T 为毛虫树等优美树，则 ∪
6

j = 1
G j ∪

T⊙K1 是优美图．
证 由定理 1、引理 2 ～ 引理 8 可得推论 14．
推论 15 当 max { mi，ni} ≥ 3，min { mi，ni} ≥

2( i = 1，2，…，n) 时，令∪
n

i = 1
Km = G1，当 ni ＞ 2，ti ≥

1，m ≥ 2，r ≥ 1 时，令 ∪
r

i = 1
( 2ti〈C4，ni〉) = G2，当

mi ≥ 2，ti ≥ 2( i = 1，2，…，n) 时，令∪
n

i = 1
Fmi，ti = G3，

∪
n

i = 1
Hmi，ti = G4，当 mi ≥ 2( i = 1，2，…，n) 时，令

∪
n

i = 1
∧ C4，mi

= G5，∪
n

i = 1
( mi － C4 ) = G6，当 mi ≥ 5( i =

1，2，…，n) 时，令∪
n

i = 1
P3

mi
= G7，m≥ 2，则∪

7

j = 1
G j ∪ Pm

是优美图．
猜想 1 当 max { mi，ni} ≥ 3，min { mi，ni} ≥

2( i = 1，2，…，n) ，T为树时，图∪
n

i = 1
Km ∪ T⊙K1 是优

美图．
猜想 2 当 ni ＞ 2，ti ≥ 1，r≥ 1，T为树时，图

∪
r

i = 1
( 2ti〈C4，ni〉) ∪ T⊙K1 是优美图．

猜想 3 当mi≥ 2，ti≥ 2( i = 1，2，…，n) ，T为

树时，图∪
n

i = 1
Fmi，ti ∪ T⊙K1 是优美图．

猜想 4 当mi≥ 2，ti≥ 2( i = 1，2，…，n) ，T为

树时，图∪
n

i = 1
Hmi，ti ∪ T⊙K1 是优美图．

猜想 5 当 mi ≥ 2( i = 1，2，…，n) ，T为树时，

∪
n

i = 1
∧ C4，mi ∪ T⊙K1 是优美图．

猜想 6 当 mi ≥ 2( i = 1，2，…，n) ，T为树时，

∪
n

i = 1
( mi － C4 ) ∪ T⊙K1 是优美图．

猜想 7 当 mi ≥ 5( i = 1，2，…，n) ，T为树时，

∪
n

i = 1
P3

mi ∪ T⊙K1 是优美图．

猜想 8 当 max { mi，ni} ≥ 3，min { mi，ni} ≥

2( i = 1，2，…，n) 时，令∪
n

i = 1
Km = G1，当 ni ＞ 2，ti ≥

1，m ≥ 2，r ≥ 1 时，令 ∪
r

i = 1
( 2ti〈C4，ni〉) = G2，当

mi ≥ 2，ti ≥ 2( i = 1，2，…，n) 时，令∪
n

i = 1
Fmi，ti = G3，

∪
n

i = 1
Hmi，ti = G4，当 mi ≥ 2( i = 1，2，…，n) 时，令

∪
n

i = 1
∧ C4，mi

= G5，∪
n

i = 1
( mi － C4 ) = G6，当 mi ≥ 5( i =

1，2，…，n) 时，T为树，则∪
6

j = 1
G j ∪ T⊙K1 是优美图．
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On the Gracefulness of G1∪G2⊙K1

WU Yue-sheng，WANG Guang-fu，XU Bao-gen
( Institute of Technology，East China Jiaotong University，Nanchang Jiangxi 330013，China)

Abstract: The gracefulness of G1∪G2⊙K1 is studied． A new class of graceful graphs is constructed to promote the
results of the literature．
Key words: graceful graph; balanced bipartic graph; alternating graph; unconnected graph
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