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摘要: 在半序空间 X × X中证明了具 A = CB形式的混合单调算子的耦合不动点定理和最小最大耦合不
动点定理．最后将该定理应用于讨论含有不连续项的混合单调 Volterra型积分方程耦合拟解的存在性．

关键词: 混合单调算子; 半序拓扑空间; 耦合不动点; Volterra积分方程

中图分类号: O 177． 91 文献标志码: A

0 引言和预备知识

混合单调算子是一类重要的算子，广泛存在于

非线性积分方程和微分方程的应用［1-3］ 中． 在半序
Banach空间中混合单调算子的耦合不动点定理已
有许多很好的结果［4-6］． 孙经先在文献［7］中把
A = CB形式增算子的结果推广到了第2空间为半序
拓扑空间，没有要求算子的连续性和紧性，只要求

B( S) 是拟可分的拟紧集．许多增算子的结果可以适
当地推广到混合单调算子．基于这一思想，本文考虑
A表为 A = CB 形式的混合单调算子，结合文献［4］
中定理 2． 1 的方法将文献［8］中增算子的结果推广
到混合单调算子，其中 B是映 D( D是 X × X中的序
区间) 入另一个半序拓扑空间 Y的混合单调算子．
定义 1［9］ 设 X 是具有半序结构的 Hausdorff

拓扑空间，如果对 X中任意 2 个有向列{ xτ τ∈ T}
和{ yτ τ∈T} ，只要 xτ≤ yτ ( τ∈T) ，{ xτ} 网收敛
于 珋x，{ yτ} 网收敛于 珋y，就有 珋x≤ 珋y，则称 X是半序拓
扑空间．
引理 1［8］ 设 X是半序拓扑空间，则α∈ X，

{ y∈ X y≥ α} 是 X中的闭集．
定义2［10］ 设 X是半序空间，其半序用“≤”表

示，S X，A: S × S→ X，
( i) 若 x1，x2，y1，y2∈ S，x1≤ x2，y1≥ y2蕴含着

A( x1，y1 ) ≤ A( x2，y2 ) ，则称 A是混合单调算子;
( ii) 若( x* ，y* ) ∈ S × S 满足 x* = A( x* ，

y* ) ，y* = A( y* ，x* ) ，则称( x* ，y* ) 是 A的耦合不

动点;

( iii) 若 珋x∈ S满足 珋x = A( 珋x，珋x) ，则称 珋x是 A的
不动点．
若有耦合不动点( z，w) 使得对任何 A的耦合不

动点( p，q) 有 z≤ p，q≤ w，则称( z，w) 为算子 A的
最小最大耦合不动点．
乘积空间 X × X的半序记为“≤1”:
( x，y) ≤1 ( u，v) x≤ u，v≤ y， ( 1)

则 X × X也为半序空间．

定义算子 A
～
: S × S→ X × X如下:

A
～
( x，y) = ( A( x，y) ，A( y，x) ) ，( x，y) ∈ S × S．
引理2［4］ 若 A: S × S→ X为混合单调算子，则

( i) 在 X × X中的半序“≤1”下 A
～
为增算子;

( ii) A
～
有不动点( x，y) 的充要条件是( x，y) 为A

的耦合不动点;

( iii) A
～
的最小不动点为 A 的最小最大耦合不

动点．

1 混合单调算子的耦合不动点定理

定理 1 设 X为半序集，［u0，v0］是 X中的序区

间．令 D = ［( u0，v0 ) ，( v0，u0 ) ］，则 D是 X × X中的
序区间． 设 Y 为半序拓扑空间，若算子 A: D → X
满足:

( i) u0 ≤ A( u0，v0 ) ，A( v0，u0 ) ≤ v0 ;
( ii) 存在混合单调算子 B: D→ Y 及增算子 C:

B( D) → X使得 A = CB;



( iii) B( D) 中任一全序子集是 Y中的相对紧集，
则 A在 D中至少有耦合不动点．
证 由条件( i) 和( ii) 知 A: D→［u0，v0］为混

合单调算子，又由引理 2知 A
～
是映 D到 D的增算子．

令 M1 = { ( x，y) ∈ D ( x，y) ≤1A
～
( x，y) } ，M2 =

{ ( y，x) ∈ D ( x，y) ∈ M1 } ，由条件( i) 知( u0，v0 ) ∈
M1，故 M1 ≠，于是 M2 ≠．
设 N1 为 M1 中的任一全序子集，则 N2 = { ( y，

x) ( x，y) ∈ N1 } 为 M2 中的全序子集．因 B为混合
单调算子，故 B( Ni ) ( i = 1，2) 是 Y中的全序子集且
B( Ni )  B( D) ． 由条件( iii) 知，B( Ni )  B( Mi )

( i = 1，2) 在 Y 中相对紧． 令B( Ni ) 分别是 B( Ni )

( i = 1，2) 在Y中的闭包，则B( Ni ) ( i = 1，2) 是Y中
的紧集．
对于 p，q ∈ Y，记 T1 ( p) = { y ∈ Y p ≤ y} ，

T2 ( q) = { y∈ Y y≤ q} ，由引理 1 知，T1 ( p) ，T2 ( q)
是 Y中的闭集．p∈B( N1 ) 及q∈B( N2 ) ，分别令

J1 ( p) = B( N1 ) ∩T1 ( p) ，J2 ( q) = B( N2 ) ∩T2 ( q) ，

则 J1 ( p) ，J2 ( q) 都是 Y中的闭集．
考察 B( N1 ) 中 的 闭 子 集 族 { J1 ( p) p ∈

B( N1 ) } ，任意给定其中有限个成员

{ J1 ( pi ) i = 1，2，…，n，pi ∈ B( N1 ) } ，

令 p* = max{ pi i = 1，2，…，n} ，因为B( N1 ) 是全序

集，所以 p* 有定义，并且 pi≤ p* ( i = 1，2，…，n) ，即

p* ∈∩
n

i = 1
J1 ( pi ) ，从而∩

n

i = 1
J1 ( pi ) 非空．又B( N1 ) 是紧

集，根据紧集的有限非空交性质［11］ 知，

∩
p∈B( N1)

J1 ( p) ≠．

同样考察B( N2 ) 中的闭子集族{ J2 ( q) q ∈
B( N2 ) } ，任意给定其中的有限个成员

{ J2 ( qj ) j = 1，2，…，m，qj ∈ B( N2 ) } ，

令 q* = min{ qj j = 1，2，…，m} ，因为B( N2 ) 是全序

集，所以 q* 有定义，并且 q*≤ qj ( j = 1，2，…，m) ，即

q*∈∩
m

j = 1
J2 ( qj ) ，从而∩

m

j = 1
J2 ( qj ) 非空，又由B( N2 ) 是紧

集及有限非空交性质知 ∩
q∈B( N2)

J2 ( q) ≠ ． 所以，

p－ ∈ ∩
p∈B( N1)

J1 ( p) ，q
－
∈ ∩

q∈B( N2)
J2 ( q) ，且 p ∈

B( N1 ) 及q∈ B( N2 ) 有

p≤ p－，q－ ≤ q． ( 2)

由 p－ ∈ ∩
p∈B( N1)

J1 ( p)  B( N1 )  B( D) =

［B( u0，v0 ) ，B( v0，u0 ) ］，q
－
∈ ∩

q∈B( N2)
J2 ( q)  B( N2 ) 

B( D) 知，{ pα α∈Γ}  B( N1) 及{ qβ β∈ Λ} 

B( N2 ) 使得{ pα} 网收敛于 p－，{ qβ} 网收敛于 q－．由于

p－，q－ ∈ B( D) ，因此 x－1 = Cp－ ∈［u0，v0］，x
－
2 = Cq－ ∈

［u0，v0］有定义，下证:

( i) ( x－1，x
－
2 ) 是 N1 的上界． 事实上，任取( x1，

y1 ) ∈N1，则( y1，x1 ) ∈ N2，由( 2) 式知 B( x1，y1 ) ≤

p－，q－ ≤B( y1，x1 ) ．再由 C是增算子知，

CB( x1，y1 ) ≤ Cp－ = x－1，x
－
2 = Cq－ ≤ CB( y1，x1 ) ，

即 A( x1，y1 ) ≤ x－1，x
－
2 ≤ A( y1，x1 ) ．又因为 N1  M1，

所以，( x1，y1 ) ≤1A
～
( x1，y1 ) = ( A( x1，y1 ) ，A( y1，

x1 ) ) ，于是 x1≤ A( x1，y1 ) ，A( y1，x1 ) ≤ y1，从而 x1≤

x－1，x
－
2 ≤ y1 ．由( 1) 式得( x1，y1 ) ≤1 ( x

－
1，x

－
2 ) ，即( x

－
1，

x－2 ) 是 N1 的上界．

( ii) ( x－1，x
－
2) ∈M1，即要证( x

－
1，x

－
2) ≤1A

～
( x－1，x

－
2) ．

因( x
－
1，x

－
2) 是 N1 的上界，故( x

－
2，x

－
1) 是 N2 的下界．任取

( x1，y1) ∈ N1，( x2，y2) ∈ N2，都有( x1，y1) ≤ ( x
－
1，x

－
2) ，

( x－2，x
－
1) ≤ ( x2，y2) ．由 B的混合单调性可知，

B( x1，y1 ) ≤ B( x－1，x
－
2 ) ，B( x

－
2，x

－
1 ) ≤ B( x2，y2 ) ．

前面已证{ pα α∈Γ}  B( N1 ) 及{ qβ β∈

Λ}  B( N2 ) 使得{ pα} 网收敛于 p－，{ qβ} 网收敛于

q－，所以α∈ Γ，pα ≤ B( x－1，x
－
2 ) ，但{ pα} 网收敛于

p－，于是由 Y为半序拓扑空间知 p－≤ B( x－1，x
－
2 ) ．同理，

β∈ Λ，B( x
－
2，x

－
1 ) ≤ qβ，且{ qβ} 网收敛于 q－，故有

B( x－2，x
－
1 ) ≤ q－，于是由C的单调性有( x

－
1，x

－
2 ) = ( Cp

－
，

Cq－) ≤1 ( CB( x
－
1，x

－
2 ) ，CB( x

－
2，x

－
1 ) ) = A

～
( x－1，x

－
2 ) ，故

( x－1，x
－
2 ) ∈ M1 ．

由( i) 和( ii) 得( x
－
1，x

－
2 ) 为 N1 在 M1 中的上界．

利用 Zorn 引理知，M1 有极大元( x
* ，y* ) ，且( x* ，

y* ) ≤1A
～
( x* ，y* ) ． 又由 A

～
是增算子知 A

～
( x* ，

y* ) ≤1A
～
( A

～
( x* ，y* ) ) ，于是 A

～
( x* ，y* ) ∈ M1，而

( x* ，y* ) 是 M1 中的极大元，所以( x
* ，y* ) = A

～
( x* ，

y* ) ，即( x* ，y* ) 为 A在 D中的耦合不动点．
注 1 本文定理 1 与文献［4］的定理 2． 1 相比

有本质区别: 只要求第 1 空间是半序空间和第 2 空
间是半序拓扑空间，且证明方法与文献［4］也存在
不同．
定理2 在定理1的条件下，A在D中存在最小

最大耦合不动点．

证 令Fix( A
～
) = { ( x，y) ∈D A

～
( x，y) = ( x，

y) } ，由定理1知，Fix( A
～
) ≠．又令 G = { ［( u，v) ，
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( v，u) ］ ［( u，v) ，( v，u) ］是 X × X中的序区间，( u，

v) ∈ D，( u，v) ≤1A
～
( u，v) 且 Fix( A

～
) ［( u，v) ，( v，

u) ］} ，由条件( i) 知( u0，v0 ) ≤1A
～
( u0，v0 ) ．又由定理

1 的证明知 Fix( A
～
)  D，因此 D∈ G，从而 G≠．

在 G中定义如下的序关系“≤”:
I1，I2 ∈ G，I1 ≤ I2I1  I2，

于是 G为半序集．取 K = { ［( uα，vα) ，( vα，uα) ］ α∈
Τ} 为 G 中的任一全序子集． 记 U = { ( uα，vα) α ∈
Τ} ，V = { ( vα，uα ) α∈Τ} ，则U，V均为D中的全序
子集，由 B的混合单调性可知 B( U) ，B( V) 为 B( D)
中的全序子集．在定理 1 的证明中取 N1 = U，N2 =
V，则有如下结论:
( i) p－∈ ∩

p∈B( U)
J1( p)  B( U) ，q－∈ ∩

q∈B( V)
J2( q) 

B( V) ，其中 J1( p) = B( U) ∩ T1( p) ，J2( q) = B( V) ∩
T2( q) ，令 x－1 = Cp－，x－2 = Cq－，则 x－1，x

－
2 ∈［u0，v0］;

( ii) α∈ Τ，( uα，vα ) ≤1 ( x
－
1，x

－
2 ) ;

( iii) { ( uτ'，vτ') } τ'∈A'Τ  { ( uα，vα) } α∈Τ，{ ( vτ″，
uτ″) } τ″∈A″Τ  { ( vα，uα) } α∈Τ，使得 B( uτ'，vτ') 网收敛于

p－∈［B( u0，v0) ，B( v0，u0) ］，且α ∈ Τ，B( uα，vα) ≤ p－;

B( vτ″，uτ″) 网收敛于q
－
∈［B( u0，v0) ，B( v0，u0) ］，且α∈

Τ，B( vα，uα) ≥ q－;

( iv) ( x－1，x
－
2) ≤1A

～
( x－1，x

－
2) ．

任取( x，y) ∈Fix( A
～
) ，( uα，vα) ∈U，则( vα，uα) ∈

V，且由 G的定义知，( uα，vα ) ≤1 ( x，y) ≤1 ( vα，uα ) ．
由于 B是混合单调算子，所以α∈Τ，B( uα，vα ) ≤
B( x，y) ≤ B( vα，uα ) ，于是 B( uτ'，vτ' ) ≤ B( x，y) ≤

B( vτ″，uτ″ ) ．由Y是半序拓扑空间和( iii) 有 p－≤B( x，

y) ≤ q－，再由 C的增性可得 Cp－≤ CB( x，y) ≤ Cq－，即

x－1 ≤ A( x，y) ≤ x－2 ． 又任取( x，y) ∈ Fix( A
～
) ，( vα，

uα )∈V，则 ( uα，vα ) ∈ U，由 G 的定义知 ( uα，

vα ) ≤1 ( y，x) ≤1 ( vα，uα ) ，类似地有 x－1 ≤ A( y，x) ≤

x－2，故( x
－
1，x

－
2 ) ≤1 ( A( x，y) ，A( y，x) ) = A

～
( x，y) = ( x，

y) ，( x－2，x
－
1 ) ≥1 ( A( x，y) ，A( y，x) ) = A

～
( x，y) = ( x，

y) ，即

( x－1，x
－
2 ) ≤1 ( x，y) ≤1 ( x

－
2，x

－
1 ) ，( x，y) ∈ Fix( A

～
) ，

令 I = ［( x－1，x
－
2 ) ，( x

－
2，x

－
1 ) ］，则 I ∈ G，且由( ii) 知

α∈ Τ，( uα，vα ) ≤1 ( x
－
1，x

－
2 ) ，( x

－
2，x

－
1 ) ≤1 ( vα，uα ) ，

这表明 I［( uα，vα) ，( vα，uα) ］，故 I为 K在 G中的下
界．由 Zorn引理知G有极小元 I* ，设 I* = ［( u* ，v* ) ，

( v* ，u* ) ］， 则 ( u* ，v* ) ≤1A
～
( u* ，v* ) ，Fix( A

～
) 

［( u* ，v* ) ，( v* ，u* ) ］．

由 A
～
为增算子知，( u，v) ∈ Fix( A

～
) ，A

～
( u* ，

v* ) ≤1A
～
( A

～
( u* ，v* ) ) ，A

～
( u* ，v* ) ≤1A

～
( u，v) = ( u，

v) ≤1A
～
( v* ，u* ) ，所以［A

～
( u* ，v* ) ，A

～
( v* ，u* ) ］∈

G，而( u* ，v* ) ≤1A
～
( u* ，v* ) = ( A( u* ，v* ) ，A( v* ，

u* ) ) 蕴含 A
～
( v* ，u* ) ≤1 ( v

* ，u* ) ，于是［A
～
( u* ，

v* ) ，A
～
( v* ，u* ) ］≤ I* ．又 I* 是 G的极小元知( u* ，

v* ) = A
～
( u* ，v* ) ，即( u* ，v* ) 为 A

～
的最小不动点，

从而由引理 2 知( u* ，v* ) 为 A 的最小最大耦合不
动点．

2 应用

本节讨论定理2在Volterra积分方程的应用，先
给出几个引理．
设( E，P) 是半序Banach空间，I =［a，b］，Lp［I，

E］的定义及性质参见文献［12］．
引理 3［13］ 若 E自反，则 Lp［I，E］也自反．
引理 4［14］ 设 E 是自反空间，P 是正规锥，则

W( W为E的全序子集) 列紧的充要条件是W依范数
有界．
下面考虑含间断项的 Volterra积分方程组［15］

u( t) = h( t) + ∫
t

a
k( t，s) f( s，u( s) ，v( s) ) ds，

v( t) = h( t) + ∫
t

a
k( t，s) f( s，v( s) ，u( s) ) ds{ ，

( 3)

其中 h( t) ∈ C［I，E］，k( x，y) : I × I→ Ｒ1 非负连续，

f( t，x，y) : I × E × E→ E．作如下假设:
( H1 ) f( t，x，y) 关于 x 增，关于 y 减( 不要求连

续) ;

( H2 ) u0，v0 ∈ C［I，E］，u0 ≤ v0 ( 即 t ∈ I，
u0 ( t) ≤ v0 ( t) ) 使得

u0 ( t) ≤ h( t) + ∫
t

a
k( t，s) f( s，u0 ( s) ，v0 ( s) ) ds，

v0 ( t) ≥ h( t) + ∫
t

a
k( t，s) f( s，v0 ( s) ，u0 ( s) ) ds

{ ，

( H3 ) Ｒ ＞ 0使得( u，v) ∈ D = ［( u0，v0 ) ，

( v0，u0 ) ］，有∫I‖f( t，u( t) ，v( t) ) ‖pdt≤ Ｒ．

令 Cu( t) = h( t) + ∫
t

a
k( t，s) u( s) ds，B( u，v) ( t) =

f( t，u( t) ，v( t) ) ． C［I，E］中的半序由锥P1 = { φ∈C［I，
E］ φ( x) ≥ 0} 导出，Lp［I，E］中的半序由锥 P2 =
{ φ∈Lp［I，E］ φ( x) ≥ 0} 导出．
定理3 设1 ＜ p ＜ + ∞，E为自反的Banach空
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间，满足假设( H1 ) ～ ( H3 ) ，则积分方程组( 3) 在 D
中存在最小最大耦合拟解．
证 由条件( H1 ) 知 B: D→ Lp［I，E］为混合单

调算子，且由文献［6］定理4和 k( x，y) ≥0知 C是增
算子，且 C: Lp［I，E］→ C［I，E］．令 A = CB，所以定理
1的条件( ii) 被满足．由假设( H2 ) 得 A( u0，v0 ) ≥u0，

A( v0，u0 ) ≤ v0，即定理 1的条件( i) 被满足．
因为 E是自反的 Banach 空间，故由引理 3 知，

Lp［I，E］( 1 ＜ p ＜ + ∞ ) 是自反空间．设 W为 B( D)
任一全序子集，由条件( H3 ) 知 B( D) 是 Lp［I，E］中
的有界集，所以 W按范数有界．由 P2 是 Lp［I，E］中
的正规锥及引理 4 知 W是相对紧的，故定理 1 条件
( iii) 被满足，因此方程组( 3) 在 D中存在最小最大
耦合拟解．
注 2 虽然本文的例子与文献［4］的例子一

样，但证明方法是不同的且更为简洁．
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Abstract: Assuming X × X is partly ordered space，some coupled fixed point theorems and coupled minimal-maximal
fixed points of mixed monotone operators which are expressed as the form A = CB are obtained． As an application，
the existence of coupled quasi-solutions for mixed monotone Volterra integral equations with discontinuous terms is
discussed．
Key words: mixed monotone operator; partly ordered topological space; coupled fixed point; Volterra integral equa-
tion

( 责任编辑:曾剑锋)

342第 3 期 王金明，等: 半序空间混合单调算子的耦合不动点定理及其应用


