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无界域上带奇异扰动的非自治 FitzHugh-Nagumo系统
拉回吸引子的存在性
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摘要: 研究无界区域上带奇异扰动的非自治 FitzHugh-Nagumo 系统的动力学行为，其中非线性项依赖于
空间变量 x．为克服 Sobolev嵌入缺乏紧性，利用一致“tail”估计，证明系统所对应的过程是拉回渐近紧的，
从而说明拉回吸引子的存在性．
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0 引言

本文考虑在 Ｒn 上的非自治 FitzHugh-Nagumo

系统 ut
－ vΔu + λu + h( x，u) + υ = f( t) ，υ

t
－

ε( u －γυ) = εg( t) 的动力学行为，其中 v，λ，ε，γ是
非负常数，f和 g是依赖于 t的函数，h是非线性函数．
发展方程的动力学行为能被刻画为吸引子的存

在性． 对于自治系统，已有大量的研究［1-4］． 对于非
自治系统，一致吸引子用来描述其动力学行为，即存

在 1 个紧集，关于外力符号一致吸引解空间中的任
意有界集，且是吸引意义下的最小紧集．比较常用的
方法是斜积流法，将非自治系统嵌入到自治系统中

去，首先得到该自治系统全局吸引子的存在性，然后

通过投影得到原系统一致吸引子的存在性． 由于该
方法牵扯到符号空间，故一般要求外力符号在符号

空间中作紧性平移［5］．
为进一步了解吸引子的结构及在弱的外力假设

下研究非自治系统的动力学行为，拉回吸引子的概

念被引入到非自治系统中． 拉回吸引子的拉回吸引
特性与不变性类似于一致吸引子核截片的性质． 因
而，从某种意义上讲，拉回吸引子更为详尽地刻画动

力系统的内部信息［6-7］． 最近，源于考虑初值的遍历
行为，拉回吸引子的概念被推广到拉回 D 吸引子，
其拉回吸引解空间中的集合不一定是有界集［7-9］．

在无界区域上研究发展方程所对应的无穷维动

力系统，最大的困难在于 sobolev 嵌入缺乏紧性． 为
克服此困难，常用的方法有: ( i) 在权空间中考查其
动力学行为，利用权函数的衰减特性来得到紧

性［10］; ( ii) 利用能量泛函，说明所关心的解序列有
收敛子序列［11］; ( iii) 区域分割与解的一致“tail”估
计，将无界区域分割成一有界区域及其补区域，说明

方程的解在有界区域上有一定的正则性，补区域上

解一致衰减为 0，从而说明方程的解序列是渐近紧
的［12］．本文利用第 3 种方法研究无界区域上带奇异
扰动的非自治 FitzHugh-Nagumo系统拉回D吸引子
的存在性．由于非线性项依赖于空间变量，所以采用
不同于文献［12］中的方法进行解的正则性估计．

1 预备知识

首先给出关于非自治系统的一些概念． 设 X 是
1 个完备的度量空间，其中距离表示为 d(·，·) ． 称
定义于 X 上的双参数映射族 U( t，τ) : X → X，
t≥ τ，τ( ∈ Ｒ) 是定义于 X上的 1个过程，如果满足
( i) U( t，τ) = U( t，r) U( r，τ) ，τ≤ r≤ t;
( ii) U( t，τ) = I是恒等算子，τ∈ Ｒ．
设 A，B X，记 dist ( A，B) 表示 A，B两集合之间

的 Hausdorff半距离，即
dist ( A，B) = sup

x∈A
inf
y∈B

d( x，y) ．

令 P( X) 是 X 中所有非空子集组成的集合，D



是 1 族非空参数集，其元素为
D
∧

= { D( t) : t∈ Ｒ}  P( X) ．
定义1 如果对给定的 t∈Ｒ，D

∧

∈D，τ0 =

τ0 ( t，D
∧

) ≤ t，使得当 τ ≤ τ0 时，有 U( t，τ) D( τ) 

B( t) ，则称 B
∧

= { B( t) : t∈ Ｒ} ∈ D是过程 U( t，τ)
的拉回 D吸收集．
定义2 称 A

∧

= { A( t) : t∈Ｒ} P( X) 是过程
U在 X中的 1 个拉回 D吸引子，如果它满足
( i) A

∧

( t) 是紧的，t∈ Ｒ;
( ii) A

∧

( t) 是拉回 D吸引的，即
lim
τ→－!

dist ( U( t，τ) D( τ) ，A( t) ) = 0，D
∧

∈ D，t∈ Ｒ;

( iii) A
∧

( t) 是不变的，即 U( t，τ) A( τ) = A( t) ，
－ ! ＜ τ≤ t ＜ + !，且 A

∧

( t) 是拉回吸引意义下的最
小紧集族．
定义 3 称 U( t，τ) 是拉回 D 渐近紧的，如果

D
∧

∈D，t∈ Ｒ，任意序列{ τn}  ( － !，t］，{ xn} 
X，且满足 τn →－ !，xn ∈ D( τn ) ，序列{ U( t，τn ) xn}

在 X上有收敛子序列．
定义 4 称 U( t，τ) 是闭过程，如果对任何 τ≤

t，任意序列{ xn}  X且 xn → x，x∈ X，U( t，τ) xn →
y∈ X，则 U( t，τ) x = y．
易知，连续或强弱连续过程都是闭的．过程的闭

性、强弱连续性或连续性都是来保证拉回吸引子的
不变特性．
定理 1［9，13］ 设 X是 Banach空间，U( t，τ) 是 X

上 1 个闭过程，满足下列条件:
( i) 在X上存在拉回D吸收集B

∧

= { B( t) : t∈Ｒ} ;
( ii) U( t，τ) 是拉回 D渐近紧的，

则在 X上存在拉回 D 吸引子 A
∧

= { A( t) : t ∈ Ｒ} ，
A( t) = ∩

s≤t
∪
τ≤s

U( t，τ) B( τ)
X ．

2 FitzHugh-Nagumo系统的过程

考虑下面非自治系统:

u
t

－ vΔu + λu + h( x，u) + υ = f( t) ， ( 1)

υ
t

－ ε( u － γυ) = εg( t) ， ( 2)

初始条件为

u( x，τ) = uτ ( x) ，υ( x，τ) = υτ ( x) ，x∈ Ｒn，( 3)
其中 v，λ，ε，γ是非负常数，f∈ L2

loc ( Ｒ，L
2 ( Ｒn ) ) ，g∈

L2
loc ( Ｒ，H

1 ( Ｒn ) ) ，h是1个非线性光滑函数，且 h( u)
有如下分解:

h( x，u) = h1 ( u) + a( x) h2 ( u) ，

h1 ( u) ，h2 ( u) ，a( x) 满足:
( H1 ) α1 u p － β1 u 2 ≤ h1 ( u) u≤ γ1 u p +

δ1 u 2，h1 ( u) u≥ 0，h1 '( u) ≥－ C;
( H2 ) α2 u p － β2≤ h2 ( u) u≤γ2 u p + δ2，p≥

2，h2 '( u) ≥－ C;
( H3 ) a( x) ∈ L1 ( Ｒn ) ∩ L!( Ｒn ) ，a( x) ＞ 0;

其中 αi，βi，γi，δi，i = 1，2，C都是非负常数．
由标准的 Fatou-Galerkin方法［3-4］，有如下结果．
定理2 假设( H1 ) ～ ( H3 ) 成立，且 f∈ L2

loc ( Ｒ，
L2 ( Ｒn ) ) ，g∈ L2

loc ( Ｒ，H
1 ( Ｒn ) ) ，则问题( 1) ～ ( 3) 在

L2 ( Ｒn ) × L2 ( Ｒn ) 中适定，即τ∈Ｒ，( uτ，υτ ) ∈ L2

( Ｒn) × L2( Ｒn) ，T ＞ 0，存在唯一的弱解，( u，υ) ∈
C( ［τ，τ + T) ; L2 ( Ｒn ) × L2 ( Ｒn ) ) ，且该解连续地依

赖于初值．
由定理 2，可以在 L2 ( Ｒn ) × L2 ( Ｒn ) 上定义过程

U( t，τ) : U( t，τ) ( uτ，υτ ) = ( u( t) ，υ( t) ) ，其中( u( t) ，
υ( t) ) 是系统( 1) ～ ( 3) 的解．
令‖·‖表示 L2 ( Ｒn ) 范数．为方便起见，若E

L2 ( Ｒn ) × L2 ( Ｒn ) ，记

‖E‖ = sup
x∈E
‖x‖L2( Ｒn) ×L2( Ｒn) ．

设 D = { D( t) } 是 L2 ( Ｒn ) × L2 ( Ｒn ) 上的 1族
子集组成的集合，且满足

lim
t→－!

eσt ‖D( t) ‖2 = 0，σ = 1
2 εγ， ( 4)

其中 0 ＜ ε≤ ε0，ε0 = min{ 1，λ /γ} ．
记满足( 4) 式的 D为 Dσ ．对于外力项，假设

∫
τ

－!
eσξ ‖f( ξ) ‖2dξ ＜ !，

∫
τ

－!
eσξ‖g( ξ) ‖2

H1dξ ＜ !，τ∈ Ｒ． ( 5)

此外，为证明相应过程的渐进紧性，假设

lim
k→! ∫

τ

－!
∫ x ≥k

eσξ f( x，ξ)
2

dxdξ = 0，

lim
k→! ∫

τ

－!
∫ x ≥k

eσξ g( x，ξ)
2

dxdξ = 0，τ∈ Ｒ． ( 6)

由( 6) 式可以推出对每个 τ∈ Ｒ，η ＞ 0，K
= K( τ，η) ＞ 0，使得

∫
τ

－!
∫ x ≥k

eσξ f( x，ξ)
2

dxdξ≤ ηeστ，

∫
τ

－!
∫ x ≥k

eσξ g( x，ξ)
2

dxdξ≤ ηeστ ． ( 7)

3 解的一致估计．

如同文献［12］中引理 4． 1、引理 4． 2 和文献
［14］中定理 3． 1 的证明，可得如下引理．
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引理1 假设( H1) ～ ( H3) 和( 5) 式成立，则对每
个 τ∈ Ｒ，D = { D( t) } t∈Ｒ ∈Dσ，T = T( τ，D) ＞ 1，
使得t≥ T，有
‖u( τ，τ － t; uτ－t ( x) )‖

2 +‖υ( τ，τ － t; υτ－t ( x) )‖
2≤

Me－στ ∫
τ

－!
eσξ(‖f( ξ)‖2 +‖g( ξ)‖2) dξ + C，

∫
τ

τ－t
eσξ‖u( ξ，τ － t; uτ－t ( x) ) ‖

2
H1dξ≤

M ∫
τ

－!
eσξ ( ‖f( ξ) ‖2 + ‖g( ξ) ‖2 ) dξ + C，

∫
τ

τ－1
eσξ‖u( ξ，τ － t; uτ－t ( x) ) ‖

2
H1dξ≤

M ∫
τ

－!
eσξ ( ‖f( ξ) ‖2 + ‖g( ξ) ‖2 ) dξ + C，

∫
τ

τ－1
eσξ(‖u( ξ，τ － t; uτ－t ( x) )‖

2 +‖υ( ξ，τ － t;

υτ－t ( x) )‖
2) dξ≤M ∫

τ

－!
eσξ(‖f( ξ)‖2 +

‖g( ξ)‖2) dξ + C，
其中 M是依赖于 v，λ，ε，γ的非负常数，C 是不依赖
于 t，τ的正常数．
由引理1可知，U( t，τ) 于 L2 ( Ｒn ) × L2 ( Ｒn ) 上存

在拉回 Dσ 吸收集 B
∧

( τ) = { B( τ) : τ∈ Ｒ} ∈ Dσ，

B( τ) = { ( u，υ) ∈ L2 ( Ｒn ) × L2 ( Ｒn ) : ‖u( τ) ‖2 +

‖υ( τ) ‖2 ≤ ρ ( τ) 2} ，其中 ρ ( τ) 2 = Me －στ ∫
τ

－!
eσξ·

( ‖f( ξ) ‖2 + ‖g( ξ) ‖2 ) dξ + C．
引理2 假设( H1) ～ ( H3) 和( 5) 式成立，则D =

{ D( t) } t∈Ｒ ∈Dσ，每个 τ∈ Ｒ，使得t≥ T，T如同引
理 1中，当初值( uτ－t ( x) ，υτ－t ( x) ) ∈D( τ － t) 时，相应
的解 u( t) 满足

∫
τ

τ－1
eσξ∫Ｒn u( ξ，τ － 1; uτ－t ( x) )

pdxdξ≤

M ∫
τ

－!
eσξ ( ‖f( ξ) ‖2 + ‖g( ξ) ‖2 ) dξ + C，

∫
τ

τ－1
eσξ∫Ｒn

a( x) u( ξ，τ － 1; uτ－t ( x) )
pdxdξ≤

M ∫
τ

－!
eσξ ( ‖f( ξ) ‖2 + ‖g( ξ) ‖2 ) dξ + C，

其中 M是依赖于 v，λ，ε，γ的正常数，C为正常数．
证 分别将 εu与( 1) 式，υ与( 2) 式于 L2 ( Ｒn )

上作内积，有

1
2 ε

d
dt ‖u‖2 + εv‖"u‖2 + ελ‖u‖2 + ε∫h1( u) u +

ε∫a( x) h2 ( u) u + ε∫uυ = ε∫f( t) u． ( 8)

1
2

d
dt ‖υ‖2 + εγ‖υ‖2 － ε∫uυ = ε∫g( t) υ． ( 9)
将( 8) 式与( 9) 式相加，得

1
2

d
dt ( ε‖u‖2 + ‖υ‖2 ) + εv‖ "u‖2 +

ελ‖u‖2 + εγ‖υ‖2 + ε∫h1 ( u) u +

ε∫a( x) h2 ( u) u = ε∫f( t) u + ε∫g( t) υ． ( 10)
由 Young’s不等式，( 10) 式右边两项可估计为

ε∫f( t) u ≤ ε‖f( t) ‖‖u‖≤

1
2 ελ‖u‖2 + ε

2λ‖
f( t) ‖2， ( 11)

ε∫g( t) υ ≤ ε‖g( t) ‖‖υ‖≤

1
2 εγ‖υ‖2 + ε

2γ‖
g( t) ‖2 ． ( 12)

由( 10) ～ ( 12) 式，并应用( H1 ) ～ ( H3 ) ，有

d
dt ( ε‖u‖2 +‖υ‖2 ) + 2σ( ε‖u‖2 +‖υ‖2 ) +

2εv‖ "u‖2 + 2εα2∫a( x) u pdx + 2α1ε∫ u pdx≤

2εβ2 ‖a‖L1 +
ε
λ ‖

f‖2 + ε
γ ‖

g‖2 + 2β1∫ u 2dx．

( 13)
( 13) 式两边乘以 eσt，在( τ － 1，τ) 上积分，并应

用引理 1 得

2εα1 ∫
τ

τ－1
eσξ∫Ｒn u( ξ，τ － 1; uτ－t ( x) )

pdxdξ≤

M ∫
τ

－!
eσξ ( ‖f( ξ) ‖2 + ‖g( ξ) ‖2 ) dξ + C，

2εα2 ∫
τ

τ－1
eσξ∫Ｒn

a( x) u( ξ，τ － 1; uτ－t ( x) )
pdxdξ≤

M ∫
τ

－!
eσξ ( ‖f( ξ) ‖2 + ‖g( ξ) ‖2 ) dξ + C．

令 H1 ( u) = ∫
u

0
h1 ( τ) dτ，H2 ( u) = ∫

u

0
h2 ( τ) dτ．

由( H1 ) 和( H2 ) 知，存在大于 0 的常数 αi '，βi '，γi '，
δi '，i = 1，2，使得
( H4 ) α1 ' u( s) p － β1 ' u( s) 2 ≤ H1 ( u) ≤

γ1 ' u( s) p + δ1 ' u( s) 2 ;

(H5) α2' u( s) p －β2'≤H2( u) ≤γ2' u( s) p +δ2 '．

引理 3 假设( H1 ) ～ ( H3 ) 和( 5) 式成立，则
当 D = { D( t) } t∈Ｒ∈Dσ，对每个 τ∈Ｒ，使得对所有
t≥ T，T如同引理 1 中，有

‖ "u( τ，τ － t; uτ－t ( x) ) ‖
2 ≤

Me －στ ∫
τ

－!
eσξ ( ‖f( ξ) ‖2 + ‖g( ξ) ‖2 ) dξ + C，

其中 M是依赖于 v，λ，ε，γ的常数．
证 用 ut 与( 1) 式在 L2 ( Ｒn ) 中作内积，得到

642 江西师范大学学报( 自然科学版) 2014 年



‖ut‖
2 + v d

dt ‖"u‖2 + λ d
dt ‖u‖2 + d

dt∫Ｒn
H1( s) dx +

d
dt∫Ｒn

a( x) H2( s) dx + ∫Ｒn
utυ = ∫Ｒn

f( t) ut．

由 Young’s不等式，有
d
dt ( v‖ "u‖2 + λ‖u‖2 + ∫Ｒn

H1 ( u) dx +

β1 'ρ
2 ( τ) + ∫Ｒn

a( x) ( H2 ( u) + β2 ') dx) ≤

1
2 ‖f( t) ‖2 + 1

2 ‖υ‖2 ．

由( H4 ) ，( H5 ) ，并应用引理 1 和引理 2，t≥ T，

∫Ｒn
H1 ( u) dx + β1 'ρ

2 ( τ) ≥ 0，

∫Ｒn
a( x) ( H2 ( u) + β2 ') dx≥ 0．

令 y( t) = v‖ "u‖2 + λ‖u‖2 + ∫Ｒn
H1( u) dx +

β1'ρ
2 ( τ) + ∫Ｒn

a( x) ( H2( u) + β2') dx≥ 0，则

d
dt y( t) ≤

1
2 ‖f( t) ‖2 + 1

2 ‖υ‖2 ．

故有

d
dt［y( t) e

σt］≤ σeσt y( t) + 1
2 eσt ‖f( t) ‖2 +

1
2 eσt ‖υ‖2 ． ( 14)

对( 14) 式在( s，τ) 上积分，且 τ － 1≤ s≤ τ，可
以得到:

eστy( τ) ≤ eσsy( s) + ∫
τ

s
σeσξy( ξ) dξ + 1

2 ∫
τ

s
eσξ·

‖f( ξ) ‖2dξ + 1
2 ∫

τ

s
eσξ ‖υ( ξ) ‖2dξ ≤ eσsy( s) +

∫
τ

τ－1
σeσξy( ξ) dξ + 1

2 ∫
τ

－!
eσξ‖f( ξ) ‖2dξ + 1

2 ∫
τ

－!
eσξ·

‖υ( ξ) ‖2dξ． ( 15)
对( 15) 式关于 s在( τ － 1，τ) 上积分得

eστy( τ) ≤ ∫
τ

τ－1
eσsy( s) ds + ∫

τ

τ－1
σeσξy( ξ) dξ +

1
2 ∫

τ

－!
eσξ ‖f( ξ)‖2dξ + 1

2 ∫
τ

－!
eσξ ‖υ( ξ)‖2dξ．

由引理 1 和引理 2 知，

∫
τ

τ－1
eσsy( s) ds≤ M ∫

τ

－!
eσξ ( ‖f( ξ) ‖2 +

‖g( ξ) ‖2 ) dξ + C．

故 有 eστy( τ) ≤ M ∫
τ

－!
eσξ ( ‖f( ξ) ‖2 +

‖g( ξ) ‖2 ) dξ + C．
因此，‖ "u( τ，τ － t; uτ－t ( x) ) ‖

2 ≤

Me －στ ∫
τ

－!
eσξ ( ‖f( ξ) ‖2 + ‖g( ξ) ‖2 ) dξ + C．

为得到 υ 的紧性，如同文献［12，15］中，分解
υ = υ1 + υ2，其中 υ1，υ2 分别满足

υ1
t

+ εγυ1 = 0，υ1 ( s) = υτ，

υ2
t

+ εγυ2 － εu = εg( t) ，υ2 ( s) = 0．

易知 υ1 满足
‖υ1 ( τ) ‖ = e －2εγ( τ－s)‖υ1 ( s) ‖，τ≥ s．
给定 τ∈ Ｒ，t≥ 0，令 s = τ － t，则
‖υ1 ( τ) ‖ = e －2εγτe2εγ( τ－t)‖υτ ( τ － t) ‖．
故当 t→ !时，υ1 收敛到 0．下面对 υ2 在 H1 ( Ｒn )

中作一致估计． 如同文献［12］中引理 4 的证明，有
如下引理．
引理 4 假设( H1 ) ～ ( H3 ) 和( 5) 式成立，那

么对每个 τ∈Ｒ，D = { D( t) } t∈Ｒ∈Dσ，使得对所有

t≥ T，T ＞ 0 如同引理 1 中，当初值( uτ－t ( x) ，0) ∈
D( τ － t) 时，有

‖ "υ2 ( τ，τ － t; 0) ‖2 ≤

Me －στ ∫
τ

－!
eσξ ( ‖f( ξ) ‖2 + ‖g( ξ) ‖2

H1 ) dξ + C，

其中 M是依赖于 v，λ，ε，γ的常数．
引理 5 假设( H1 ) ～ ( H3 ) 和( 5) ～ ( 6) 式成

立，则对每个 η ＞ 0，τ∈ Ｒ，D = { D( t) } t∈Ｒ ∈ Dσ，

则K = K( τ，η) ＞ 0，使得对所有 t≥ T，k≥ K，有

∫ x ≥k
( u( x，τ;uτ－t( x) )

2 + υ( x，τ;υτ－t( x) )
2) dx≤η，

其中( uτ－t ( x) ，υτ－t ( x) ) ∈D( τ － t) ，K( τ，η) 依赖于
τ，η，γ，λ，ε，v，T = T( τ，D，η) 如同引理 1 中．
证 令 θ( s) 是Ｒ +上的光滑函数，且当0≤ s≤

1时，θ( s) = 0; 当 s≥2时，θ( s) = 1，则存在常数C，
使得 θ'( s) ≤ C． 分别用 εθ x 2 / k( )2 u 与( 1) 式，

θ x 2 / k( )2 υ 与( 2) 式在 L2 ( Ｒn ) 中作内积，并相

加得

1
2

d
dt∫θ x 2

k( )2 ( ε u 2 + υ 2 ) +

ε∫θ x 2

k( )2 ( λ u 2 + γ υ 2 ) ≤

εv∫θ x 2

k( )2 uΔu － ε∫θ x 2

k( )2 a( x) h2 ( u) u +

ε∫θ x 2

k( )2 uf( t) + ε∫θ( x 2

k2
) υg( t) ． ( 16)

因为 a( x) ∈ L1( Ｒn) ，则K1 ＞ 0，σ ＞ 0，η ＞

0，当 k≥ K1 时，有∫ x ≥k
a( x) dx≤ ση / ( εβ2) ．
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对( 16) 式右边作估计，又由 0 ≤ θ( s) ≤ 1 和
( H2 ) 可知

d
dt∫Ｒn

θ x 2

k( )2 ( ε u 2 + υ 2 ) + σ∫Ｒn
θ x 2

k( )2

( ε u 2 + υ 2 ) ≤ ε
λ ∫ x ≥k

f( x，t) 2dx +

ε
γ ∫ x ≥k

g( x，t) 2dx + εM
k ( ‖u‖2 +

‖ "u‖2 ) + 2εβ2∫ x ≥k
a( x) dx． ( 17)

用 eσt与( 17) 式作乘积，在( τ － t，τ) 上求积分，
t≥ T1，有

∫Ｒn
θ x 2

k( )2 ( ε u( x，τ) 2 + υ( x，τ) 2) dx≤

e －στeσ( τ－t) ( ε‖uτ－t ( x)‖
2 + ‖υτ－t ( x)‖

2) + ε
λ
e －στ·

∫
τ

－!
∫ x ≥k

eσξ f( x，ξ) 2dxdξ + ε
γ
e－στ ∫

τ

－!
∫ x ≥k

eσξ ·

g( x，ξ) 2dxdξ + εM
k e －στ ∫

τ

τ－t
eσξ(‖u( ξ)‖2 +

‖ "u( ξ)‖2) dξ + 2η，k≥ K1 ． ( 18)
对 η ＞ 0，T2 = T2 ( τ，D，η) ＞ 0，使得对所有

t≥T2，有

e －στeσ( τ－t) ( ε‖uτ－t ( x)‖
2 +‖υτ－t ( x)‖

2) ≤ η． ( 19)
由( 7) 式有 K2 = K2 ( τ，η) ＞ 0，使得对所有 k≥ K2，

有 ε
λ
e －στ ∫

τ

－!
∫ x ≥k

eσξ f( x，ξ) 2dxdξ + ε
γ
e －στ ·

∫
τ

－!
∫ x ≥k

eσξ g( x，ξ) 2dxdξ≤ 1
λ

+ 1( )γ
εη． ( 20)

由引理 1，有 T3 = T3 ( τ，D) ＞ 0，使得对所有
t≥ T3，有

εM
k e －στ ∫

τ

τ－t
eσξ( ‖u( ξ)‖2 + ‖ "u( ξ)‖2) dξ ≤

εC
k e－στ ∫

τ

－!
eσξ(‖f( ξ)‖2 +‖g( ξ)‖2) dξ + C

k，

因此，K3 = K3 ( τ，η) ＞ 0，使得对所有 k≥ K3，t≥
T3，有

εM
k e －στ ∫

τ

τ－t
eσξ(‖u( ξ)‖2 +‖ "u( ξ)‖2) dξ≤

η + C
k ． ( 21)

令 K = max{ K1，K2，K3 } ，T = max{ T1，T2，T3 } ．
由( 18) ～ ( 21) 式知，存在一正常数 M1 ( 与 η 无
关) ，使得对所有 k≥ K，t≥ T，有

∫Ｒn
θ x 2

k( )2 ( ε u( x，τ; uτ－t ( x) )
2 +

υ( x，τ; υτ－t ( x) )
2 ) dx≤ M1η．

故有

∫ x ≥槡2 k
( ε u( x，τ; uτ－t ( x) )

2 +

υ( x，τ; υτ－t ( x) )
2 ) dx≤

∫Ｒn
θ x 2

k( )2 ( ε u( x，τ; uτ－t ( x) )
2 +

υ( x，τ; υτ－t ( x) )
2 ) dx≤ M1η．

4 拉回吸引子的存在性

应用引理 1 ～ 引理 4，如文献［12］中引理 5． 1
的证明，有

引理 6 假设( H1 ) ～ ( H3 ) 和( 5) ～ ( 7) 式成
立，则 U( t，τ) 在 L2 ( Ｒn ) × L2 ( Ｒn ) 中是拉回 Dσ 渐

近紧的，即对每个 τ∈Ｒ，D = { D( t) } t∈Ｒ∈Dσ，tn→
!，( uτ，n，υτ，n ) ∈D( τ － tn ) ，序列{ U( tn，τ － tn ) ( uτ，n，

υτ，n ) } 在 L2 ( Ｒn ) × L2 ( Ｒn ) 中有收敛子序列．
定理 3 假设( H1 ) ～ ( H3 ) 和( 5) ～ ( 7) 式成

立，则( 1) ～ ( 3) 式所对应的过程在 L2 ( Ｒn ) ×
L2 ( Ｒn ) 中有唯一的拉回 Dσ 吸引子 { A( τ) } τ∈Ｒ

存在．
证 由引理 1 知，U在 L2 ( Ｒn ) × L2 ( Ｒn ) 中有

1 个拉回 Dσ 吸收集，由引理 5知，U是拉回 Dσ 渐近

紧的．因此，由定理 2，U在 L2 ( Ｒn ) × L2 ( Ｒn ) 中存在

拉回 Dσ 吸引子．
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The Pullback Attractors for the Singularly Perturbed Non-Autonomous
FitzHugh-Nagumo System on Unbounded Domains

WU Ya-jun，LI Xiao-jun *

( School of Science，Hehai University，Nanjing Jiangsu 210098，China)

Abstract: The dynamical behavior of the singularly perturbed non-autonomous FitzHugh-Nagumo systems defined on
unbounded domains is studied，where nonlinear terms are depending on the space variable x． In order to overcome
the lacking compact of Sobolev imbedding，it is proved the process associated with the system is pullback asymptotic
compactness by using uniform estimates on the tails of solutions，and show the existence of a pullback attractor．
Key words: non-autonomous equation; asymptotic compactness; pullback attractor
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