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摘要: 结合非均匀网格上的 HOC格式与部分半粗化的多重网格方法对具有边界层的 2 维对流扩散问题
进行了求解，并基于面积率构造了部分半粗化多重网格方法的插值算子和限制算子．数值实验表明: 对于
只需要在 1 个方向进行网格加密的边界层问题，基于部分半粗化的网格分布策略及多重网格算法可以大
大减少无边界层方向的网格数，从而较完全粗化的网格分布策略及多重网格算法具有更高的计算精度和

求解效率．
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0 引言

考虑具有如下形式的 2 维对流扩散方程:
－ auxx － buyy + c( x，y) ux + d( x，y) uy = f( x，y) ，
其中 u( x，y) 是未知量，c( x，y) 和 d( x，y) 分别为 x
和 y方向的对流系数，f( x，y) 为计算域上足够光滑
的函数．
求解对流扩散方程的方法较多，如传统的中心

差分格式、迎风格式等，然而，它们都不能够满足实
际计算所需要的精度． 紧致差分格式由于精度高并
且具有小的离散子域、对单元的敏感性小和对边界
单元的处理无特殊困难等特点越来越受到人们的重

视［1-7］．然而，大多数紧致格式是基于均匀网格上提
出的，对于求解大梯度或者边界层问题，均匀网格上

的紧致格式很难得到理论上的高精度数值解．因此，
J． C． Kalita等［1］直接在物理区域上建立了求解 2 维
定常对流扩散方程非均匀网格的高精度紧致差分格

式，由于该方法在物理区域上直接离散偏微分方程，

没有采用坐标变换，因此减少了坐标变换带来的额

外计算量，并且数值结果表明该方法具有 4 阶精度．
另一方面，多重网格方法已经从理论上被证明

至少对于求解线性椭圆型问题是一种最优化的数值

计算方法［2，8-11］．许多学者致力于高精度紧致差分格
式与多重网格方法相结合求解偏微分方程并做出了

不少有意义的工作．文献［2］提出了非等距网格上2
维泊松方程的网格部分半粗化策略( 网格粗化过程

仅在主控方向上进行，而在非主控方向上的网格步

长则保持不变) ，数值实验表明: 对于各向异性问

题，由于减少了非主控方向的网格数，该策略下的多

重网格算法比网格完全粗化策略下的多重网格算

法，在不损失精度的前提下，大大节约了计算时间，

提高了计算效率． 文献［9］将部分半粗化策略推广
到非等距网格上 3 维泊松方程的求解; 文献［10］基
于 J． C． Kalita等提出的求解 2 维对流扩散方程的高
精度紧致格式，提出相应的完全粗化的多重网格算

法，并通过对边界层问题的求解，展现了非均匀网格

上多重网格算法的效率．文献［11］将该方法推广到
3维，建立了3维非均匀网格上完全粗化多重网格算
法的插值算子和限制算子，并求解了 3 维泊松方程．
该方法的缺点是在所有坐标轴方向上采用相同的网

格数，这对于边界层或大梯度仅在 1 个方向的问题，
无疑会浪费计算量，因为在该方向并不需要网格加

密．基于此，本文将设计一种非均匀网格上的网格部
分半粗化策略，并建立其相应的多重网格算法，然后

通过数值算例验证方法的精确性和可靠性．

1 HOC格式

考虑矩形区域Ω =［a1，a2］×［b1，b2］，将求解区



域［a1，a2］和［b1，b2］分别剖分 a1 = x0 ＜ x1 ＜
x2 ＜ … ＜ xm－1 ＜ xm = a2，b1 = y0 ＜ y1 ＜ y2 ＜ … ＜
yn－1 ＜ yn = b2 ．并且定义: xf = xi+1 － xi，xb = xi － xi－1，

yf = yi+1 － yi，yb = yi － yi－1，1≤ i≤ m － 1，1≤ j≤
n － 1．记 xi － xi－1 = θlxhx，xi+1 － xi = θrxhx，yj － yj－1 =
θlyhy，yj+1 － yj = θryhy，其中 hx = ( a2 － a1 ) /n，hy =
( b2 － b1 ) /m． 进一步地，记 β∧ = θr∧ + θl∧，γ∧ =
θr∧ －θl∧，α∧ = θl∧θr∧，∧ 代表 x 或 y． 当且仅当
θl∧ = θr∧ = 1 时网格剖分为均匀剖分．
通过以上的标记，x和 y方向上的 1阶和 2阶差

分算子可以写为

δxui，j =
( θ2lxui+1，j + βxγxui，j － θ2rxui－1，j )

αxβxhx
，

δ2xui，j =
2( θlxui+1，j － βxui，j + θrxui－1，j )

αxβxh
2
x

，

δyui，j =
( θ2lyui，j +1 + βyγyui，j － θ2ryui，j －1 )

αyβyhy
，

δ2yui，j =
2( θlyui，j +1 － βyui，j + θrtui，j －1 )

αyβyh
2
y

．

将文献［11］中给出的非均匀网格上的紧致差分
格式改写为［－ Ai，jδ

2
x － Bi，jδ

2
y + Ci，jδx + Di，jδy + Gi，jδxδy －

Hi，jδxδ
2
y － Ki，jδ

2
xδy － Li，jδ

2
xδ

2
y］Φi，j = Fi，j，其中各项系数

Ai，j，Bi，j，Ci，j，Di，j，Gi，j，Hi，j，Ki，j，Li，j和 Fi，j如下:

Ai，j = 1 － ［( H1 + H2ci，j ) ci，j + 2H2 ( δxci，j －
0. 5γxhxδ

2
x ci，j) ］+ 0． 5γxhxci，j，

Bi，j = 1 － ［( K1 + K2di，j ) di，j + 2K2 ( δydi，j －
0. 5γyhyδ

2
ydi，j) ］+ 0． 5γyhydi，j，

Ci，j = { 1 + ( H1 + H2ci，j ) δx + ( K1 + K2di，j ) δy +
［H2 － 0． 5hxγx ( H1 + H2ci，j) ］δ

2
x +

［K2 － 0． 5hyγy ( K1 + K2di，j) ］δ
2
y } ci，j，

Di，j = { 1 + ( H1 + H2ci，j ) δx + ( K1 + K2di，j ) δy +
［H2 － 0． 5hxγx ( H1 + H2ci，j) ］δ

2
x +

［K2 － 0． 5hyγy ( K1 + K2di，j) ］δ
2
y } di，j，

Gi，j = ( H1 + H2ci，j ) di，j + ( K1 + K2di，j ) ci，j +
2H2δxdi，j + 2K2δyci，j － ( H2hxγxδ

2
xdi，j +

K2hyγyδ
2
y ci，j ) ，

Hi，j = H1 + H2ci，j － K2ci，j，
Ki，j = K1 + K2di，j － H2di，j，

Li，j = H1 + H2，

Fi，j = { 1 + ( H1 + H2ci，j ) δx + ( K1 + K2di，j ) δy +
［H2 － 0． 5hxγx ( H1 + H2ci，j) ］δ

2
x +

［K2 － 0． 5hyγy ( K1 + K2di，j) ］δ
2
y } fi，j，

其中H1 = ( 2hxγx － ci，jh
2
xαx ) /6，H2 =［2h2x ( β

2
x －3αx ) －

ci，jh
3
xαxγx］/24，K1 = ( 2hyγy － di，jh

2
yαy ) /6，K2 =

［2h2
y ( β

2
y － 3αy ) － di，jh

3
yαyγy］/24．

2 部分半粗化多重网格方法

文献［2］采用非等距网格离散 2 维泊松方程并
提出2种多重网格方法: ( i) 在主方向上使用线松弛
方法代替点松弛迭代，因为主控方向上节点多计算

量大，线松弛可以快速消除高频误差; ( ii) 采用部分
半粗化的多重网格方法．由于 HOC格式在不同方向
上网格数也不一样，所以粗化过程仅在主控方向上

进行实施，而非主控方向上网格数保持不变．数值实
验表明该方法对于求解各向异性问题表现出极高的

效率．文献［11］将该方法推广到3维Poisson方程各
向异性问题的求解． 本文利用文献［2］提出的部分
半粗化多重网格方法的思想，结合非均匀网格上的

HOC格式来求解带边界层的 2 维对流扩散问题．对
于传统的多重网格方法，限制算子和插值算子都是

基于完全粗化过程，在均匀网格上提出的． 然而，当
采用非均匀网格时，传统基于均匀网格上的限制算

子和插值算子不再使用，因此，文献［11］构造了非
均匀网格上的限制算子和插值算子，并建立了相应

的多重网格算法．但是该方法只适用于所有空间方
向网格数相同的情形，如果不同空间方向网格数不

同，则需要重新构造限制算子和插值算子，并建立部

分半粗化的多重网格算法． 下面先建立部分半粗化
网格策略下多重网格方法的限制算子和插值算子．
首先，假设 Nx和 Ny分别为 x和 y方向的网格数

且 Nx ＞ Ny．对于部分半粗化过程而言，需要在细网
格上在 x方向从第1条边开始每隔1个删除1条线进
行粗化．由于在进行 x方向的粗化过程中 y方向的网
格数不变．因此，当 Nx = Ny 时，采用完全粗化过程．
整个过程为部分半粗化． 标准的完全粗化和部分半
粗化过程分别如图 1 和图 2 所示．
为了便于表述，记 uij为方程的近似解，Ωh和 ΩH

分别为细网格和粗网格． IHh 为细网格到粗网格上的

限制算子，IhH 为从粗网格到细网格上的插值算子，r
－
ij

和 rij 分别为粗网格和细网格上对应的残差． 由于 x
和 y方向的网格数不同，需要针对不同情况构造限
制算子．
当 Nx ≠ Ny ( Nx ＞ Ny ) 时，只需要在 x方向根据

相邻点进行加权平均就可构造限制算子( 见图 3) :

IHh rij = r2i，2j = r－ ij，

IHh ri，j = 1
L ( L1 r2i －1，2j + L0 r2i，2j + L3 r2i +1，2j ) ．
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图 1 2 个方向完全粗化

图 2 x方向部分半粗化

当Nx≠Ny时，只需要在 x方向上构造插值算子
( 见图 4) :

IhH r
－
i，j = r－ i，j = r2i，2j，

IhH r
－
i－，j = 1

Lx
( Lrx r

－
i－ －1，j + Llx r

－
i－，j ) = r2i －1，j，

其中较大的黑点表示粗网格上的网格点，较小的黑

点表示细网格上的网格点，且 i－ 表示 2i，j－ 表示 2j．

图 3 单个方向的限制算子

图 4 单个方向的插值算子
当Nx = Ny时，需要同时考虑 x和 y方向的8个网

格点进行加权平均构造完全粗化限制算子( 见图 5) :

IHh rij = r2i，2j = r－ ij，
IHh ri，j = C7 r2i －1，2j +1 + C2 r2i，2j +1 + C5 r2i +1，2j +1 +

C3 r2i －1，2j + C0 r2i，2j + C1 r2i +1，2j + C6 r2i －1，2j －1 +

C4 r2i，2j －1 + C8 r2i +1，2j －1 = r－ i－，j－ ．

其中

C6 C2 C5

C3 C0 C1

C7 C4 C











8

= 1
S

S8 S4 S7

S1 S0 S3

S5 S2 S











6

，S = ∑
8

i = 0
Si，

Si 为虚线部分围成的面积．

图 5 非均匀网格限制算子面积率系数示例

当 Nx = Ny时，考虑 x和 y方向的点构造完全粗
化插值算子( 见图 6) :
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IhH r
－
i，j = r－ i，j = r2i，2j，

IhH r
－
i－，j = 1

Lx
( Lrx r

－
i－ －1，j + Llx r

－
i－，j ) = r2i －1，j，

IhH r
－
i，j－ = 1

Ly
( Lry r

－
i，j－ －1 + Lly r

－
i，j－ ) = ri，2j －1，

IhH r
－
i－，j－ = 1

S ( S4 r
－
i－ －1，j－ + S3 r

－
i－，j－ + S1 r

－
i－ －1，j－ －1 +

S2 r
－
i－，j－ －1 ) = r2i －1，2j －1 ．

图 6 非均匀网格插值算子面积率系数示例

3 数值算例

例 1 考虑 2 维对流扩散方程［11］:
－ ( uxx + uyy ) + c( x，y) ux + d( x，y) uy = f( x，y) ，

其中( x，y) ∈［0，1］ ×［0，1］，c( x，y) = Ｒex( x －
1) ( 1 － 2y) ，d( x，y) = Ｒey( y － 1) ( 1 － 2x) ．该方程
的精确解为 u( x，y) = e －σ( x－0． 5) 2－y2 ．
该问题在 x = 0． 5 处有陡峭的边界层，因此，考

虑 x方向为主方向，采用如下的伸缩函数生成非均
匀网格:

xi = i
imax

+
λx

2π
sin 2πi

i( )
max
，yj = j

jmax
( λy = 0) ，

其中 λx ( － 1 ＜ λx ＜ 1) 为伸缩系数，控制 x方向网
格的分布．比如，当 － 1 ＜ λx ＜ 0时，网格在 x = 0和
x = 1附近分布密集，λx越小，x = 0和 x = 1附近的
网格点越密; 当 0 ＜ λx ＜ 1时，网格在 x = 0． 5附近
分布密集，且 λx 越大，x = 0． 5 附近的网格点越密．
当 λx = 0 时，得到物理区域上的均匀网格．
表 1给出了当σ = 1 × 103时均匀网格和非均匀

网格上的最大绝对误差、迭代次数和 CPU 时间比
较．从表 1 中可以看出，非均匀网格上在从方向上网
格数较少的情况下得到的结果比均匀网格从方向上

网格大时还精确．比如，网格数为 256 × 32的非均匀
网格上计算结果比网格数为 256 × 256 的均匀网格
上计算结果更精确．同时，在非均匀网格上计算迭代
步数和 CPU时间都基本与均匀网格上的保持一致．
因此，在非均匀网格上采用部分半粗化方法能够在

不增加计算消耗的情况下提高问题求解的精度．

表 1 均匀和非均匀网格、迭代次数和 CPU时间比较( Ｒe = 1 000，σ = 1 × 103 )

网格数
均匀网格( λx = 0)

迭代次数 CPU 最大误差
非均匀网格( λx = 0． 6)
迭代次数 CPU 最大误差

256 × 256 7 1． 047 4． 975( － 5) 7 1． 063 1． 584( － 6)
256 × 128 7 0． 609 4． 949( － 5) 7 0． 610 1． 582( － 6)
256 × 64 5 0． 234 4． 883( － 5) 5 0． 234 3． 740( － 6)
256 × 32 3 0． 078 5． 121( － 5) 3 0． 078 1． 473( － 5)
128 × 128 7 0． 250 8． 062( － 4) 7 0． 250 2． 555( － 5)
128 × 64 6 0． 125 7． 843( － 4) 6 0． 110 2． 505( － 5)
128 × 32 4 0． 031 8． 256( － 4) 3 0． 031 5． 966( － 5)
128 × 16 16 0． 078 7． 944( － 4) 5 0． 015 2． 334( － 4)
64 × 64 8 0． 063 1． 230( － 2) 8 0． 062 4． 136( － 4)
64 × 32 4 0． 015 1． 274( － 2) 4 0． 031 4． 304( － 4)
64 × 16 3 0 1． 217( － 2) 4 0． 016 9． 465( － 4)
64 × 8 7 0 1． 158( － 2) 6 0． 015 3． 338( － 3)
32 × 32 9 0． 016 1． 587( － 1) 8 0． 015 7． 015( － 3)
32 × 16 4 0 1． 544( － 1) 6 0 6． 556( － 3)
32 × 8 5 0 1． 375( － 1) 6 0 1． 395( － 3)

表 2 给出了当 σ = 1 × 104 时非均匀网格和均

匀网格上计算误差、迭代步和CPU时间比较．从2表
中可以看出，非均匀网格上的计算结果精度远远高

于均匀网格．对于 x方向的网格数 64 和 32 来说，由
于边界层的存在，结果在边界层附近变得非常陡峭，

均匀网格上的计算结果精度较差，然而非均匀网格

上仍然能够得到较精确的结果．从结果来看，非均匀
网格得到比均匀网格上更精确的结果且所需 CPU
时间仅为均匀网格上的 1 /8．
为了展示部分半粗化方法在整个区域上的求解

精度和效率，图 7给出当网格数为 64 × 16，σ = 1 ×
105 时，方程的精确解( 见图 7( b) ) ，均匀网格上的
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数值解( 见图 7( c) ) 及非均匀网格上数值解( 见图
7( d) ) 的比较．从图 7( a) 中可以看出非均匀网格在
边界层附近分布了足够的网格，因此，其计算结果与

精确解吻合的很好．然而，均匀网格上由于在边界层
附近的网格数不足，数值结果与精确解比较，表现出

了很大的计算误差．
表 2 均匀和非均匀网格最大误差、迭代次数和 CPU时间比较( Ｒe = 1 000，σ = 1 × 104 )

网格数
均匀网格( λx = 0)

迭代次数 CPU 最大误差
非均匀网格( λx = 0． 8)
迭代次数 CPU 最大误差

256 × 256 7 1． 016 1． 551( － 3) 8 1． 187 3． 433( － 6)
256 × 128 7 0． 594 1． 547( － 3) 7 0． 610 3． 412( － 6)
256 × 64 5 0． 234 1． 606( － 3) 5 0． 219 3． 544( － 6)
256 × 32 3 0． 078 1． 655( － 3) 3 0． 078 1． 459( － 5)
128 × 128 7 0． 250 2． 201( － 2) 7 0． 250 5． 540( － 5)
128 × 64 6 0． 125 2． 245( － 2) 6 0． 125 5． 734( － 5)
128 × 32 3 0． 031 2． 328( － 2) 3 0． 046 6． 037( － 5)
128 × 16 5 0． 015 2． 334( － 2) 3 0． 016 2． 314( － 4)
64 × 64 8 0． 063 5． 619( + 0) 8 0． 078 9． 628( － 4)
64 × 32 5 0． 031 5． 626( + 0) 4 0． 031 1． 008( － 3)
64 × 16 4 0． 015 5． 634( + 0) 4 0． 015 9． 983( － 4)
64 × 8 9 0． 016 5． 235( + 0) 5 0． 016 3． 334( － 3)
32 × 32 9 0． 016 6． 336( + 1) 10 0． 016 1． 992( － 2)
32 × 16 6 0． 015 6． 337( + 1) 6 0． 015 1． 760( － 2)
32 × 8 7 0 5． 948( + 1) 6 0 1． 833( － 2)

图 7 当 σ = 1 × 105，Ｒe = 1 000 时部分半粗化方法的精确解和数值解
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4 结论

本文基于面积率公式构造了部分半粗化多重网

格实施过程的插值算子和限制算子，并结合非均匀

网格上的 HOC格式与部分半粗化的多重网格方法
对边界层 2 维对流扩散方程进行求解． 部分半粗化
的多重网格方法根据问题边界层所在的方向，允许

不同方向上分布不同数目的网格，由于减少了无边

界层方向的网格数，因此节约了计算量和计算时间．
数值实验表明非均匀网格上的 HOC 格式和部分半
粗化多重网格方法的结合对于带边界层的对流扩散

方程的求解在精度和效率上表现出更大的优势．
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The Partial Semi-Coarse Multigrid Method on Nonuniform Grid for
Convection Diffusion Problems
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Abstract: The two dimensional convection diffusion problems are solved by combining the HOC scheme on nonuni-
form grid with multigrid method in partial semi-coarse strategy． The projection operator and interpolation operator for
partial semi-corase multigrid method are reconstructed by area ratio． The numerical results show that for the bounda-
ry layer problems with boundary layer in only one direction，the partial semi-coarse mesh distribution strategy and
corresponding multigrid method can greatly reduce the mesh number on the smooth solution direction． The multigrid
method of partial semi-coarse strategy produces higher accuracy and costs less CPU time than that of full coarse
mesh strategy．
Key words: nonuniform grid; HOC scheme; partial semi-coarse; multigird; boundary layer convection diffusion

( 责任编辑:曾剑锋)

804 江西师范大学学报( 自然科学版) 2014 年


