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Dirac方程的紧致分裂多辛格式
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摘要:把非线性 Dirac方程分裂成线性和非线性子问题，这些子问题都具有辛或者多辛结构，可以构造它
们的辛格式．对于非线性问题，利用点点守恒律可以精确求解．至于线性问题，在空间方向用高阶紧致格
式离散，在时间方向用辛欧拉法进一步离散，此格式半显式的．与传统的多辛格式相比，这种格式有计算
效率高、计算时间少等优点．
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0 引言

自由粒子的运动在数学上可以用无量纲化的

Dirac方程来描述．本文考虑 Dirac 方程的第 1 类初
边值问题［1］:

ψt = Aψx + iV'( ψ1
2 － ψ2

2 ) Bψ，x∈ Ｒ，t ＞ 0，

ψ( x，0) = ψ0 ( x) ， x∈ Ｒ，

lim
x →"

ψ( x，t) = 0
{

，

其中 i = －槡 1，ψ = ( ψ1，ψ2 )
T是波函数，ψ1，ψ2是复

函数，V'( s) 是1个关于实变量 s的实函数．矩阵A，B

为A = 0 － 1
－( )1 0

，B = － 1 0( )0 1
．这里考虑它的1

个特殊情形，即 V'( s) = m － 2λs，m，s都是实数，则
相应的方程可以写成

ψ1

t
+
ψ2

x
+ imψ1 + 2iλ( ψ2

2 －

ψ1
2 ) ψ1 = 0，

ψ2

t
+
ψ1

x
－ imψ1 + 2iλ( ψ1
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( 1)

容易验证以上问题满足电荷守恒，即

Q( ψ) ( t) = ∫Ｒ ( ψ1 ( x，t)
2 + ψ2 ( x，t)

2 ) dx =

Q( ψ) ( 0) ．
上式是量子物理中的重要守恒律，数值方法对此守

恒律的保持具有重要的意义和作用． 对这一问题的
数值方法的研究是近年来的热点问题［2-9］．
保持动力系统辛或多辛结构的数值格式在长时

间数值模拟方面具有一定的优势，其重要构造方法

之一就是Ｒunge-Kutta方法，但是这种方法得到的多
辛格式往往是完全隐式的． 对于非线性问题需要求
解非线性代数方程组［10］，应用起来非常消耗资源，

效率比较低．而分裂步多辛算法很好地克服了这一
弊端［11-15］．其基本思想是把原来的多辛哈密尔顿系
统分裂成若干个辛或多辛哈密尔顿子系统，然后再

对这些子系统构造辛或多辛算法． 这一算法已经初
步显示了它的优越性和高效的计算能力． 为进一步
提高计算效率和计算精度，在空间方向经常用具有

高精度的能够保持辛结构的紧致格式离散．
多辛哈密尔顿系统的一般形式为

Mzt + Kzx = !zS( z) ，

其中 z∈Ｒm，M，K∈Ｒm×m是反对称矩阵，S( z) 是光
滑实函数，又称哈密尔顿能量泛函． 它满足多辛守
恒律:

ωt + κx = 0，



其中微分形式 ω = 1 /2dz∧Mdz，κ = 1 /2dz∧ Kdz．

1 Dirac方程的多辛结构及其分裂子
系统

Dirac方程( 1) 具有天然的多辛结构，即不需要
引进正则动量就可以得到其多辛哈密尔顿系统的形

式．为此令 ψ j = pj + iqj，j = 1，2; pj，qj为实函数，z =
( q1，p1，q2，p2 )

T ．把实部和虚部分开，得到相应的实
函数方程

－ q1t － q2x = p1 + ( p2
2 + q2
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2 － q1

2 ) p1，
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从而得到辛结构矩阵
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哈密尔顿函数为

S( z) = 1
2 1 + 1

2 ( p2
2 + q2

2 － p1
2 － q1

2[ ]) ·
( p2

2 + q2
2 － p1

2 － q1
2 ) ．

相应的多辛守恒律为


t
( dq1 ∧ dp1 + dq2 ∧ dp2 ) +


x
( dq2 ∧ dp1 +

dq1 ∧ dp2 ) = 0．
由 S( z) 的表达式可知，这是 1个不可分的哈密

尔顿系统，只能构造完全隐式的多辛格式．为了有效
的求解方程( 1) ，可以利用分裂方法，将方程( 1) 分
裂成线性子问题和非线性问题:

ψt = － Aψx，

ψt = － if( ψ1
2 － ψ2

2 ) Bψ{ ．
( 2)

( 2) 式中的线性子系统具有与原系统一样的多辛结
构，非线性子系统的辛结构为


t
( dq1 ∧ dp1 + dq2 ∧ dp2 ) = 0．

易知非线性子系统具有点点的概率守恒:x，t，
Pu ( t) = ( p1 ( x，t) )

2 + ( q1 ( x，t) )
2 = Pu ( 0) ，

Pv ( t) = ( p2 ( x，t) )
2 + ( q2 ( x，t) )

2 = Pv ( 0)
{ ．
这一点点守恒律将使得非线性子问题可以精确求

解．用分离变量法计算可得其精确解为
ψ1 ( x，t) = e － if( ψ1( x，0) 2－ ψ2( x，0) 2) tψ1 ( x，0) ，

ψ2 ( x，t) = eif( ψ1( x，0) 2－ ψ2( x，0) 2) tψ2 ( x，0)
{ ．

2 辛 Euler格式及分裂格式

利用平行线 xj = － L + jh( j = 0，1，2，…，J) ，tn =
nτ( n = 0，1，2，…，N) ，剖分时空区域，其中 h，τ分别
是 x与 t 方向的步长，用记号 ψn

j 表示 ψ( x，t) 在点
( xj，tn ) 的近似．

2． 1 空间的离散

在空间方向用高阶紧致格式去离散． 考虑 1 阶
导数 fj ' 的 x离散．
运用文献［11］中的离散公式，有如下形式:

αf 'j－1 + fj ' + αf 'j+1 = b1
fj+2 － fj－2

4h + a1
fj+1 － fj－1

2h ，

其中 α，a1，b1 都是待定参数，它们的数值由阶数的
大小决定．
对上面的方程中各项在 x = xj 处作泰勒展开，

可以得到方程组

a1 + b1 = 1 + 2α，

a1 + 4b1 = 6α{ ．
选取 α为自由参数，可解得 a1 = 2( α + 2) /3，b1 =
( 4α － 1) /3． 此时的截断误差主项为 4( 3α －
1) f( 5) h4 /5! ．若取 α = 1 /3，则 a1 = 14 /9，b1 = 1 /9，
截断误差主项为 4f( 7) h6 /7! ．
把 fx 的离散格式写成线性算子的形式:

Ｒ ( f ') j = Ifj ( f ') j = Ｒ －1 Ifj， ( 3)
其中 Ｒfj = ( fj－1 + 3fj + fj+1) /3，Ifj = ( － fj－2 － 28fj－1 +
28fj+1 + fj+2 ) / ( 36h) ．方程( 3) 对应的矩阵形式为

Af ' = Bff ' = A －1Bf，
这里

A = 1
3

3 1 … 1
1 3  
   1
1 …











1 3

，

B = 1
36h

0 28 1 0 … － 1 － 28
－ 28 0 28 1 0 … － 1
－ 1 － 28 0 28 1 … 0
      
0 … － 1 － 28 0 28 1
1 0 … － 1 － 28 0 28
28 1 0 … － 1 －



















28 0

．

注 1 A是循环对称矩阵，B 是循环反对称矩
阵，从而 A－1B 是循环反对称矩阵，因而可以利用循
环矩阵的有关性质计算它的特征值．

2． 2 时间的离散

时间方向用辛 Euler格式离散，即
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pn+1 = pn － hHq ( pn+1，qn ) ，

qn+1 = qn + hHp ( pn+1，qn
{ ) ，

或

pn+1 = pn － hHq ( pn，qn+1 ) ，

qn+1 = qn + hHp ( pn，qn+1
{ ) ，

则非线性 Dirac方程( 2) 的离散格式为
( ψ1 )

*
j = e － if( ψn1j

2－ ψn2j
2) τ ( ψ1 )

n
j，

( ψ2 )
*
j = eif( ψn1j

2－ ψn2j
2) τ ( ψ2 )

n
j，

( ψ1 ) j
n+1 － ( ψ1 ) j

*

τ
= － Ｒ －1 I( ψ2 )

*
j ，

( ψ2 ) j
n+1 － ( ψ2 ) j

*

τ
= － Ｒ －1 I( ψ1 ) j

n+1













 ．

( 4)

格式 ( 4) 中的前两式是对非线性子问题的精确求
解，从而满足离散的辛守恒，而后两式是多辛格式．
因而整个格式是辛格式，而且具有多辛格式的特征．

2． 3 格式稳定性分析

这里讨论 Dirac 方程的紧致分裂多辛格式( 4)
的稳定性． 非线性子问题是精确求解，而且解是稳
定，因而对格式稳定性的研究只需要关注线性子问

题的稳定性．为此令 r = τ /h，D = hA－1B，则离散格
式( 4) 的增长矩阵为

G =
I 0
τA －1( )B I

－1 I － τA －1B
0( )I

=

I － rD
－ rD I + r2D( )2

．

当增长矩阵的谱半径小于等于 1 时，格式稳定．
考虑矩阵 A，B的阶为 N = 2k． 因为 A，B 是循环矩
阵，利用循环矩阵的相关性质，可得它们的特征值分

别为

λ1 ( A) =
5
3 ，λk+1 ( A) =

1
3 ，

λ j ( A) = 1 + 2
3 cos 2( j － 1) π

N ，j = 2，…，k．

而 λN－j－2 与 λj 共轭，这里的特征值都为实数，

λN－j－2 = λj，λ1( B) = λk+1( B) = 0，

λj ( B) =
2i
36h［28sin

2( j － 1) π
N + sin 4( j － 1) π

N ］，j =

2，…，k．
而 λN－j－2与 λ j共轭，且它们都是纯虚数．又因为 A，B
都是循环矩阵，则存在同一个正交矩阵 Q，使得

QTAQ = (diag 5 /3，1 /3，( λ2 ( A) ，λN ( A) ) ，…，

( λk ( A) ，λN－k+2 ( A )) ) ，
QTBQ = diag( 0，0，( λ2 ( B) ，λN ( B) ) ，…，

( λk ( B) ，λN－k+2 ( B) ) ) ，
QTA －1 ( QT ) －1QTBQ = QTA －1BQ =

(diag 0，0，λ2( B)
λ2( A)
，
λN( B)
λN( A

( )) ，…，λk( B)
λk( A)
，
λN－k+2( B)
λN－k+2( A

( ) )) ．

即为 hA －1B = D的特征值．按照上述对角线上特征
值的排列顺序，将 G 的特征值依次记为 λ1 ( D) ，
λ2 ( D) ，…，λN ( D) ，则矩阵 G的特征方程为

∏
N

k = 1
( λ2 － ( 2 + r2λk ( D)

2 ) λ + 1) = 0，

其稳定条件为 2 + r2λk ( D) ≤ 2，格式是稳定的．

当矩阵 A，B 的阶为奇数时，λ1 ( A) = 5 /3，
λ j ( A) = 1 + ( 2 /3) cos［2( j － 1) π /N］，j = 2，…，k +
1．而 λN+2－j 与 λ j 共轭．

λ1 ( B) = 0，λ j ( B) = 2i
36 (h 28sin 2( j － 1) π

N +

sin 4( j － 1) π )N ，j = 2，…，k + 1．而λN+2－j与λ j共轭．

接下的讨论与上述类似．

3 数值实验

本部分考察 Dirac方程的紧致分裂多辛格式的
数值行为

ψt = Aψx + i［1 － ( ψ1
2 － ψ2

2) ］Bψ，

－ " ＜ x ＜ + "，0 ≤ t≤ T，
ψ( x，0) = ( M( x) ，iN( x) ) T，
lim
x →"

ψ( x，t) = 0










，

其中

M( x) = 2( 1 － Λ2槡 ) 1 +槡 Λ·

cosh( 1 － Λ槡 2x)
1 + Λcosh( 2 1 － Λ槡 2x)

，

N( x) = 2( 1 － Λ2槡 ) ·

1 －槡 Λ sinh( 1 － Λ槡 2x)
1 + Λcosh( 2 1 － Λ槡 2x)

，

取 Λ = 0． 75，根据初始条件，方程的孤立波解为
ψ( x，t) = ( M( x) ，iN( x) ) Te － iΛt ．

为了验证该数值方法的理论精度为O( τ + h6 ) ，

并且验证此格式比传统多辛格式在计算效率方面更

具有优势．考虑 x∈［－ 50，50］，取不同的 h 和 τ计
算，计算的最终时刻是T = 1．表1和表2记录了数值
模拟的结果，其中格式( a) 为本文紧致分裂多辛格
式，格式( b) 为文献［9］中 Lie-Trotter 分裂的格式，
格式( c) 为文献［4］中 2 阶隐多辛龙格库塔格式．
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表 1 当 τ = 1 × 10 －6 时 ψ1 的误差、收敛阶、各个计算消耗的时间

格式
h = 1

实部 虚部

h = 1
2

实部 虚部

h = 1
4

实部 虚部

( a)

误差 4． 76e-3 3． 52e-3 2． 45e-5 8． 46e-6 3． 64e-7 1． 26e-7

收敛阶 — — 7． 60 8． 70 6． 07 4． 54

计算时间 147． 4 228． 3 372． 5

( b)

误差 3． 72e-3 1． 53e-2 4． 0e-3 1． 65e-3 1． 24e-3 5． 33e-4

收敛阶 — — － 0． 10 1． 51 1． 69 1． 63

计算时间 824． 8 1672． 8 3587． 3

( c)

误差 8． 98e-3 1． 09e-2 5． 08e-3 2． 88e-3 1． 51e-03 7． 68e-4

收敛阶 — — 0． 82 1． 92 1． 75 1． 90

计算时间 3 082． 5 3 993． 8 7 077． 1

表 2 当 h = 0． 1 时 ψ1 的误差、收敛阶、各个计算消耗的时间

格式
τ = 1

1 000 τ = 1
2 000 τ = 1

4 000
实部 虚部 实部 虚部 实部 虚部

( a)

误差 1． 93e-4 3． 13e-5 9． 63e-5 1． 57e-5 4． 81e-5 7． 83e-6

收敛阶 1． 0 1． 0 1． 0 1． 0 1． 01 1． 0

计算时间 1． 0 1． 8 3． 4

( b)

误差 1． 26e-4 1． 05e-4 1． 68e-4 9． 92e-5 1． 89e-4 9． 61e-5

收敛阶 — — － 0． 41 0． 09 － 0． 17 0． 05

计算时间 6． 3 12． 7 28． 1

( c)

误差 2． 52e-4 1． 26e-4 2． 52e-4 1． 26e-4 2． 52e-4 1． 26e-4

收敛阶 — — 1． 93e-5 1． 21e-4 4． 84e-6 3． 01e-5

计算时间 32． 7 62． 6 130． 8

表 1 列出了当时间步长 τ = 1 × 10 －6，空间网格

点数 N = 100，200，400 时在 T = 1 时刻的数值解的
误差和阶数，由此可验证该数值解在空间上以

O( h6 ) 逼近精确解，同时与文献［4，9］的格式对比，可
以看出紧致分裂多辛格式( a) 在空间精度上比格式
( b) 和格式( c) 更高，运行时间也小于另外 2种格式．
表 2 列出了当时刻 T = 1，空间步长 h = 0． 1 时

采用不同的时间步长的数值解的误差和阶数，由此

可以看出该数值解在时间上以 O ( τ) 逼近精确解，
与理论结果相符，并与另外 2 种算法进行比较，紧致
分裂多辛格式的计算时间要少于另外 2 种格式的计
算时间．
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Compact Splitting Multisymplectic Scheme for Dirac Equation

TONG Hui，KONG Ling-hua* ，WANG Lan
( College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: The nonlinear Dirac equation can be split into a linear subproblem and a nonlinear subproblem，and these
problems have symplectic or multisymplectic structure，symplectic scheme for them is constructed，then discrete cal-
culation is made by symplectic Euler method in time and the high order compact scheme in space． Compared with
the traditional multisymplectic scheme，this scheme has high computation efficiency，fast calculation and so on．
Key words: nonlinear Dirac equations; multisymplectic Hamiltonian system; sympletic Euler method; high order
compact scheme; split method
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