
第 38 卷 第 5 期 江西师范大学学报( 自然科学版) Vol． 38 No． 5
2014 年 9 月 Journal of Jiangxi Normal University( Natural Science) Sep． 2014

收稿日期: 2014-02-20
基金项目:陕西省教育厅科研计划( 2010JK399) 和宝鸡文理学院重点科研计划课题( ZK11129) 资助项目．
作者简介:王爱丽( 1978-) ，女，陕西旬邑人，副教授，博士，主要从事生物数学方面的研究．

文章编号: 1000-5862( 2014) 05-0526-05

具有饱和接种率的传染病模型的稳定性

王爱丽
( 宝鸡文理学院数学系，陕西 宝鸡 721013)

摘要:考虑到实践中有一部分人不愿意接种疫苗，引入 1 个阈值参数，建立了 1 个具有饱和接种率的传
染病模型，以刻画资源有限情况下的接种策略．定义了模型的基本再生数，讨论了无病平衡点和地方病平
衡点的存在性以及全局稳定性．结果表明:一方面人群中不愿接种者的比例影响疾病的消除与否以及不
能消除时染病者的比例;另一方面可以适当增加存储疫苗的数量，使得当疾病不能被消除时，染病者的数

量可以稳定在一个医疗条件允许的预先设定的水平．
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0 引言

预防接种是人类抵御传染病侵袭最重要、最有
效的措施，也是一个国家和地区科学技术发展和公

共卫生形象的具体体现． 目前我国已成为世界上最
广泛使用疫苗的国家之一．我国免疫规划全面展开，
已扩大到 14 种疫苗，可预防包括狂犬病、黄热病、小
儿麻痹症、乙肝等传染病在内的 15 种疾病．因此，设
计一种有效地接种疫苗的策略以控制传染病的爆

发、减小传染病爆发时的影响以及降低接种疫苗的
成本已成为医务人员和科研工作者关注的热点问题

之一［1-8］． 常用的接种策略有 2 种，即连续的接
种［9-10］和脉冲式的接种［11-15］，但是这些策略都没有

考虑医疗资源的有限性． 根据卫生部的报道，2009
年当甲型 H1N1 流感爆发时，由于没有足够的疫苗，
在不同的省份以及不同年龄阶段的人群，接种策略

均不同．
经典的传染病模型总是假定接种比例与易感者

的数量成正比，这要求一个国家或地区所能提供的

疫苗数量非常大，因此，它是不合理的．实际上，每个
国家或地区所存储的疫苗数量都是有限的．实践中，
一方面，随着人群中易感者比率的增加接种比率也

会增加，但不会无限地增加，一旦达到所能提供的疫

苗的最大数量，就会维持在这个水平不变． 另一方
面，传染病爆发时，因为价格偏高、防疫意识差导致

相当一部分人不愿接种疫苗． 例如，2009 年当甲型
H1N1 爆发时，一家媒体调查显示有 54%的人都不
愿接种疫苗．基于此，本文采用 1 个含有阈值参数的
饱和函数表示接种比例，以刻画接种策略仅对于自

愿接种的人有效，且医疗资源允许下的接种人数是

有限的．将人群分为 3 大类: 易感者、感染者和接种
疫苗的人，则模型为

dS( t)
dt = Λ － βSI － μS －

h( S － ST )
h + ( S － ST )

，

dI( t)
dt = βSI － μI － εI，

dV( t)
dt =

h( S － ST )
h + ( S － ST )

－ μV + εI
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





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其中 S，I，V 分别表示人群中易感者、染病者和接种
疫苗者的比例，假设接种后将终生具有免疫力．
h( S －ST) ［h + ( S － ST) ］为免疫接种函数，ST 表

示不愿接种的人占人群总数的比例，h 表示该地区
存储疫苗所能接种的易感者的最大比例． 注意到 1
个地区拒绝接种的人毕竟是少数，而所存储疫苗能

接种的最大人数往往比较大，所以假设 h ＞ ST 是合

理的．其他参数均为正数，其中 μ 表示自然出生率
( 自然死亡率) ，β表示传染率，ε 表示对染病者的治
愈率，并且假设一旦治愈将终身具有免疫力．实践中
人群的输入率总是大于该地区所存储疫苗能最多接

种的易感者比例，从而总可以假设 μ ＞ h．
注意到 V不影响前 2 个方程的动力学，故以下



只须考虑简化方程

dS( t)
dt = μ － βSI － μS －

h( S － ST )
h + ( S － ST )

，

dI( t)
dt = βSI － μI － ε{ I．

( 1)

不难证明以下结论:

引理 1 模型( 1) 的吸引域为 Ω = { ( S，I) ∈
Ｒ2

+ S + I≤ 1} ．

1 平衡态的存在性

模型( 1) 的无病平衡点满足方程
I = 0，

μS + ( h － μ) = h2

S + ( h － ST )
{ ．

( 2)

为讨论方便起见，以下记

f1 ( S) = μS + ( h － μ) ，f2 ( S) =
h2

S + ( h － ST )
．

( 2) 式的第 2 个方程具有正根的条件等价于
f1 ( 0) ＜ f2 ( 0) ，由于

f1 ( 0) = h － μ ＜ 0，f2 ( 0) =
h2

h － ST
＞ 0，

所以模型( 1) 恒存在 1 个无病平衡点 E0 ( S0，0) ，
其中，

S0 = ( μ － h + μ( ST － h) +

［μ － h + μ( ST － h) ］2 + 4μ［hST + μ( h － ST槡 ) ］)

( 2μ) ． ( 3)
若模型( 1) 存在地方病平衡点 E* ( S* ，I* ) ，则

其满足

S* = μ + ε
β
，

( μ + ε) I* = ( μ － h) － μS* + h2

h + ( S － ST)
{ ．

( 4)

由于( μ － h) － μS* + h2 ［h + ( S* － ST) ］ ＞ 0等
价于［μ( μ + ε) － β( μ － h) ］［β( h － ST) + ( μ + ε) ］＜

β2h2，故有以下 2 种情况:
( i) 当 μ( μ + ε) － β( μ － h) ≤0时，方程( 4) 的

解恒为正，此时模型( 1) 存在唯一的地方病平衡点．
( ii) 当 μ( μ + ε) － β( μ － h) ＞ 0 时，则

ST ＞ h + μ + ε
β

+ βh2

β( μ － h) － μ( μ + ε)
=· ST0，

从而( 4) 式存在唯一正解，即模型( 1) 存在唯一的
地方病平衡点．
综上讨论，可得如下结果:

定理 1 ( i) 模型( 1) 存在唯一的无病平衡点

E0 ( S0，0) ，其中 S0 如( 3) 式所定义．
( ii) 若以下任意 1 组条件成立:
( C1 ) μ( μ + ε) － β( μ － h) ≤ 0;
( C2 ) μ( μ + ε) － β( μ － h) ＞ 0，ST ＞ ST0，

则模型( 2) 存在唯一的地方病平衡点 E* ( S* ，I* ) ，
这里 S* 如( 4) 式所定义，
I* = ［β2h2 － μ ( μ + ε) 2 － βμ( μ + ε) ( h － ST ) +

β2 ( h － ST ) ( μ － h) + β( μ + ε) ( μ － h) ］ { β( μ +
ε) ［β( h － ST ) + ( μ + ε) ］} ．
注意到

sgn I*
S{ }

T

= sgn{ β2 ( μ + ε) ［β2h2 － μ ( μ + ε) 2 －

βμ( μ + ε) ( h － ST ) + β2 ( h － ST ) ( μ － h) + β( μ +

ε) ( μ － h) ］ + β( μ + ε) ［βμ( μ + ε) － β2 ( μ －
h) ］［β( h － ST ) + ( μ + ε) ］} = β2h2，

故 I* 随着阈值 ST的增加而增加，即疫情稳定后染病

者的比例随着人群中不愿接种疫苗的人的比例增加

而增加．因为不愿接种疫苗的人在人群中的比例会
随着周围环境的变化而变化，如媒体的宣传和教育、
季节的变化、疫情等，所以这里将它作为 1 个阈值，
以考虑其对于染病者的比例等因素的影响．
直接计算可得模型( 1) 的基本再生数为 Ｒ0 =

βS0 ( μ + ε) ，其中 S0 由( 3) 式给出．从而，
Ｒ0 ＜ 1

β ［μ － h + μ( ST － h) ］2 + 4μ［hST + μ( h － ST槡 ) ］ ＜
2μ( μ + ε) + β［( h － μ) + μ( h － ST) ］． ( 5)
注意到

2μ( μ + ε) + β［( h － μ) + μ( h － ST) ］ = 0ST = h +
h － μ
μ

+ 2( μ + ε)
β

=· ST1 ．

下面分 2 种情况讨论:
( i) 若 ST ≥ ST1，则由( 5) 式知 Ｒ0 ＞ 1．
( ii) 若 ST ＜ ST1，则当

β( h － μ) + μ( μ + ε) ＞ 0，ST ＜ ST0

或者

β( h － μ) + μ( μ + ε) ＜ 0，ST ＞ ST0

时，均有 Ｒ0 ＜ 1．由于
sgn{ ST0 － ST1 } =

sgn β2μh2 +［β( μ － h) － μ( μ + ε) ］2

βμ［β( μ － h) － μ( μ + ε{ }) ］
=

sgn{ β( μ － h) － μ( μ + ε) } ，
所以当 β( h － μ) + μ( μ + ε) ＞ 0 时，ST0 ＜ ST1 ; 当

β( h － μ) + μ( μ + ε) ＜ 0时，ST0 ＞ ST1 ．由此有以下
结论:
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定理 2 Ｒ0 ＜ 1 的充要条件为
β( h － μ) + μ( μ + ε) ＞ 0，ST ＜ ST0 ．
由于

sgn Ｒ0

S{ }
T

= {sgn μ + ( μ［μ － h + μ( ST － h) ］+

2μ( h － μ) )

［μ － h + μ( ST － h) ］2 + 4μ［hST + μ( h － ST槡 }) ］ =

sgn{ h2 } ，

所以 Ｒ0 是 ST 的递增函数．
综合以上讨论，可得如下结果:

推论 1 ( i) Ｒ0 ＞ 1当且仅当( C1 ) 或( C2 ) 成立;

( ii) 模型( 1) 存在地方病平衡点的充要条件为 Ｒ0 ＞
1; ( iii) Ｒ0和 I* 均随着 ST的增加而增加，如图1所示．

注:参数值为 μ = 0． 6，β = 4，h = 0． 5，ε = 0． 8．
图 1 Ｒ0，I* 与阈值 ST 的关系

2 全局稳定性

本节主要讨论模型( 1) 的无病平衡点以及地方
病平衡点的全局稳定性．为此，首先排除极限环的存
在性．
引理 2 模型( 1) 在吸引域 Ω内不存在极限环．
证 为方便讨论，引入记号

f( S，I) = μ － βSI － μS －
h( S － ST )

h + ( S － ST )
，

g( S，I) = βSI － μI － εI．
取 Dulac函数 B = 1 / ( SI) ，则有

( Bf)
S

+ ( Bg)
I

= － μ
S2 I

－ h2

SI［h + ( S － ST) ］
+

h( S － ST )

S2 I［h + ( S － ST) ］
= － h2

SI［h + ( S － ST) ］
－

μh + ( μ － h) ( S － ST )

S2 I［h + ( S － ST) ］
＜ 0．

由 Bendixson-Dulac原理知，模型不存在全部位于 Ω

内的极限环．引理 2 得证．
定理 3 当 Ｒ0 ＜ 1 时，模型( 1) 的无病平衡点

E0 全局渐近稳定，此时疾病将最终被消除．
证 模型( 1) 的雅克比矩阵为

J( S，I) =

－ μ － βI － h2

［h + ( S － ST) ］
2 － βS

βI βS － ( μ + ε









)

． ( 6)

直接计算得 J( S0，0) 的 2 个特征根分别为

λ1 = － μ － h2

［h + ( S0 － ST) ］
2 ＜ 0，

λ2 = βS0 － ( μ + ε) ．
当 Ｒ0 ＜ 1时，λ2 ＜ 0，从而 E0局部渐近稳定．根据引
理 2，模型( 1) 在吸引域内不存在极限环，所以 E0 是

全局渐近稳定的，如图2( a) 所示．此时，疾病将最终
被灭绝，而人群中易感者的比例趋于 1 个稳定的水
平 S0，如图 2( b) 所示．定理 3 得证．

注: ( b) 中的初始值为( S，I) = ( 0． 1，0． 9) ，S0 = 0． 654 4．
图 2 当参数值为 μ = 0． 6，β = 2，h = 0． 5，ST = 0． 3，

ε = 1． 2，Ｒ0 ＜ 1 时模型( 1) 的稳定性
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由推论1知当Ｒ0 ＞ 1时，模型( 2) 存在唯一的地方
病平衡点 E* ，下面讨论 E* 的稳定性．由( 6) 式知，
J( S* ，I* ) =

－ μ － βI* － h2

［h + ( S* － ST) ］
2 － βS*

βI*









0
． ( 7)

由于 tr( J( S* ，I* ) ) = － μ － βI* － h2 ［h +
( S* － ST) ］

2 ＜ 0，det( J( S* ，I* ) ) = β2S* I* ＞ 0，
所以( 7) 式有 2 个具有负实部的特征根，从而地方
病平衡点 E* 局部渐近稳定．又根据引理2知，E* 是

全局渐近稳定的，如图3( a) 所示．此时，人群中易感
者和感染者的比例( S和 I) 达到一个静态平衡，即 S
和 I分别趋于稳定的水平 S* 和 I* ，如图3( b) 所示．
从而有结论:

定理 4 当 Ｒ0 ＞ 1时，模型( 1) 的地方病平衡点
E* 全局渐近稳定．此时，疾病将最终演变为地方病．

注: 图 ( b) 中的初始值为 ( S，I) = ( 0． 70，0． 45) ，S* =
0． 350 0，I* = 0． 246 1．

图 3 当参数值为 μ = 0． 6，β = 4，h = 0． 5，ST = 0． 3，
ε = 0． 8，Ｒ0 ＞ 1 时模型( 2) 的稳定性

3 结论

考虑到实践中有相当一部分人因为价格偏高、
免疫意识低下等原因不愿接种疫苗，本文引入 1 个
阈值参数，建立了 1 个具有饱和接种率的传染病模
型，以刻画医疗资源有限情况下的接种策略．得到了
各类平衡点存在的条件阈值Ｒ0 ．当Ｒ0 ＜ 1时，即1个
病人在平均患病期内所传染的人数小于 1，疾病最
终会消失;而当 Ｒ0 ＞ 1时，即1个病人在平均患病期
内所传染的人数大于 1，疾病不会被消除，而将始终
存在，最终成为一种地方病．由 Ｒ0，I* 的表达式及推
论 1 知，当人群中不愿接种的人所占的比例增加时，
基本再生数 Ｒ0 增加，I* 也增加．这说明一方面要使
疾病最终被消除，就必须进行相应的宣传和教育，提

高民众的危机意识，使更多的人自发接种疫苗，从而

减少不愿接种疫苗的人的数量．另一方面，当疾病不
能被消除时，通过降低人群中抵触接种疫苗的人的

比例，可以使得染病者的比例稳定在一个预先设定

的水平，从而为公共卫生部门制定传染病的控制策

略提供理论支撑．因为实际控制中，往往不需要将病
毒彻底清除，只需将人群中已感染者的比例降至医

疗规范允许的水平之下．
由定理 3 和定理 4 知，疾病是否被消除取决于

基本再生数 Ｒ0 是否小于 1．而由 Ｒ0 的表达式及定理

2 知，Ｒ0 是否小于 1 取决于不愿接种疫苗的人的比
例是否小于临界值 ST0，而 ST0 的大小依赖于 1 个国
家或地区的疫苗的最大存储量( 用 h刻画) ．又由于
ST0

h
= 1 + β2h2 + 2βh［β( μ － h) － μ( μ + ε) ］

［β( μ － h) － μ( μ + ε) ］2
=

［β( μ － h) － μ( μ + ε) + βh］2

［β( μ － h) － μ( μ + ε) ］2
，

所以 ST0随着 h的增大而增大．这意味着如果人群中
抵触接种的人的比例保持不变，当疫苗的最大存储

量足够大时，疾病最终也会被消除．
综上所述，人群中不愿接种疫苗的人的比例和

一个国家或地区的疫苗的最大存储量对疾病消除以

及当疾病不能被消除时染病者所占比例有很大的影

响，所以考虑这 2 个因素对于疾病控制的影响非常
必要且具有重要意义．
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The Stability of an Epidemic Model with Saturation Vaccination

WANG Ai-li
( Department of Mathematics，Baoji University of Arts and Sciences，Baoji Shanxi 721013，China)

Abstract: A threshold parameter is introduced to represent some individuals will not vaccinate． An epidemic model
with saturation vaccination is proposed to describe the vaccination policy with limited resources． The basic reproduc-
tion number is defined． The existence and global stability of disease-free equilibrium as well as endemic equilibrium
is investigated． The results obtained in this work indicates that the proportion of those willing not vaccinate plays an
important role in whether the disease dies out or not and the ratio of infecteds when the disease persists． It also im-
plies that the ratio of infecteds could stabilize at a previously specified level by increasing the amount of vaccines if
it is impossible to eradicate．
Key words: saturation vaccination; epidemic model; global stability
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