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一类非线性分数阶微分方程
反周期边值问题解的存在性
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摘要:利用 Schauder不动点定理和 Hlder不等式等方法研究了一类非线性反周期分数阶微分方程边值
问题，证明了当满足一定条件时其解的存在性．
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0 引言

分数阶常微分方程是经典的整数阶常微分方程

的推广，它是将整数阶的导数用分数阶导数来替换．
而与整数阶微分方程相比，分数阶微分方程的优势

在于它能更好地模拟自然界的物理过程和动态系统

过程．近年来，分数阶微分方程已作为一个重要的研
究领域，它将经典微分方程推广到任意阶的情形．现
在分数阶微分方程在电子控制、多孔介质等许多领
域上都有应用．关于分数阶微分方程解的存在唯一
性问题、一些特殊分数阶微分方程解的性态问题、分
数阶微分方程数值解的研究参见文献［1-16］．
反周期边值问题理论广泛应用于描述波动环境

中物理现象的演化． 许多学者关注于分数阶微分方
程反周期边值问题解的存在性和唯一性问题． 文献
［6］考虑了分数阶微分方程反周期边值问题:

CDβ ( CDα + λ) u( t) = f( t，u( t) ) ，t∈［0，T］，
u( 0) = － u( T) ，u'( 0) = u'( T) = 0{ ，

( 1)

其中CDq 表示 q阶 Caputo分数阶导数，f是给定的连
续函数．研究结果主要是基于标准不动点原理得出
的．除此之外，文献［7］研究了分数阶微分方程反周
期边值问题:

CDαx( t) = f( t，x( t) ，CDqx( t) ) ，t∈［0，T］，
x( 0) = － x( T) ，CDpx( 0) = －CDpx( T{ ) ，

其中CDα表示 α阶 Caputo分数阶导数，T是1个正的

常数，1 ＜ α≤ 2，0 ＜ p，q ＜ 1，α － q≥ 1和 f是 1个
给定的连续函数．
方程( 1) 中，如果 f不仅是 t，u( t) 的函数，而且

也是CDqu( t) 的函数，那么方程所描述的物理现象
将更普遍．一个自然的问题就是其解的存在唯一性
是否能够成立呢? 本文将考虑如下分数阶微分方程

反周期边值问题解的存在性和唯一性:
CDβ ( CDα + λ) u( t) = f( t，u( t) ，CDqu( t) ) ，
t∈［0，T］，
u( 0) = － u( T) ，u'( 0) = u'( T) = 0

{
，

( 2)

其中CDβ表示 β阶 Caputo分数阶导数，T是 1个正的
常数，1 ＜ α≤ 2，0 ＜ β≤ 1，0 ＜ q ＜ 1，α － q≥ 1，
f是 1 个给定的连续函数和 λ是实数．

1 预备知识

本节将给出一些用到的基本概念、记号、定义和
已有结果．
定义 1 函数 f: ［0，∞ ) → Ｒ的 α阶 Caputo分

数阶导数定义为

CDα f( t) = 1
Γ( n － α) ∫

t

0
( t － s) n－α－1 f( n) ( s) ds，

n － 1 ＜ α ＜ n，n = ［α］+ 1，
其中［α］表示 α的整数部分．
定义2 函数 f( t) ，t ＞ 0的Ｒiemann-Liouville α

阶( α ＞ 0) 分数阶积分定义为



Iα f( t) = 1
Γ( α) ∫

t

0
( t － s) α－1 f( s) ds，

假定右端是在( 0，∞ ) 上逐点定义的．
定义 3 函数 f( t) ，t ＞ 0 的 Ｒiemann-Liouville

α( α ＞ 0) 阶分数次导数定义为

Dα f( t) = 1
Γ( n － α)

d
d( )t

n

∫
t

0
( t － s) n－α－1 f( s) ds，

其中 n = ［α］+ 1，假定右端是在( 0，∞ ) 上逐点定
义的．
引理 1 设 α ＞ 0，则分数阶微分方程CDαu( t) =

0有形如
u( t) = c0 + c1 t + c2 t

2 + … + cn－1 t
n－1

的解，其中 ci∈Ｒ，i = 0，1，2，…，n － 1，n =［α］+ 1．
引理 2 设 α ＞ 0，则对于某些 ci∈Ｒ，i = 0，1，

2，…，n － 1，n = ［α］+ 1，有
IαCDαu( t) = u( t) + c0 + c1 t + c2 t

2 + … + cn－1 t
n－1 ．

引理3 设E是Banach空间X中闭的非空凸子
集，F: E→E是连续映射且F( E) 是X的相对紧致子
集，则 F在 E中至少有 1 个不动点．
引理 4 设 l和m是 2个正数使得 1 / l + 1 /m =

1，如果 f( x) l 和 g( x) m 在［a，b］上黎曼可积，则

∫
b

a
f( x) g( x) dx≤［∫

b

a
f( x) ldx］1 / l·

［∫
b

a
g( x) mdx］1 /m ．

引理 5 边值问题CDβ ( CDα + λ) u( t) = f( t，
u( t) ，CDqu( t) ) ，t∈［0，T］，1 ＜ α≤ 2，0 ＜ q ＜ 1，
α － q≥ 1，0 ＜ β≤ 1 的解为

u( t) = ∫
t

0

( t － s) α－1

Γ( α () ∫
s

0

( s － τ) β－1

Γ( β)
f( τ，u( τ) ，

CDqu( τ) ) dτ － λu( s )) ds － 1
2 ∫

T

0

( T － s) α－1

Γ( α)
·

∫
s

0

( s － τ) β－1

Γ( β)
f( τ，u( τ) ，CDqu( τ) ) dτ － λu( s( )) ds +

Tα － 2tα

2αTα－1 ∫
T

0

( T － s) α－2

Γ( α － 1 () ∫
s

0

( s － τ) β－1

Γ( β)
f( τ，u( τ) ，

CDqu( τ) ) dτ － λu( s )) ds．

证 证明过程与文献［4］的( 1． 5) 相类似，此
处略．

2 主要结果

本节主要讨论问题( 2) 解的存在性．设 J =［0，T］
和 C( J) 是所有定义在 J上连续实函数构成的空间．定
义空间 X = { x( t) ∈ C( J) } 且赋予范数 ‖x‖ =

max
t∈J

x( t) + max
t∈J

CDqx( t) ( 其中 0 ＜ q ＜ 1) ． 显

然，( X，‖·‖) 是 Banach空间．
定理 1 设 f: J × Ｒ × Ｒ→Ｒ是连续函数．假定

存在 1 个常数 l∈ ( 0，β］和 1 个实值函数 m( t) ∈
L1 / l( ［0，T］，( 0，∞ ) ) ( l ＞ 1) 使得 f( t，x，y) ≤
m( t) + d1 x ρ1 + d2 y ρ2，其中 d1，d2 ≥ 0，0 ≤ ρ1，

ρ2 ＜ 1，则问题( 2) 在［0，T］至少有 1 个解．
证 根据引理3，问题( 2) 等价于如下积分方程:

u( t) = ∫
t

0

( t － s) α－1

Γ( α () ∫
s

0

( s － τ) β－1

Γ( β)
f( τ，u( τ) ，

CDqu( τ) ) dτ － λu( s )) ds － 1
2 ∫

T

0

( T － s) α－1

Γ( α)
·

∫
s

0

( s － τ) β－1

Γ( β)
f( τ，u( τ) ，CDqu( τ) ) dτ － λu( s( )) ds +

Tα － 2tα

2αTα－1 ∫
T

0

( T － s) α－2

Γ( α － 1 () ∫
s

0

( s － τ) β－1

Γ( β)
f( τ，u( τ) ，

CDqu( τ) ) dτ － λu( s )) ds ( Fu) ( t) ．

定义 Br = { u( t) ∈ X，‖u‖≤ r，t∈ J} ，则
‖CDqu( t) ‖≤ r，

其中

r≥ max{ ( 4Ad1 )
1 / ( 1－ρ1) ，( 4Ad2 )

1 / ( 1－ρ2) ，4K，
4Lr，6Br，6C，( 6Dd1 )

1 / ( 1－ρ1) ，( 6Dd2 )
1 / ( 1－ρ2) } ，

A = 3
2Γ( α + β + 1) +

1
2αΓ( α + β( )) Tα+β，

B = 1 － l
β( )－ l

1－l MTα+β－l－qΓ( β － l + 1)
Γ( α + β + 1 － l － q) Γ( β)

，

C = λ rTα－q

Γ( α + 1 － q) ，

D = 1 － l
β( )－ l

1－l MTα+β－q

Γ( α + β + 1 － q) Γ( β)
，

L = λ Tα 1
Γ( α)

+ 1
Γ( α + 1( )) ，

K = Γ( β － l + 1)
Γ( β)

MTα+β－l 1 － l
β( )－ l

1－l
·

3
2Γ( α + β － l + 1) +

1
2αΓ( α + β － l( )) +

λ rTα 1
Γ( α)

+ 1
Γ( α + 1( )) ，

M = ∫
T

0
( m( s) ) 1 / ld( )s l

． ( 3)

注意到 Br 是 Banach空间 X的 1个有界闭凸子
集．x∈ Br，由引理 4 ( Hlder不等式) 得

( Fu) ( t) ≤ ∫
t

0

( t － s) α－1

Γ( α () ∫
s

0

( s － τ) β－1

Γ( β)
·

f( τ，u( τ) ，CDqu( τ) ) d )τ ds + λ ‖u‖·
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∫
t

0

( t － s) α－1

Γ( α)
ds + 1

2 ∫
T

0

( T － s) α－1

Γ( α () ∫
s

0

( s － τ) β－1

Γ( β)
·

f( τ，u( τ) ，CDqu( τ) ) d )τ ds + λ ‖u‖
2 ·

∫
T

0

( T － s) α－1

Γ( α)
ds + T

2 (α ∫
T

0

( T － s) α－2

Γ( α － 1 () ∫
s

0

( s － τ) β－1

Γ( β)
·

f( τ，u( τ) ，CDqu( τ) ) d )τ ds + λ ‖u‖·

∫
T

0

( T － s) α－2

Γ( α － 1) d )s ≤ ∫
t

0

( t － s) α－1

Γ( α) ∫
s

0

( s － τ) β－1

Γ( β)
·

m( τ) dτds + λ‖u‖ ∫
t

0

( t － s) α－1

Γ( α)
ds +

∫
t

0

( t － s) α－1

Γ( α) ∫
s

0

( s － τ) β－1

Γ( β)
( d1 rρ1 + d2 rρ2 ) dτds +

1
2 ∫

T

0

( T － s) α－1

Γ( α) ∫
s

0

( s － τ) β－1

Γ( β)
m( τ) d( )τ ds +

λ ‖u‖
2 ∫

T

0

( T － s) α－1

Γ( α)
ds + T

2 (α ∫
T

0

( T － s) α－2

Γ( α － 1) ·

∫
s

0

( s － τ) β－1

Γ( β)
m( τ) d( )τ ds + λ ‖u‖·

∫
T

0

( T － s) α－2

Γ( α － 1) d )s + 1
2 ∫

T

0

( T － s) α－1

Γ( α)
·

∫
s

0

( s － τ) β－1

Γ( β)
( d1rρ1 + d2rρ2 ) dτds +

T
2α∫

T

0

( T － s) α－2

Γ( α － 1) ·

∫
s

0

( s － τ) β－1

Γ( β)
( d1 rρ1 + d2 rρ2 ) d( )τ ds≤ 3M

2Γ( α) Γ( β)
·

1 － l
β( )－ l

1－l
Tα+β－l ∫

1

0
( 1 － s) α－1sβ－lds +

( d1rρ1 + d2rρ2) Tα+β

Γ( β + 1) ·

3 ∫
1

0
( 1 － s) α－1sβds

2Γ( α)
+ 1
2αΓ( α － 1) ∫

1

0
( 1 － s) α－2sβd







s
+

λ rTα 1
Γ( α + 1) +

1
Γ( α( )) + M

2αΓ( α － 1) Γ( β)
·

1 － l
β( )－ l

1－l
Tα+β－l ∫

1

0
( 1 － s) α－2 sβ－lds．

注意到 Beta函数的性质:

B( β － l + 1，α) = ∫
1

0
( 1 － s) α－1 sβ－lds =

Γ( α) Γ( β － l + 1)
Γ( α + β － l + 1) ，B( β + 1，α) =

∫
1

0
( 1 － s) α－1 sβds = Γ( α) Γ( β + 1)

Γ( α + β + 1) ，

B( β － l + 1，α － 1) = ∫
1

0
( 1 － s) α－2 sβ－lds =

Γ( α － 1) Γ( β － l + 1)
Γ( α + β － l) ，B( β + 1，α － 1) =

∫
1

0
( 1 － s) α－2 sβds = Γ( α － 1) Γ( β + 1)

Γ( α + β)
．

从而

( Fu) ( t) ≤
MΓ( β － l + 1) Tα+β－l

Γ( β)
1 － l
β( )－ l

1－l
·

3
2Γ( α + β － l + 1) +

1
2αΓ( α + β － l( )) +

( d1rρ1 + d2rρ2) Tα+β 3
2Γ( α + β + 1) +

1
2αΓ( α + β( )) +

λ rTα

Γ( α)
+ λ rTα

Γ( α + 1) ，

CDq ( Fu) ( t) = ∫
t

0

( t － w) －q

Γ( 1 － q) ( Fu) '( w) dw =

∫
t

0

( t － w) －q

Γ( 1 － q () ∫
w

0

( w － s) α－2

Γ( α － 1 () ∫
s

0

( s － τ) β－1

Γ( β)
·

f( τ，u( τ) ，CDqu( τ) ) dτ － λu( s )) d )s dw － 1
Tα－1·

∫
t

0

( t － w) －qwα－1

Γ( 1 － q () ∫
T

0

( T － s) α－2

Γ( α － 1 () ∫
s

0

( s － τ) β－1

Γ( β)
·

f( τ，u( τ) ，CDqu( τ) ) dτ －λu( s )) d )s dw ≤

∫
t

0

( t － w) －q

Γ( 1 － q () ∫
w

0

( w － s) α－2

Γ( α － 1 () ∫
s

0

( s － τ) β－1

Γ( β)
·

f( τ，u( τ) ，CDqu( τ) ) dτ + λu( s )) d )s dw －

1
Tα－1 ∫

t

0

( t － w) －qwα－1

Γ( 1 － q () ∫
T

0

( T － s) α－2

Γ( α － 1)

(
·

∫
s

0

( s － τ) β－1

Γ( β)
f( τ，u( τ) ，CDqu( τ) ) dτ +

λu( s )) d )s dw ≤ ∫
t

0

( t － w) －q

Γ( 1 － q)

(
·

∫
w

0

( w － s) α－2

Γ( α － 1) Γ( β () ∫
s

0
( ( s － τ) β－1 ) 1 / ( 1－l) d )τ 1 )－l

(
·

∫
s

0
( m( τ) ) 1 / ldτ) ld )s dw + ( d1 rρ1 + d2 rρ2 ) ·

∫
t

0

( t － w) －q

Γ( 1 － q () ∫
w

0

( w － s) α－2

Γ( α － 1 () ∫
s

0

( s － τ) β－1

Γ( β)
d )τ d )s dw +

2 λ rTα－q

Γ( α + 1 － q) +
1

Tα－1 ∫
t

0

( t － w) －qwα－1

Γ( 1 － q)

(
·

∫
w

0

( w － s) α－2

Γ( α － 1) Γ( β () ∫
s

0
( ( s － τ) β－1 ) 1 / ( 1－l) d )τ 1－l

(
·

∫
s

0
( m( τ) ) 1 / ld )τ l

d )s dw≤ 2 1 － l
β( )－ l

1－l
·

MTα+β－l－qΓ( β － l + 1)
Γ( α + β + 1 － l － q) Γ( β)

+
2 λ rTα－q

Γ( α + 1 － q) +

1 － l
β( )－ l

1－l M( d1 rρ1 + d2 rρ2 ) Tα+β－q

Γ( α + β + 1 － q) ．

由( 3) 式得‖( Fu) ( t) ‖ = max
t∈J
( Fu) ( t) ≤

r．注意到( Fu) ( t) 在 J 上连续． 因此，对于 F: Br →
Br，由 f的连续性知算子 F是 1 个全连续算子．对于
每个 x ∈ Br，固定 N = max

t∈J
f( t，u( t) ，CDqu( t) ) ，
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ε ＞ 0，取

δ = ε
Tα－1 ( N + 2TβN + 3 λ r)

． ( 4)

对于每个 x∈ Br，将证明如果 t1，t2 ∈ J，且 0 ＜ t2 －
t1 ＜ δ，那么‖( Fu) ( t2 ) － ( Fu) ( t1 ) ‖ ＜ ε．
事实上，

( Fu) ( t2 ) － ( Fu) ( t1 ) =

∫
t2

0

( t2 － s) α－1

Γ( α () ∫
s

0

( s － τ) β－1

Γ( β)
f( τ，u( τ) ，

CDqu( τ) ) dτ － λu( s )) ds － ∫
t1

0

( t1 － s) α－1

Γ( α)

(
·

∫
s

0

( s － τ) β－1

Γ( β)
f( τ，u( τ) ，CDqu( τ) ) dτ － λu( s )) ds +

tα1 － tα2
αTα－1 ∫

T

0

( T － s) α－2

Γ( α － 1 () ∫
s

0

( s － τ) β－1

Γ( β)
f( τ，u( τ) ，

CDqu( τ) ) dτ － λu( s )) ds ≤

∫
t1

0

( t2 － s) α－1 － ( t1 － s) α－1

Γ( α () ∫
s

0

( s － τ) β－1

Γ( β)
f( τ，

u( τ) ，CDqu( τ) ) dτ + λu( s )) ds +

∫
t2

t1

( t2 － s) α－1

Γ( α () ∫
s

0

( s － τ) β－1

Γ( β)
f( τ，u( τ) ，

CDqu( τ) ) dτ + λu( s )) ds +
tα2 － tα1
αTα－1 ∫

T

0

( T － s) α－2

Γ( α － 1)

(
·

∫
t1

0

( s － τ) β－1

Γ( β) f( τ，u( τ) ，CDqu( τ) ) dτ +

λu( s )) ds≤
N( tα2 － tα1 )
Γ( α + β + 1) + λ

r( tα2 － tα1 )
Γ( α + 1) +

Tα+β－1N
Γ( α) Γ( β + 1) ( t2 － t1) +

Tα+β－1N
Γ( α)
( t2 － t1) +

tα2 － tα1
αTα－1 ·

NTα+β－1

Γ( α + β)
+ λ
Γ( α)

rTα－( )1 = ( tα2 － tα1 ) ·

N
Γ( α + β + 1) +

2 λ r
Γ( α + 1) +

NTβ

Γ( α + β[ ]) +

( t2 － t1 )
Γ( α)

Tα+β－1N
Γ( α) Γ( β + 1) + λ rTα－( )1 ．

由平均值定理和( 4) 式得
( Fu) ( t2 ) － ( Fu) ( t1 ) ≤ ( t

α
2 － tα1

[
) ·

N
Γ( α + β + 1) +

TβN
Γ( α + β)

+
2 λ r
Γ( α + 1 ]) +

( t2 － t1 )
Γ( α)

Tα－1 TβN
Γ( β + 1) + λ( )r ≤ ( t2 － t1 ) Tα－1

[
·

N
Γ( α + β + 1) +

TβN
Γ( α + β)

+
2 λ r
Γ( α + 1) +

TβN
Γ( α) Γ( β + 1) +

λ r
Γ( α ]) ≤ Tα－1 ( t2 － t1 ) ·

( N + TβN + 2 λ r + TβN + λ r) ＜ Tα－1δ( N +
2TβN + 3 λ r) ≤ ε，
故有‖( Fu) ( t2 ) － ( Fu) ( t1 ) ‖ ＜ ε．
因此，F是同等连续和一致有界的．由 Arzela-Ascoli

定理可知F在Br上是紧致的，故算子F是全连续的．
于是算子F满足引理3的条件，由引理3知反周期边
界值问题( 2) 在［0，T］上至少有 1 个解．

3 结论与展望

本文主要利用 Schauder不动点定理、微积分中
值定理和 Hlder 不等式等方法研究了一类非线性
分数阶微分方程( 2) 有解的 1 个充分条件． 在今后
的研究中将讨论解的唯一性，从而为这类微分方程

的数值解的计算奠定理论基础．
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