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摘要:基于模型函数方法与修正的 L-曲线准则，给出了选取正则化参数的 1 种迭代算法．在一定条件下，
证明了所提出的选取正则化参数的算法是局部收敛的，通过数值算例验证了该方法的局部有效性．
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0 引言

反问题研究已是计算数学及应用数学领域研究

的热点问题之一． 反问题一般是不适定的［1］，其不
适定性在数值计算上表现为解不连续依赖测量数

据．即使在实际测量过程中测量误差非常小，也会引
起解的巨大波动．目前求解不适定问题最具有普遍
性、完备性的是 Tikhonov 正则化方法，但该方法的
有效性取决于选取到合适的正则化参数． 目前比较
有代表性的正则化参数选取策略有: Morozov偏差原
理、广义交叉检验、L-曲线( L-curve) 等准则．当误差
水平已知或可估计时，Morozov偏差原理是最常采用
的正则化参数选取策略之一，但是当不适定算子方

程右端项的误差水平 δ未知时，Morozov偏差原理就
失效了．为了克服 Morozov 偏差原理需要已知误差
水平的局限性，P． C． Hansen等提出基于 L-曲线的正
则化参数选取方法［2-3］，可以在误差水平未知的情

形下找到近似最佳的正则化参数．
在利用 Morozov偏差原理确定正则化参数时需

要借助牛顿迭代，而牛顿迭代的计算量比较大，为了

克服这一缺点，文献［4-7］中提出了 1 种新的确定正
则化参数的方法—模型函数法． 它是将 Tikhonov 泛
函定义为关于 α的函数，再用 1 个简单的具有显示
表达式的模型函数来近似 F ( α) ，通过简单迭代确
定正则化参数．
本文在上述 2 种方法的基础上研究了基于模型

函数的修正 L-曲线准则，证明了所得序列点是局部
收敛的，给出了相应的迭代算法．通过算例验证了该
准则的有效性，同时也指出了目前还存在的不足和

今后进一步研究的方向．

1 模型函数法

线性反问题一般可归结为解第 1 类不适定算子
方程:

Kx = y， ( 1)
其中 K是 Hilbert空间 X到 Y上的有界线性算子．由
于观测数据存在误差，所以一般把方程( 1) 改写为

Kx = yδ，yδ ∈ Y， ( 2)
其中 δ为误差水平，‖yδ － y‖≤ δ． Tikhonov正则化
方法是将求不适定方程 ( 2) 的解转为求 Tikhonov
泛函

Jα ( x) =‖Kx － yδ‖
2 + α‖x‖2 ( 3)

的最优解，其中 α ＞ 0是正则化参数．对于固定的正
则化参数 α，记最优函数为

F( α) = min
x∈X

Jα ( x) =‖Kx( α) － yδ‖
2 +

α‖x( α) ‖2 ．
引理1［4］ 设K: X→Y是有界线性算子，X，Y均

为Hilbert空间．α ＞ 0，( 3) 式的唯一解 x( α) 是无
穷次可微的，且 g = dnx( α) dαn ∈ X可由

αg + K* Kg = － n dn－1

dαn－1x( α) ，n = 1，2，…

递推求解得到．



定理1［4-5］ 最优函数F( α) 在( 0，+ !) 内是无
限次可微的，且α ＞ 0，F( α) 满足

F( α) + αF'( α) + ‖Kx( α) ‖2 = ‖yδ‖
2 ． ( 4)

模型函数的方法就是在 αk附近构造F( α) 的局
部近似函数 Fk ( α) ，使其满足微分方程( 4) ，即
Fk ( α) + αF'k ( α) + ‖Kx( α) ‖2 = ‖yδ‖

2 ． ( 5)
若假设‖Kx( α) ‖2 ≈ Tk ‖x( α) ‖2，代入( 5)

式并注意到 F'( α) = ‖x( α) ‖2，解得

Fk ( α) = ‖yδ‖
2 + Ck ( Tk + α) ，

即得到双曲模型函数:

m1 ( α) = ‖yδ‖
2 + C ( T + α) ．

由于 Kx( α) ≈ yδ，故可设 ‖Kx( α) ‖2 ≈
‖yδ‖

2 － Tk，代入( 5) 式得
Fk ( α) + αF'k ( α) + ‖yδ‖

2 － Tk = ‖yδ‖
2 ． ( 6)

解微分方程( 6) ，得 Fk ( α) = Tk + Ck α，其中
Ck、Tk 是待定参数且由方程组

m( αk ) = Tk + Ck αk = F( αk )

m'( αk ) = － Ck α2
k = F'( αk

{ )
( 7)

确定，即

Ck = － α2
kF'( αk ) = － α2

k ‖x( αk ) ‖
2，

Tk = ‖Kx( αk ) － yδ‖
2 + 2αk ‖x( αk ) ‖

2{ ，

于是，得到更为简洁的双曲模型函数:

m2 ( α) = T + C α．
文献［8］研究了非精确数据下的线性模型函数

选取正则化参数．虽然线性模型函数具有计算简单、
收敛性较好等优点，但是却不能将它与 L-曲线准则
相结合而得到选取正则化参数的算法． 文献［9］将
双曲模型函数 m1 ( α) 应用于 L-曲线选取准则获得
选取正则化参数的新算法． 本文是前述研究的继续
和深入，基于双曲模型函数m2 ( α) 研究修正的 L-曲
线选取准则，从而获得选取正则化参数选取的新

方法．

2 修正的 L-曲线准则

L-曲线准则是残差‖Kx( α) － yδ‖
2 与正则化

解‖x( α) ‖2 在一组正则化参数下所构成的图像，

也就是由( ‖Kx( α) － yδ‖
2，‖x( α) ‖2 ) 所构成的

平面曲线． 最优的正则化参数 α 出现在曲线的拐点
处． 通常转化为对应的 ( 2log‖Kx( α) － yδ‖，
2log‖x( α) ‖) 曲线，因为曲线形状如字母 L( 见图
1) ，故称为 L-曲线准则． 从图像上很容易找到曲线
的拐点，即最优正则化参数 α在对应曲线的“角点”

出现．记
u( α) = 2log‖Kx( α) － yδ‖，v( α) = 2log‖x( α)‖，
则 L曲线上各点的曲率公式［10-11］为

k( α) = 2［u″( α) v'( α) － u'( α) v″( α) ］
［u'( α) 2 + v'( α) 2］3 /2， ( 8)
曲率最大的点对应正则化参数即为所需正则化参数．

图 1 L-曲线示意图
由文献［12］知，若 L-曲线在点 α = α* 处取到

最大曲率，且在该点处曲线的斜率为 － 1 /μ，则下列
泛函:

ω( α) = ‖Kx( α) － yδ‖
2 ‖x( α) ‖2μ，μ ＞ 0

在 α = α* 处取得极小值．因此，选取正则化参数的
L-曲线准则等价为求泛函( 8) 的极小值点． 修正的
L-曲线准则就是通过求( 8) 的极小值来获得合适的
正则化参数．由于 ω( α) 是 α的非线性隐式函数，不
便于计算．本文利用模型函数的方法将( 8) 式显化，
从而简化计算，提高计算效率．

3 基于模型函数的修正 L-曲线算法

对于任意给定的 α ＞ 0，最优函数 F( α) 为
F( α) = ‖Kx( α) － yδ‖

2 + α‖x( α) ‖2 ( 9)

且 F'( α) = ‖x( α) ‖2，则( 8) 式可改写成 F( α) 的
形式，即

ω( α) = ( F( α) － αF'( α) ) ( F'( α) ) μ，μ ＞ 0． ( 10)
模型函数m( α) 是 F( α) 的局部近似，则( 9) 式

的局部近似为

ω( α) = ( m( α) － αm'( α) ) ( m'( α) ) μ，μ ＞ 0．
本文主要研究了双曲模型函数 m2 ( α) ，代入

( 10) 式得 ω( α) = ( T + 2C /α) ( － C /α2 ) μ ．
对 ω( α) 求导，得

ω'( α) = － Cμ

α2μ+2［－ 2C + ( αT + 2C) ( － 2μ) ］，

令 ω'( α) = 0，解得 α = － C( 1 + 2μ) ( μT) ．
对于正则化参数 αk，求得对应的正则化解

x( αk ) ，再根据方程组( 7) 可确定参数 Ck，Tk，则
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αk+1 = － Ck ( 1 + 2μ) ( μTk ) ． ( 11)
由( 11) 式及 Ck ＜ 0，Tk ＞ 0知 αk+1 ＞ 0且它是

唯一的．该算法比文献［9］中的更为简单，因为文献
［9］给出的是关于 α的2次方程，选取其中较大的作
为正则化参数 αk+1 ．
综合上面分析，得到基于双曲模型函数 m2 ( α)

与修正的 L-曲线正则化参数选取策略的新算法:
算法 1 给定 ε ＞ 0，yδ，K，μ ＞ 0;
Step 1 给定 1 个初始值 α0 ＞ α* ，置 k = 0;
Step 2 解正则化方程 αkx + K* Kx = Kyδ ;
Step 3 求出 Ck，Tk，αk+1 ;

Step 4 当 ( αk+1 － αk ) αk ≤ ε 成立转 Step
5，否则置 k = k + 1 转 Step 2;

Step 5 停止迭代，输出正则化参数 αk+1 ．
定理 2 如果
μ‖Kx( αk ) － yδ‖

2 ＞ αk ‖x( αk ) ‖
2，( 12)

则在算法 1 中函数 ωk ( α) 在点 αk 处是局部严格单

调递减的．
证 算法 1 中产生的函数 ωk ( α) 为
ωk ( α) = ( Tk + 2Ck /α) ( － Ck /α

2 ) μ，

则 ωk '( α) = ( － Ck )
μ ( － 2Ck + ( αTk + 2Ck ) ·

( － 2μ) ) /α2μ+2 ．取 α = αk，把( 7) 式中解得 Ck，Tk的

表达式代入得

ωk '( αk ) =
2 ‖x( αk ) ‖

2μ

αk
( αk ‖x( αk ) ‖

2 －

μ‖Kx( αk ) － yδ‖
2 ) ．

由已知条件得ω' k ( αk ) ＜ 0，即函数ωk ( α) 在点
αk 处是局部严格单调递减的．
定理 3 给定初始值 α0 满足( 12) 式，则算法 1

产生严格单调递减序列{ αk} 且收敛．
证 由定理 2 的证明过程知，

ω'k( αk) =
( － Ck)

μ

αk
2μ+2 ( －2Ck + ( αkTk +2Ck) ( －2μ) ) ＜ 0．

令 φ( α) = － 2Ck + ( αTk + 2Ck ) ( － 2μ) ，显然
φ( αk ) ＜ 0，φ'( αk ) ＜ 0．所以函数φ( α) 是严格单调
递减的．由算法 1知 φ( αk+1 ) = 0，所以 αk ＞ αk+1 ．又
k均有 αk ＞ 0，故收敛性成立．

4 数值算例

例 1 求解第 1 类 Fredholm积分方程［13］:

∫
1

0
K( s，t) x( s) ds = y( t) ，－ 2 ≤ t≤ 2，( 13)

其中，核 K( s，t) = 1 ［1 + 100 ( t － s) 2］，

x( s) =
exp( － ( s － 0．3) 2

0．03 ) + exp( － ( s － 0．7) 2
0．03 )

0．955 040 8 －

0． 052 130 913．
本文用等距节点复化梯形公式来离散第 1 类

Fredholm积分方程( 13) ，得线性方程组 Ax－ = y－，其
中把积分核 K( s，t) 离散成矩阵 Am×n，x( s) 离散成 n

维列向量 x－ ．对方程组右端加入随机扰动为
yδ = y－ + δr( n) y

－
，

其中 r为 Matlab中的随机函数．取不同的误差值 δ，
求出对应不同误差值 δ 的正则化参数，并把不同正
则化参数求出的正则化解对比( 见图 2 ～ 4) ，其中
实线表示无扰动下的精确解，星形线表示不同正则

化参数下的数值近似解．
情形 1 当 δ = 5．837 8e － 4，α = 3．732 0e － 4，

正则化解的相对误差 ρ = 0． 067 8．正则化解与真解
如图2和图3所示，其中图2是该情形下未作正则化
处理的计算所得解( 即当 α = 0 时的最小二乘解) ，
图 3 为算法 1 计算所得解．
情形2 当 δ = 8． 540 1e － 8，α = 6． 647 0 e － 4，

正则化解的相对误差 ρ = 0． 050 0，算法1计算结果如
图 4所示．

图 2 α = 0

图 3 α = 3． 732 0e － 4
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图 4 α = 6． 647 0e － 4

例 2 求解第 1 类 Fredholm积分方程［14-15］:

∫
π
2

－ π2
K( s，t) x( s) ds = y( t) ，－ π2 ≤ t≤ π

2 ，

x( s) = a1e
－c1( s－t1) 2 + a2e

－c2( s－t2) 2，a1 = 2，a2 = 1，c1 =
6，c2 = 2，t1 = 0． 8，t2 = － 0． 5，K( s，t) = ( cos( s) +
cos( t) ) 2 ( sin( u) u) ，u = πsin( s) ．
情形 1 当 δ = 0． 002 2，α = 0． 047 0时，正则

化解的相对误差 ρ = 0． 174 6．正则化解与真解如图
5和图 6所示，其中图 5是未作正则化处理的计算所
得解，图 6 为算法 1 计算所得解．

图 5 α = 0

图 6 α = 0． 047 0

情形 2 当 δ = 2． 226 8e － 5，α = 0． 046 6时，
正则化解的相对误差 ρ = 0． 174 4，算法 1 计算结果
如图 7 所示．

图 7 α = 0． 046 6

5 结论

本文基于模型函数方法研究了正则化参数选取

的修正 L-曲线准则，使得计算上更加简单． 从算例
的模拟结果可以看出，基于双曲模型函数 m2 ( α) 的
所得修正后的 L-曲线准则是有效的． 但是，本文只
证明了初始正则化参数选取满足一定前提条件下，

算法 1 产生的序列是局部收敛的． 对于是否存在全
局收敛性的算法［16］，还有 μ值选取原则等问题还需
进一步研究．
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The Method for Choosing Ｒegularization Parameters
Based on a Model Function and the L-Curve

HU Bin1，XU Hui-lin2，WANG Ze-wen1，YU Jian-hua1

( School of Science，East China Institute of Technology，Nanchang Jiangxi 330013，China;

2． School of Mathematics and Information Science，Henan Polytechnic University，Jiaozuo Henan 454000，China)

Abstract: Based on the model function method，the modified L-curve principle is presented and a simple corre-
sponding iteration method for choosing regularization parameters is given． Furthermore，the simple iteration method
for choosing regularization parameters is proved to be local convergence under some conditions． The method is local-
ly efficient by numerical experiments．
Key words: L-curve principle; regularization method; regularization parameter; model function
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