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带负顾客的非空竭服务休假排队模型
非负解的存在唯一性

阿力木·米吉提
( 新疆广播电视大学，新疆 乌鲁木齐 830049)

摘要:讨论了一类带负顾客的非空竭休假排队系统．首先对应于此系统的数学模型转化为 Banach 空间
中的抽象 Cauchy 问题，然后使用泛函分析中的 Hille-Yosida 定理、Phillips 定理证明此排队模型非负解的
存在唯一性．
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0 引言

E． Glenbe 于 1989 年首次提出了带有负顾客
( 负神经元) 的新型神经网络系统［1］，之后他又把
负顾客引进了排队模型和排队网络中［2-3］． E． Glenbe
在研究排队系统时，把到达系统的顾客分成 2 种:一
种是正( 普通) 顾客，他们到达系统后接受系统提供

的正常服务;另一种是负顾客，负顾客是一种新型的

顾客，其本身不需要系统提供任何服务，他们到达

后，若系统是空闲的，则立刻从系统中消失; 若系统

内有接受服务的正顾客，则立即把他带走．负顾客概
念的提出，使许多交通、机械、控制和计算机等领域
中的现实问题找到了解决方法，引起了国内外学者

的广泛关注，从而对负顾客排队进行了一系列的研

究［4-12］．文献［10］将负顾客引进非空竭服务休假且
正顾客有流失的 M/G /1 排队系统，利用求吸收分布
以及普通 M/G /1 排队系统的稳态条件，研究了一类
带有负顾客且正顾客有流失的 M/G /1 非空竭服务
休假排队系统的稳态条件． 本文运用 C0-半群理论
研究此系统的时间依赖解，证明此系统正时间依赖

解的存在唯一性．

1 系统模型及模型的转换

文献［10］把带有负顾客的非空竭服务休假排

队系统的数学模型用以下方程组描述:

dp0 ( t)
dt = ∫

∞

0
［λ － + μ( x) ］p1 ( t，x) dx +

∫
∞

0
λ － p2 ( t，x) dx， ( 1)

p1 ( t，x)
t

+
p1 ( t，x)
x

= －［α + λ － + μ( x) ］p1 ( t，x) ，

( 2)
p2 ( t，x)
t

+
p2 ( t，x)
x

= －［λ － + υ( x) ］p2 ( t，x) ，

( 3)

p1 ( t，0) = ∫
∞

0
υ( x) p2 ( t，x) dx， ( 4)

p2 ( t，0) = α ∫
∞

0
p1 ( t，x) dx， ( 5)

p0 ( 0) = p2 ( 0，x) = 0，p1 ( 0，x) = δ( x) ， ( 6)
其中( t，x) ∈［0，∞ ) ×［0，∞ ) ，p0 ( t) 表示在时刻 t
顾客已结束服务离开系统的概率，p1 ( t，x) dx表示在
时刻 t服务器正在为顾客服务，并服务已逝去的时
间在［x，x + dx) 之间的概率，p2 ( t，x) dx表示在时刻
t服务器处于工作休假期，并休假已用去的时间在
［x，x + dx) 之间的概率． λ －表示负顾客到达系统的

概率，α 表示正常状态率，μ( x) 表示服务失效率，
υ( x) 表示休假失效率．
选取状态空间为

X = { p∈ Ｒ × ( L1［0，∞ ) ) 2



‖p‖ = p0 + ‖p1‖L1［0，∞ ) + ‖p2‖L1［0，∞ ) } ．

显然 X是 1个 Banach空间．下面引进算子及其定义
域．

Ap =
0 0 0
0 － d /dx 0
0 0 － d /d









x
p，

D( A) = { p∈ X dpi ( x) dx∈ L1［0，∞ ) ，
pi ( x) ( i = 1，2) 是绝对连续函数} ，

Up =
0 0 0
0 －［α + λ－ + μ( x) ］ 0
0 0 －［λ－ + υ( x









) ］

p，

Ep =
∫
∞

0
［λ － + μ( x) ］p1 ( x) dx + ∫

∞

0
λ － p2 ( x) dx












0
0

，

D( U) = D( E) = X．
这里 p = ( p0，p1 ( x) ，p2 ( x) ) '，则方程组 ( 1) ～

( 6) 可以描述为 Banach 空间 X 上的 1 个抽象
Cauchy问题:
dp( t) /dt = ( A + U + E) p( t) ，t∈［0，∞ ) ，
p( 0) = p( 0，x) ，
p( t) = ( p0 ( t) ，p1 ( t，x) ，p2 ( t，x) )

{
'．

( 7)

2 系统 ( 7) 非负解的存在唯一性

定理1 若μ = sup
x∈［0，∞ )

μ( x) ＜ ∞，υ = sup
x∈［0，∞ )

υ( x) ＜

∞，则 A + U + E生成 1 个正压缩 C0-半群 T( t) ．
证 分 4步证明此定理．第 1步估计 A的豫解

式．第 2 步验证 D( A) 在 X中的稠密性．第 3步证明
U和 E为有界线性算子，进而推出 A + U + E生成 1
个 C0-半群 T( t) ．最后由算子的耗散性和 Philips定
理得到 T( t) 是 1 个正压缩 C0-半群．
对给定的 y∈ X，考虑方程 ( γI － A) p = y，即

γp0 = y0， ( 8)
dpi ( x) dx = － γpi ( x) + yi ( x) ，i = 1，2，( 9)

p1 ( 0) = ∫
∞

0
υ( x) p2 ( x) dx， ( 10)

p2 ( 0) = α ∫
∞

0
p1 ( x) dx， ( 11)

解方程( 8) 和( 9) 得到
p0 = y0 /γ， ( 12)

pi ( x) = aie
－γx + e －γx ∫

x

0
yi ( ξ) eγξdξ，i = 1，2． ( 13)

由( 10) ～ ( 13) 式与 Fubini 定理有 ( 不妨设
γ ＞ α + υ)

a1 = p1 ( 0) = ∫
∞

0
υ( x) p2 ( x) dx = a2 ∫

∞

0
υ( x) e －γxdx +

∫
∞

0
υ( x) e －γx ∫

x

0
y2 ( ξ) eγξdξdx， ( 14)

a2 = p2 ( 0) = α ∫
∞

0
p1 ( x) dx = a1α ∫

∞

0
e －γxdx +

α ∫
∞

0
e －γx ∫

x

0
y1 ( ξ) eγξdξdx = a1α

1
γ

+

α ∫
∞

0
y1 ( ξ) eγξ ∫

∞

ξ
e －γxdxdξ = 1

γ α
a1 +

1
γ α∫

∞

0
y1 ( x) dx．

( 15)
将( 15) 式代入( 14) 式得

( 1 － 1
γ α ∫

∞

0
υ( x) e －γxdx) a1 =

1
γ α ∫

∞

0
y1 ( x) dx ∫

∞

0
υ( x) e －γxdx +

∫
∞

0
υ( x) e －γx ∫

x

0
y2 ( ξ) eγξdξdxa1 = N /M．

这里

N = α
γ ∫

∞

0
y1 ( x) dx ∫

∞

0
υ( x) e －γxdx +

∫
∞

0
υ( x) e －γx ∫

x

0
y2 ( ξ) eγξdξdx，

M = 1 － α
γ ∫

∞

0
υ( x) e －γxdx．

用 Fubini定理推出

N ≤ αυ
γ2‖y1‖L1［0，∞ ) +

υ ∫
∞

0
y2 ( ξ) e

γξ ∫
∞

ξ
e －γxdxdξ =

αυ
γ2‖y1‖L1［0，∞ ) +

υ
γ‖

y2‖L1［0，∞ ) ，

M ≥ 1 － αυ /γ2，

从而有

a1 ≤
αυ

γ2 － αυ
‖y1‖L1［0，∞ ) +

γυ
γ2 － αυ

‖y2‖L1［0，∞ ) ．

( 16)
结合( 15) 式与( 16) 式得到

a2 ≤
1
γ α a1 + 1

γ α‖
y1‖L1［0，∞ ) ≤

αγ
γ2 － αυ

‖y1‖L1［0，∞ ) +
αυ

γ2 － αυ
‖y2‖L1［0，∞ ) ． ( 17)

由( 12) ～ ( 17) 式与 Fubini定理有
‖p‖ = p0 + ‖p1‖L1［0，∞ ) + ‖p2‖L1［0，∞ ) ≤
1
γ y0 + 1

γ a1 + ∫
∞

0
e －γx ∫

x

0
y1 ( ξ) e

γξdξdx +

1
γ a2 + ∫

∞

0
e －γx ∫

x

0
y2 ( ξ) e

γξdξdx =
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1
γ y0 + 1

γ a1 + ∫
∞

0
y1( ξ) e

γξ ∫
∞

ξ
e－γxdxdξ +

1
γ a2 + ∫

∞

0
y2 ( ξ) e

γξ ∫
∞

ξ
e －γxdxdξ = 1

γ y0 +

1
γ a1 + 1

γ a2 + 1
γ‖

y1‖L1［0，∞ ) +

1
γ‖

y2‖L1［0，∞ ) ≤
1
γ y0 + α + γ

γ2 － αυ
‖y1‖L1［0，∞ ) +

υ + γ
γ2 － αυ

‖y2‖L1［0，∞) ＜
1

γ － α － υ
( y0 +‖y1‖L1［0，∞) +

‖y2‖L1［0，∞ ) ) = ‖y‖ ( γ － α － υ) ． ( 18)
当 γ ＞ α + υ 时，( 18) 式中用了不等式
1
γ

＜ 1
γ － α － υ

，α + γ
γ2 － αυ

＜ 1
γ － α － υ

，

υ + γ
γ2 － αυ

＜ 1
γ － α － υ

．

( 18) 式表明，当 γ ＞ α + υ 时，( γI － A) －1存在
且( γI － A) －1 ∶X→ D( A) ，满足‖( γI － A) －1‖≤
1 / ( γ － α － υ) ．
第 2 步证明 D( A) 在 X中稠密．取集合

{L = ( p0，p1 ( x) ，p2 ( x) ) pi ( x) ∈ C∞
0［0，∞ ) 且

ci ＞ 0，使得x∈［0，ci］有 pi ( x) = 0，i = 1， }2 ．

由文献［13］知 L 在 X 中稠密． 于是只需证明
D( A) 在 L中稠密即可．
任取 p = ( p0，p1 ( x) ，p2 ( x) ) ∈ L，则存在常数

ci ＞ 0，使得x∈［0，ci］，有 pi ( x) = 0( i = 1，2) ．
所以，当 x∈［0，s］时，有 pi ( x) = 0，其中 0 ＜ s ＜
min{ c1，c2 } ．定义

f s ( 0) = ( p0，f
s

1 ( 0) ，f
s

2 ( 0) ) =

( p0，∫
∞

s
υ( x) p2 ( x) dx，α ∫

∞

s
p2 ( x) dx) ，

f s ( x) = ( p0，f
s

1 ( x) ，f
s

2 ( x) ) ．
这里

f s
i ( x) =

f s
i ( 0) ( 1 － x / s) 2，x∈［0，s) ，
pi ( x) ， x∈［s，∞{ ) ，

i = 1，2，

则不难验证 f s ∈ D( A) ．此外，当 s→ 0 时，

‖p － f s‖ = ∫
∞

0
p1 ( x) － f s

1 ( x) dx + ∫
∞

0
p2 ( x) －

f s
2 ( x) dx = ∫

s

0
f s
1 ( 0) ( 1 － x/ s) 2 dx + ∫

s

0
f s
2 ( 0) ( 1 －

x / s) 2 dx = ( f s
1 ( 0) + f s

2 ( 0) ) ·s /3 → 0．
这说明 D( A) 在 L 中稠密，即 D( A) 在 X 中稠

密．由上面的 2 步与 Hille-Yosida 定理［14］推出 A 生
成 1 个 C0-半群．
第 3步证明 U和 E是有界线性算子．p( x) =

( p0，p1 ( x) ，p2 ( x) ) ∈ X有

‖Up‖≤∫
∞

0
［α + λ － + μ( x) ］ p1 ( x) dx + ∫

∞

0
［λ － +

υ( x) ］ p2 ( x) dx ≤ ( α + λ － + μ) ‖p1‖L1［0，∞ ) +

( λ － + υ) ‖p2‖L1［0，∞ ) ≤ ( α + λ － + μ + υ) ‖p‖，
‖Ep‖≤ ( λ － + μ) ‖p‖．
以上 2 式说明 U和 E 是有界算子．由定义容易

验证它们是线性算子．结合 C0-半群的扰动理论
［14］

知 A + U + E生成 1 个 C0-半群 T( t) ．
第 4 步证明 A + U + E是 dispersive算子．
对 p( x) = ( p0，p1 ( x) ，p2 ( x) ) ∈ D( A) ，令

( x) = ［p0］
+

p0
，
［p1 ( x) ］

+

p1 ( x)
，
［p2 ( x) ］

+

p2 ( x
( )) ，

其中

［p0］
+ =

p0，p0 ＞ 0，
0，p0 ≤ 0{ ，

［pi ( x) ］
+ =

pi ( x) ，pi ( x) ＞ 0，
0， pi ( x) ≤ 0{ ，

i = 1，2．

如果定义 Vi = { x ∈［0，∞ ) pi ( x) ＞ 0} 和
Wi = { x∈［0，∞ ) pi ( x) ≤ 0} ( i = 1，2) ，则有

∫
∞

0

dpi ( x)
dx
［pi ( x) ］

+

pi ( x)
dx = ∫v i

dpi ( x)
dx
［pi ( x) ］

+

pi ( x)
dx +

∫W i

dpi ( x)
dx
［pi ( x) ］

+

pi ( x)
dx = ∫v i

dpi ( x)
dx
［pi ( x) ］

+

pi ( x)
dx =

∫v i

dpi ( x)
dx dx = ∫

∞

0

d［pi ( x) ］
+

dx dx = －［pi ( 0) ］
+，i = 1，2．

( 19)
对 p∈ D( A) 与上述的 ( x) ，由 ( 19) 式与边

界条件推出

〈( A + U + E) p( x) ，( x) 〉

{
=

∫
∞

0
［λ－ + μ( x) ］p1( x) dx + ∫

∞

0
λ－ p2( x) d }x ·［p0］

+

p0
+

∫
∞ {
0

－
dp1( x)
dx －［α +λ－ + μ( x) ］p1( x }) ·［p1( x) ］

+

p1( x)
dx +

∫
∞ {
0

－
dp2( x)
dx －［λ－ + υ( x) ］p2( x }) ·［p2( x) ］

+

p2( x)
dx =

［p0］
+

p0 ∫
∞

0
［λ－ + μ( x) ］p1( x) dx +

［p0］
+

p0
·

∫
∞

0
λ － p2 ( x) dx +［p1 ( 0) ］

+ － ∫
∞

0
［α + λ － + μ( x) ］·

［p1( x) ］
+ dx +［p2( 0) ］

+ －∫
∞

0
［λ－ +υ( x) ］［p2( x) ］

+ dx≤

∫
∞

0
［λ － + μ( x) ］·［p1 ( x) ］

+ dx + ∫
∞

0
λ －［p2 ( x) ］

+ dx －

∫
∞

0
υ( x) ·［p2 ( x) ］

+ dx － ∫
∞

0
［α + λ － + μ( x) ］·
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［p1( x) ］
+ dx － ∫

∞

0
α［p1( x) ］

+ dx － ∫
∞

0
［λ－ + υ( x) ］·

［p2 ( x) ］
+ dx = 0．
此式说明算子 A + U + E是 dispersive．结合第

1步、第2步、第4步和 Philips定理得到A + U + E生
成 1 个正压缩 C0-半群． 再由半群的唯一性理论即
知，这个正定压缩 C0-半群就是 T( t) ．定理 1 证毕．
类似于定理 1 的推导过程，易得下面结果．
推论1 A +U生成1个正定压缩 C0-半群 Q( t) ．
根据定理 1 和文献［15］得到本文主要结果．
定理 2 若 μ = sup

x∈［0，∞ )
μ( x) ＜ ∞，υ =

sup
x∈［0，∞ )

υ( x) ＜ ∞，则系统 ( 7) 具有唯一的正时间依

赖解 p( t，x) ，满足
‖p( t，·) ‖ = 1，t∈［0，∞ ) ．
证 由定理 1 与文献［15］易知系统存在唯一

的正时间依赖解 p( t，x) 并把它可以表示为
p( t，x) = T( t) p( 0) ．

此式与定理 1 结合推出
‖p( t，·) ‖ = ‖T( t) p( 0) ‖ ≤ ‖p( 0) ‖ =

1，t∈［0，∞ ) ．
另一方面，pi ( t，x) ( i = 1，2) 满足 ( 1) ～ ( 6)

式，故有

d
dt‖p( t，·) ‖ =

dp0 ( t)
dt +∑

2

i = 1
∫
∞

0

pi ( t，x)
t

dx = 0．

因此‖p( t，·)‖ = ‖p( 0)‖ = 1．定理 2证毕．
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Existence and Uniqueness of Nonnegative Solution of the Queue with
Negative Customers and Vacation on Non-Exhaustive Service

ALIM Mijit
( Xinjiang Ｒadio ＆ TV University，Urumqi Xijiang 830049，China)

Abstract: The queuing system with negative customers and vacation on non-exhaustive service is discussed． First the
mathematical model of the queuing system is converted into an abstract Cauchy problem in a Banach space，then the
existence and uniqueness of the nonnegative solution of this queuing model is obtained by using the Hille-Yosida
theorem and the Phillips theorem in functional analysis．
Key words: M/G /1 queue; C0-semigroup; dispersive operator (责任编辑:王金莲)
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