
书书书

第 39 卷 第 1 期 江西师范大学学报( 自然科学版) Vol． 39 No． 1
2015 年 1 月 Journal of Jiangxi Normal University( Natural Science) Jan． 2015

收稿日期: 2014-12-08
基金项目:国家自然科学基金委 /重大研究计划 /重点支持( 91230204) 和科技部 973项目子课题( 2014CB964703) 资助项目．
作者简介:周天寿( 1962-) ，男，江西新建人，教授，博士生导师，目前主要从事系统生物学研究．

文章编号: 1000-5862( 2015) 01-0001-06

概率主方程的研究综述

周天寿
( 中山大学数学与计算科学学院，广东 广州 510275)

摘要: 反应网络广泛存在于自然系统中．原理上，概率主方程对任何反应网络系统的随机行为提供了最
为完整的数学模型．然而，分析和模拟这种类型的方程长期以来是一项挑战性任务．至目前为止，有关问
题并没有得到根本解决，相关研究仍在继续．该文对概率主方程的研究进展进行了较为系统和全面的综
述，聚焦于若干常用的近似分析方法( 如线性噪声逼近、普通矩封闭法、2 项矩方法等) 与常用的数值方法
( 如 Gillespie随机模拟算法、有限状态映射法、矩封闭格式等) ．特别地，分析了概率主方程研究取得缓慢
进展的主要原因，讨论并提出了可能的解决方案．
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0 引言

反应网络广泛存在于自然系统中，如化学领域

的 BZ( Zaikin-Zhabotinsky) 反应［1］、生物学领域的基
因调控网［2-3］、生态学领域的微观种群模型［4］等． 由
于反应物种分子低的拷贝数，因此这些系统的行为

本质上是随机的． 确定性方程( 即 ODE 方程) 的描
述常常无效，需要发展随机格式( 即需要检查系统

中反应物种分子的联合概率分布) ． 假如所有涉及
的反应事件是马氏的，则概率主方程对任何反应网

络系统的随机行为在原理上提供了最为完整的数学

模型( 实际仅提供了一种建模思路) ． 简单来说，概
率主方程描述出反应系统中所有反应物种分子的联

合概率分布的时间演化［5］．
为帮助读者理解，这里简要地描述这种类型的方

程．考虑一个耦合的反应网络，假定它包含 M个反应
式，涉及 N 个反应物种{ X1，X2，…，XN} ． 记网络系统
的状态向量为 n =［n1，n2，…，nN］

T( “T”表示转置) ，
这里 ni 表示物种 Xi 的分子数目．注意到:构成该网络
的 M 个反应完全由倾向函数向量 a = ［a1 ( n) ，
a2 ( n) ，…，aM( n) ］和化学计量矩阵 s =［sij］来决定，
这里 sij 表示物种 Xj 参加第 i个反应的分子数目的变

化．例如，对于简单的反应式: X + Y →
k

Z，相应的反

应倾向函数为a( n1，n2，n3 ) = kn1n2，化学计量矩阵为

s =［－ 1，－ 1，1］T ; 又例如，对于简单的反应式: X +

X →
k

Y，相应的反应倾向函数为 a( n1，n2 ) =
kn1 ( n1 － 1) 2，化学计量矩阵为 s =［－ 2，1］T ．

记 si =［s1i，…，sNi］
T，用 P( n; t) 表示物种 Xi在

时刻 t有 ni个分子的概率( 这里 1≤ i≤ N) ，并假定
系统状态的变化是一个马氏过程( 即当前的状态不

依赖于其历史) ，则概率主方程可表示为［5］

P( n; t)
t

= ∑
M

i = 1
［ai ( n － si ) P( n － si ; t) －

ai ( n) P( n; t) ］． ( 1)
这里，求和括号中的第1项表示第 i个反应式的

流进概率，第 2 项表示此反应的流出概率．对于给定
的反应网络，为了写出相应的概率主方程，关键是确

定倾向函数向量及化学计量．注意到: 格式( 1) 并没
有考虑系统的体积或大小． 假如考虑系统的大小
( 记为 Ω) ，则也容易导出相应的概率主方程． 例如，

考虑由简单反应式:∑
N

i = 1
riXi

k +

k_
∑
N

i = 1
r
～

iXi 组成的反应网

络，则相应的概率主方程为［6］

P( n; t)
t

= k + Ω ∏
N

i = 1
Εri－ r

～
i

i( )－ I ∏
N

j = 1

( ( nj ) )
rj

Ωs{ }j
P( n;

t) + k－ Ω ∏
N

i = 1
Ε r

～
i－ri

i( )－ I ∏
N

j = 1

( ( nj ) )
r
～
j

Ωr{ }j
P( n; t) ，



其中 nj ( nj － 1) ( nj － 2) …( nj － sj + 1) = nj ! / ( nj －
sj ) ! ≡ ( ( nj ) )

sj ．类似地，假如某个反应网络包含多
个这种类型的反应式，则也可给出其相应的概率主

方程．事实上，此时，只要对各个反应式所对应的概
率主方程进行求和即可．
为应用的方便，这里给出概率主方程的另一种

形式．让 r→ r～ 代表反应网络中1个具有一般形式的

反应式:∑
N

i = 1
riXi →∑

N

i = 1
r～ iXi，并记此反应的比率常数

为 cr，则概率方程( 1) 可改写为［7］

P( n; t)
t

= ∑
r→ r～

cr［E－ r
～

Er － I］Π( n，r) P( n; t) ，( 2)

其中 Π( n，υ) ≡
n( )υ = ∏

K

i = 1

ni

υ( )
i

，
ni

υ( )
i

代表普通的二

项系数; E是位移算子，E－1 是 E的逆算子，它们的操
作规则是: Eα f( N) = f( N + α) ，这里 f是向量 n的函
数，α是 1 个由整数组成的向量; I是单位算子．在方
程( 2) 中，必须对系统中所有可能的反应式 r →
s( 共有M个) 求和: 假如系统处在 n + r － r～ 状态，则
相应的反应式对 P( n; t) 有 1个正的贡献; 假如系统
处于 n状态，则相应的反应式对 P( n; t) 有 1个负的
贡献．这蕴含着操作规则

Er－ r
～

Π( n，r) = Π( n + r － r
～
，r) ．

需要指出的是: 上述 2 种格式只是表示方式不
同，它们都描述同一个反应网络．
自从反应系统的第 1 个主方程［8］建立以来已

经过去 70 余年，但概率主方程的模拟与分析问题并
没有得到很好地解决． 主要原因是概率主方程关于
反应物种数目是指数增长的．例如，假如某个反应系
统仅包含 1 个反应物种，且其最大分子数目为103，

则相应的概率主方程相当于103 个 ODE ( ordinary
differential equation) 方程; 假如某个反应系统包含 2
个反应物种，且每个反应物种的最大分子数目均为

103，则相应的概率主方程相当于103 × 103 个 ODE
方程．一般地，一个真实的反应系统可能包含成千上
万个反应物种，可想而知其计算量是多么的大．这种
指数增长性质极大地限制了现有随机分析方法与随

机模拟方法的应用范围，因此人们一直试图解决概

率主方程的模拟与分析问题． 尽管已经取得了某些
进展，但相关问题并没有得到根本解决，研究仍在继

续．特别是，对生化反应网络，有关计算问题目前仍
是计算系统生物学的研究热点．
本文将从理论分析与数值模拟 2 方面对概率主

方程进行较为系统和全面的综述．在理论分析方面，

主要介绍线性噪声逼近、普通矩封闭方法、2 项矩方
法等; 在数值模拟方面，主要介绍 Gillespie随机模拟
算法、有限状态映射法、矩封闭格式等． 通过这种介
绍或综述，希望达到使读者对概率主方程的研究有

一个较为全面地了解、并能够运用概率主方程来灵
活地处理反应网络随机行为的目的．

1 理论分析方法

目前，分析反应网络的随机行为主要包括线性

噪声逼近［9-12］、矩封闭方法［13-15］等，且这些方法已得
到了广泛应用．本质上，前一种方法是后一种方法的
特殊情形．在介绍时，将用简单的例子加以说明，以
便更好地理解方法的精神实质．

1． 1 线性噪声逼近

线性噪声逼近可分为静态线性噪声与动态线性

噪声逼近［16］，前者是在系统的静态处做线性近似，

而后者是在轨线处做线性近似． 在线性噪声逼近方
法中，需要假设随机变量是高斯的，即仅考虑随机变

量的最初 2 阶矩: 1 阶矩和 2 阶矩，其它高阶矩并不
需要考虑．下面，简单地导出静态线性噪声逼近法的
矩阵方程．

1) 注意到: 一般地，概率主方程( 1) 中物种数目
的变化 si 相对于 n而言是很小的量，因此可进行泰
勒展开．特别是，若展开到 2 阶，则得下列 Fokker-
Planck方程
P( n; t)
t

= ∑
M

i = 1
－∑

N

k = 1
ski

nk

+∑
N

k，l = 1

ski sli
2

2

nkn
[ ]

l

．

aj ( n) P( n; t) ． ( 3)

用〈ni〉= ∫niP( n; t) dn表示物种 Xi 的平均数

目( 即期望) ，并用 xixj≡ ( ni －〈ni〉) ( nj －〈nj〉) 乘
以方程( 3) 的 2 边并积分，则可得下列矩阵方程

dC
dt = AC + CAT + Ξ， ( 4)

其中协方差矩阵 C的元素为 Cij =〈xixj〉=〈ninj〉－

〈ni〉〈nj〉; 矩阵A的元素为 Aij =∑
M

k = 1
sikak ( ns ) /nj ;

矩阵 Ξ的元素为 γij = ∑
M

k = 1
sik sjkak ( ns ) ，这里 ns 是线

性方程组 d〈ni〉/dt =∑
M

k = 1
sik〈ak ( n) 〉( 1≤ i≤N) 的

静态解，它近似地代表平均〈n〉．
2) 更为实用的是考虑方程( 4) 的静态解． 此
时，若记 Bij = Aij〈nj〉/〈ni〉，Dij = γij /( 〈ni〉〈nj〉) ，
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ηij = Cij /( 〈ni〉〈nj〉) ，则得Bη + ηBT + D = 0，其中
矩阵 η代表定量化系统波动的协方差矩阵，是未知
变量．特别是，这一矩阵的对角线元素代表反应物种
的噪声水平．

3) 由于假定随机变量为高斯型的，因此在有了
静态 1 阶矩〈n〉≈ ns 和静态 2 阶矩( 即协方差矩阵
Ξ) 之后，并不困难地重构出相应的静态概率分布．
事实上，重构的概率分布为

P( n) = 1
( 2π) Ndet( Ξ槡 )

exp － nTΞ－1n( )2
，

其中 n = ( n1，…，nN )
T 是列向量，det( Ξ) 代表矩阵

Ξ的行列式．
下面，考察一个简单的反应系统例子: 具有非线

性降解的生灭过程，相应的反应式为 
k
→
1

X，

2X
k
→
2
．让 n表示物种 X的数目，则概率主方程为

P( n; t)
t

= k1［P( n － 1; t) － P( n; t) ］ +
k2
2 ［( n +

1) ( n + 2) P( n + 2; t) － n( n － 1) P( n; t) ］．
最初的 2 个中心矩的微分方程为
d〈n〉
dt = k1 + k2〈n〉－ k2〈n〉

2 － k2σ，

dσ
dt = k1 + 2k2〈n〉－ 6k2〈n〉

2 + 4k2〈n〉
3 +

4k2 ( 2〈n〉－ 1) σ + 2k2〈( n －〈n〉) 3〉，

其中 σ
－ = var( n) 代表 n的方差．若按照线性噪声逼

近法［10］，则系统的静态( 记为 x－ s ) 由代数方程 k1 +

k2x
－
s － k2x

－2
s = 0给出，且 x－ s = 1 + 1 + 4槡( )c /2，这里

c = k1 / k2 ; 而在静态处，n 的噪声强度( 定义为方差
与平均平方之比) 为 η2

LNA = 10c / ( 1 + 4c + ( 1 + 2c)

1 + 4槡 c) ．若采用近似〈( n －〈n〉) 3〉≈0，则静态平
均( 记为 xs ) 和静态方差( 记为 σ) 满足下列代数方
程组

c + xs － x2s － σ = 0，
c + 2xs － 6x2s + 4x3s + 4( 2xs － 1) σ = 0．
类似地，可给出噪声强度的分析表示．

1． 2 矩封闭方法

矩封闭方法［13-15］ 的基本思路是: 首先由概率主

方程导出矩的微分方程，其中低阶矩的方程通常会

依赖于高阶矩，然后采用某种近似来导出矩方程的

封闭格式．
定义随机变量 n的矩生成函数 m( ，n; t) 如下

m( ，n; t) = ∑
n
enP( n; t) ，

则概率分布 P( n; t) 的矩函数可由生成函数 m( ，n; t)
关于 在  = 0处的导数给出，即〈nk〉= km( ，n;

t) /k

 =0
，并不困难地导出下列微分方程［17］

m( ，n; t)
t

=∑ [
l
( esl － 1)∑

n
enal ( n) P( n; t ]) ．

若记 μi 为物种 Xi 的平均数目，μ = ( μ1，…，
μN )

T，则不难导出下列微分方程

dμ
dt = [s ∑

l
∑
∞

k1 = 0
…∑

∞

kN = 0

1
k!
kal ( n)
nk

n = μ
Mn ]k ， ( 5)

其中Mnk = 〈( n1 － μ1 )
k1…( nN － μN )

kN〉是高阶中心
矩．注意到 Mnk 能够表示成

Mnk = ∑
k1

i1 = 0
…∑

kN

iN = 0

k( )i ( － 1) k－ i μk－{ i
α
〈nk{〉

β
．

这样，进一步能够导出下列微分方程

dMnk

dt = ∑
k1

i1 = 0
…∑

kN

iN = 0

k( )i ( － 1) k－ [i α dβ
dt + β dαd ]t ，( 6)

其中 α和 β满足下列微分方程
dα
dt = ∑

N

l = 1
kl － i( )

l μ
－1
l α

dμl

dt，

dβ
dt = ∑

k1

l1 = 0
…∑

kN

lN = 0
sl k( )l 〈nk－ la( n     ) 〉

〈F〉
，

其中〈F〉= ∑
∞

k1 = 0
…∑

∞

kN = 0

1
k!
kF( n)
nk

n = μ
Mnk，k = ( k1，

…，kN ) ．
在上面的矩方程( 5) 和( 6) 中，低阶矩的方程

通常依赖于高阶矩．因此，为了获得封闭的系统，需
要截取．为此，若把这些矩方程改写成下列形式

dμ
dt = μ0 + Aμ + A'μ'， ( 7)

其中 μ0 为某一常数向量( 由概率的保守性条件或某

些反应式中物种总数目是守恒的条件决定) ; μ 代表
直到 m阶的低阶矩( 既可以是原点矩也可以是中心
矩) ，其系数矩阵为A; μ'代表高阶矩，其系数矩阵为
A'，则可以证明: 只要系数矩阵A的特征值的实部小
于某个负常数，则方程( 7) 右边的第 3 项可以舍去．
此时，可获得一个封闭系统．
下面，再介绍另一种截取矩的策略［13］． 假定方

程( 7) 中 μ代表原点矩，并限制讨论为 1 维情形．假
设单变量 x的可能状态为{ x1，x2，…} ，状态 xi 的概

率为 P( xi ) ．引入熵函数 H = －∑
i
P( xi ) ．假定前有

限个矩是已知的( 例如由相应于方程( 7) 的静态解
决定) ，考虑下列最优化问题

Λ = H －∑
L

j =
[

0
λ (j 〈xj〉－∑

i
xjiP( xi ) ]) ，
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其中 λ j 为拉格朗日乘子． 求解此最优化问题，将导
致 1 组代数方程; 再用牛顿法求解此代数方程，由此
确定这些拉格朗日乘子，并不困难显示出: 满足最大

熵的概率分布具有形式

PH ( x) = exp( － λ0 － λ1x － … － λLx
L ) ，

这样，基于最大熵的概率分布，能够计算第( L + 1)

阶矩〈xL+1〉H =∑
i
xL+1i PH ( xi ) ．类似地，可讨论其它

更高阶矩的计算．
上面的普通矩有一个明显的缺陷，即当矩的阶

趋于无穷时，此矩并不能保证趋于零．为了克服这种
缺陷，引入 2 项矩

bk ( t) = ∑
N≥k

zN－k0 Π( N，k) P( N; t) ，

其中 z0≡ ( z10，…，zN0 ) 为1个参数向量，它的选取需
保证 lim

k →∞
bk ( t) = 0． 对于大多数反应网络，能够选

取 z0 = 1．注意到: 2 项矩 bk ( t) 实际上为概率分布
P( N; t) 对应的母函数 G( z; t) 在 z = z0 处泰勒展开
式中的系数，确切地说，bk ( t) = ( 1 /k! ) G

( k)
z ( z0 ; t) ．

根据概率主方程( 2) ，并不困难地导出下列2项矩方
程［7］

dbk ( t)
dt =∑

r→s
c [s
r ∑

k

i = 0

s( )i zs－ i0 － r( )i zr－ i( )0
r + k － i( )r

．

br+k－ i ( t ]) ，
求解这一方程获得 2 项矩; 反过来，可用获得的 2 项
矩来计算概率分布．事实上，有

P( N; t) = ∑
k≥N
( － 1) k－N ( )k

N
bk ( t) ． ( 8)

因为当 k → ∞ 时有 bk → 0，因此存在一个大

的正整数M～，使得当 k ＞ M～ 时，有 bk≈ 0．注意到:

阶为 k 的不同2项矩的数目为
k + N － 1( )k

，这样

截取 到 M～ 阶 的 2 项 矩 的 数 目 为 NB =

∏
M
～

k = 1

k + N － 1( )k
，这表明矩方程的个数关于物种

数目N是以多项式的方式增长．然而，对于概率主方
程，由于 lim

n →∞
P( n; t) = 0，因此，假如当 nk ＞ Ck时，

有 P( N; t) ≈ 0，则概率主方程截取后的方程数目为

NM = ∏
N

k = 1
( 1 + Ck ) ，它关于物种数目 N是指数增长

的，这种性质严重地限制了主方程的应用范围．从这
种简单的分析，可看出 2 项矩格式比概率主方程具
有更大的优势．

为了帮助读者理解上面的 2 项矩及其方程，仍
然考虑前面研究过的生灭过程例子． 相应的 2 项矩
方程( 可选取 z0 = 1) 为 dbk /dt = k1bk－1 － k2k( k －
1) bk /2 － k2k( k + 1) bk+1，这里 b0 = 1，k = 1，2，…．假
如截取到 2 阶矩，即让 b3 ≈ 0，则求得静态 1阶矩和
静态 2阶矩为 b1 = 1 /2，b2 = c /2．因此，噪声强度为
η2

BM = ( 2b2 + b1 － b21 ) / b
2
1 = 4c + 1，它比由线性噪声

逼近法获得的噪声强度，即 η2
LNA = 10c / ( 1 + 4c +

( 1 +2c) 1 + 4槡 c) 要大，蕴含着线性噪声逼近低估
了噪声．假如截取到3阶，即 b4≈0，则求得前3个静
态矩: b1 = ( 1 /2) + c，b2 = c /2，b3 = c2 /6．因此，噪
声强度为B2

M =［2 － ( 2c － 1) 2］/ ( 2c + 1) 2，这里 c需

要满足条件: 0 ＜ c ＜ (槡2 + 1) /2．

2 数值计算方法

关于概率主方程的数值求解，最广泛使用的方

法是 Gillespie 随机模拟算法［5］ 及其后的改进版
本［18-19］．目前，有限状态映射法［20］ 也被广泛应用，
但仅能处理小规模的反应系统．此外，上面介绍的矩
封闭方法也能够用于数值计算．这里，将简要介绍前
种数值方法． 在介绍时，力求阐明数值方法的精神
实质．

2． 1 Gillespie随机模拟算法

注意到: P( n1，n2，…，nN ; t) 表示在时刻 t、体积

Ω内，反应物种 Xk有 nk个分子的概率( k = 1，2，…，
N) ．概率主方程仅是函数 P( n1，n2，…，nN ; t) 的时间
演化形式，它可以通过应用概率理论的加法和乘法

法则来写 P( n1，n2，…，nN ; t + dt) 为系统在时刻 t +
dt达到状态( n1，n2，…，nN ) 的 1 + M个不同方式的
概率之和．这可表示为下列形式

P( n1，n2，…，nN ; t + dt) = P( n1，n2，…，nN ; t) ·

( 1 －∑
M

μ = 1
aμdt) +∑

M

μ = 1
Bμdt， ( 9)

其中

aμdt = cμdt × { 在状态( n1，n2，…，nN ) 处不同

Ｒμ 分子组合的数目} = 给定系统在时刻 t处在状态
( n1，n2，…，nN ) ，Ｒμ反应在时间间隔( t，t + dt) 、体积
Ω内发生的概率． ( 10)
方程( 9) 中的第 1 项代表系统首先在 t 时刻处

在( n1，n2，…，nN ) 状态，然后在( t，t + dt) 内仍然保
持处在这一状态( 即不经历新的反应) 的概率; 而量

Bμdt给出这样一个概率: 系统首先在时刻 t 从状态
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( n1，n2，…，nN ) 离开某个Ｒμ反应式，然后在 t + dt内
经历另外某些反应．从( 9) 式可获得概率主方程


t
P( n1，n2，…，nN ; t) = ∑

M

μ = 1
［Bμ － aμP( n1，

n2，…，nN ; t) ］， ( 11)
它与前面的方程( 1) 是等价的．
尽管这种描述是精确的，但一般很难求解．下面

来讨论方程( 11) 的数值计算问题．假设在时刻 t，系
统处在状态( n1，n2，…，nN ) ． 需要解决 2 个关键问
题: 1) 何时发生下一个反应; 2) 哪个反应将会发生．
由于反应的随机性，因此这 2 个问题只能指望在概
率意义下才有答案．为此，引入 2 个变量的函数

P( τ，μ) dτ = 在时刻 t 给定状态 ( n1，n2，…，
nN ) ，在时间间隔( t + τ，t + τ + dτ) 、体积 Ω内，下一
个反应将是 Ｒμ 的概率．

P( τ，μ) 叫做该反应的概率密度函数，它实际是
连续变量 τ( 0≤ τ ＜ ∞ ) 和离散变量μ( μ = 1，2，…，
M) 的联合概率．现在，对每个反应式Ｒμ，定义1个数
量函数 hμ，hμ = 在状态( n1，n2，…，nN ) 处，Ｒμ 中不

同反应分子的组合数目，其中 μ = 1，2，…，M．例如，
假如反应 Ｒμ 具有形式: X1 + X2 → 任何，则 hμ =
n1n2 ; 假如Ｒμ具有形式: 2X1→任何，则 hμ = n1 ( n1 －
1) /2! ; 一般地，hμ 是变量 n1，n2，…，nN 的某些组合

函数．这样，( 10) 式蕴含着: aμdt = cμhμdt． 注意到:
P( τ，μ) dτ可以看成以下 2 项的乘积

P( τ，μ) dτ = P0 ( τ) ·aμdτ， ( 12)
其中 P0 ( τ) 表示在时刻 t 处给定状态( X1，…，XN ) ，

在时间区间( t，t + τ) 内没有反应发生的概率; aμdτ
表示某个反应Ｒμ将在( t + τ，t + τ + dτ) 内发生的概
率．为了给出 P0 ( τ) 的分析表示，假如注意到［1 －

∑ ν
aνdτ'］表示在时间 dτ'内没有反应发生的概率，

则有

P0 ( τ' + dτ') = P0 ( τ') · 1 －∑
M

ν = 1
aνdτ( )' ． ( 13)

从( 13) 式，容易获得

P0 ( τ) = exp －∑
M

ν = 1
aν( )τ ． ( 14)

进一步，从( 12) ～ ( 14) 式可知

P( τ，μ) =
aμexp( － a0τ) ，0≤ τ ＜ ∞，μ = 1，…，M，

0， 其它
{ ．

这里，aμ = hμcμ，μ = 1，2，…，M，a0 = ∑
M

ν = 1
aν =

∑
M

ν = 1
hνcν ．根据上面的分析，不难给出相应的数值算

法．关于细节，参见文献［16］．

2． 2 有限状态映射法

2006 年，B． Munsky 等［20］提出求解概率主方程
的一种有效方法，即有限状态映射法．为了介绍此方
法，首先把概率方程( 1) 改写为下列形式


t
P( n; t) [= －∑

M

l = 1
al ( n) ，a1 ( n － s1 ) ，a2 ( n －

s2 ) ，…，aM ( n － sN ])
P( n)

P( n － s1 )


P( n － sN











)

， ( 15)

然后，让 X = ［n1，n2，…］
T 表示系统的所有可能状

态，P( X) = ［P( n1 ) ，P( n2) ，…］
T 表示在时刻 t 的

完整概率密度状态向量，则方程( 15) 又可改写为

t
P( X; t) = A·P( X; t) ． ( 16)

它是一个常系数线性普通微分方程组，其中矩

阵 A称为状态反应矩阵，且 A的元素为

Aij =

－∑
M

l = 1
al ( ni ) ，假如 i = j，

al ( ni ) ， 对所有的 j: n j = ni + sl，

0， 其它
{

．
矩阵A具有如下性质: ( i) 独立于时间 t; ( ii) 所

有的对角线元素非正; ( iii) 所有的非对角线元素非
负; ( iv) 每 1列元素之和为 0．方程( 16) 开始于 t =
0、结束于 t = tf 的解可表示为

P( X; tf ) = Φ( 0，tf ) ·P( X; 0) ，
其中，算子 Φ( 0，tf ) ． 特别是，在只有有限个可达状
态情形，算子 Φ( 0，tf ) 是 Atf 的指数矩阵，此时有关
系:

P( X; tf ) = exp( Atf ) ·P( X; 0) ．
对于方程( 16) ，有下列结论: 让 AK 是矩阵 A的

K × K主子矩阵，P( XK ; 0) 是P( X; 0) 相应元素的向
量． 若对于 ε ＞ 0，tf ≥ 0，1Texp( AK tf ) P( XK ; 0) ≥
1 － ε，则有误差估计:

exp( AK tf ) P( XK ; 0) ≤ P( XK ; tf ) ≤
exp( AK tf ) P( XK ; 0) + ε1，

其中 1 = ［1，1，…，1］T，K = ［k1，k2，…，kK］
T ．

由上面的分析，可获得下列算法．
第 1 步 对系统中的所有的反应式，定义倾向

函数和化学计量，选取初始的概率密度向量 P( X;
0) ，适当选取最后的时刻 tf，细化可接受的误差 ε ＞
0，选取初始一套状态 XK0，初始化计数器，i = 0;
第 2 步 利用反应倾向函数和化学计量来形

成 AKi
，计算 ΓKi

= 1Texp( AKi tf ) P( XKi
; 0) ;
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第 3 步 假如 ΓKi ≥ 1 － ε，则停止，用
exp( AKi

tf ) P( XKi
; 0) 近似 P( XKi

; tf ) 到 ε 的误差范
围内;

第 4步 增加更多状态，由此确定 XKi+1
，用 i +

1 代替 i，并返回到第 2 步．

3 讨论与展望

基于概率主方程的反应网络的模拟与分析是计

算化学、计算生物学等领域的一个持续话题．到目前
为止，相关问题并没有得到彻底解决． 一般地，对于
小规模的反应系统，Gillespie 随机模拟算法或有限
状态映射法基本解决了计算问题，但分析求解问题

并没有得到解决，仍然依赖于具体的反应网络．对于
大规模的反应系统，现有的理论分析方法、数值计算
方法通常无能为力． 本文综述了反应网络几种常用
的分析与模拟方法，并指出和讨论了它们的利弊．
关于反应网络随机行为的模拟，主要解决 2 个

问题: 1) 可计算问题，即发展数值方法，能够数值地
给出反应网络中所有物种分子的联合概率分布; 2 )
解决计算时的存储空间问题，因为一个真实的反应

网络一般涉及成千上万个反应物种． 现有的数值方
法仅是部分地解决了有关计算问题，需要发展更有

效的、应用范围更广的数值算法．
相比较而言，2 项矩方法具有更大的优势和应

用潜能，因为它关于反应物种数目是以多项式的方

式增长的．然而，在本文提议的 2 项矩格式中，参数
z0 的选取是 1 个需要讨论的问题: 对于许多反应系
统，选取 z0 = 1 就能保证 2 项矩在它的阶趋于无穷
时能趋于零，但是对某些反应系统，必须细心地选取

z0
［7］，且是 1 个计算量比较大的问题． 事实上，z0 的
选取涉及在多维空间中搜索满足特定条件( 即保证

2 项矩在它的阶趋于无穷时能趋于零) 的参数值，工
作量非常大． 此外，当用 2 项矩来重构概率分布时
( 看方程( 8) ) 涉及阶乘的计算．然而，大正整数阶乘
的计算必然导致大的误差．这样，这种重构需要克服
阶乘的计算问题．
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The Mathematical Modeling and Analysis for S1PＲ1-Mediated
Cytokine Signaling Pathway

ZOU Xiufen，NIU Lili，JIN Suoqin
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Abstract: Based on the high-throughput data of H3N2 influenza virus，a nonlinear ordinary differential equations
( ODEs) model for S1PＲ1-mediated cytokines release signaling pathway is built． The parameters in the model are i-
dentified using the gradient-based differential evolution ( DE) algorithm ( DMGBDE) ． Numerical simulation results
show that the constructed mathematical model can fit the experimental data very well． Moreover，computational ana-
lyses demonstrate that cytokines exhibit significantly different dynamical processes and steady state levels between
the asymptomatic and symptomatic people who were infected by influenza virus． In addition，parameters sensitivity a-
nalysis reveals the important factors whether the virus-infected people have severe clinical symptoms． These results
can provide theoretical direction for clarifying the molecular pathogenic mechanisms of influenza virus infections．
Key words: cytokines; signaling pathway; mathematical modeling; nonlinear optimization; sensitivity analysis
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The Ｒeview on Study of Probability Master Equations

ZHOU Tianshou
( School of Mathematics and Computational Science，Sun Yet-Sen University，Guangzhou Guangdong 510275，China)

Abstract: Ｒeaction networks exist extensively in natural systems． In principle，probability master equations provide
the most complete models of probabilistic behavior for any reaction network systems． However，analysis and simula-
tion of these equations have been a challenging task for a long time; these problems have not been thoroughly un-
solved until now and relevant studies are still continuing． This article presents a systematic and comprehensive re-
view on study of probability master equations，focusing on common theoretical analysis methods such as linear noise
approximation，common moment-closure methods and binomial moment approach，and common numerical approa-
ches such as Gillespie stochastic simulation approach，finite state mapping method and moment-closure formula-
tions． In particular，some reasons why slow progress is made in study of probability master equations are analyzed，
and possible schemes for solving probability master equations are discussed and suggested．
Key words: reaction the network; probability master equation; moment-closure approach; stochastic simulation
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