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摘要: 针对传统的 GM( 1，1) 模型对波动性较大的数据预测精度较低的问题，进行了 2 次改进并分别与马
尔可夫链预测相结合建立了灰色马尔可夫模型．将各模型应用于江西农业受灾面积预测，结果表明，改进
的灰色模型和灰色马尔可夫模型拟合精度较传统方法均有明显提高，验证了改进的灰色马尔可夫模型的

有效性．
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0 引言

灰色系统理论是由我国学者邓聚龙教授于

1982 年提出的，GM( 1，1) 预测模型是该理论最重要
的内容之一，它不考虑研究对象的影响因素，而是从

其自身时间序列中寻找有用信息，探索其内在规律

来进行预测．该模型具有所需数据量少、原理简单、
运算方便、预测精度较高等优点，已经被广泛的应用
于众多领域，但它也存在很多缺陷，对长期预测和波

动性较大的序列预测精度不高．近年来，许多学者对
其进行了改进并在实际应用中取得了较好的效果，

改进工作主要从以下几方面着手: 原始数列的处

理［1-2］、初始值的修正［3-5］、优化灰导数［6］、优化背景
值［7］、优化时间响应函数［8-9］、灰色作用量的优
化［10］、残差的修正［11］等．
在实际应用中，不少学者采用了多方面优化

GM( 1，1 ) 模型相结合的方法来提高其预测精
度［12-14］．本文将在文献［15-17］的基础上进一步探
索 GM( 1，1) 模型的优化问题，给出 2 种优化灰色模
型的方法，再利用其对江西省的农业受灾面积进行

预测; 由于原始数据波动性较大，单一的灰色模型预

测效果不佳，考虑到马尔可夫模型适用于波动性较

大的数列预测，这一点可以弥补灰色模型的缺陷，最

后将优化的 GM( 1，1) 模型和马尔可夫模型相结合
来预测受灾面积，并验证其是否有效和可靠．

1 传统 GM( 1，1) 模型

通过对原始数据序列 x ( 0) = { x ( 0) ( 1) ，x ( 0) ( 2) ，
…，x ( 0) ( n) } 作 1 阶累加生成( 1 － AGO) ，可以得到
新的序列 x ( 1) = { x ( 1) ( 1) ，x ( 1) ( 2) ，…，x ( 1) ( n) } ，其

中 x( 1) ( k) = ∑
k

i = 1
x ( 0) ( i) ．

将 x( 1) 拟合成 1阶线性微分方程［3，18］: dx( 1) /dt +
ax ( 1) = b，其中 a为发展系数，它反映 x ( 0) 与 x ( 1) 的
发展趋势; b为灰色作用量，它反映了数据变化的关
系，2 者均为待确认参数．运用最小二乘法原理解得
( a，b) T = ( BTB) －1BTY，其中

B =
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解微分方程得到时间响应序列为 x∧( 1) ( k + 1) =

ce －ak + b /a，k = 0，1，…，其中 c为待定常数，x∧( 1) ( k)

为 x( 1) ( k) 的预测值，初始条件满足 x∧( 1) ( 1) =
x ( 0) ( 1) ，从而得出 c = x ( 0) ( 1) － b /a，进而解得时间

响应函数为 x∧( 1) ( k + 1) = ( x( 0) ( 1) － b /a) e －ak +
b /a，累减还原得到灰色模型

x∧( 0) ( k + 1) = x∧( 1) ( k + 1) － x∧( 1) ( k) =
( 1 － ea ) ( x( 0) ( 1) － b /a) e －ak，k = 1，2，…，

x∧( 0) ( 1) = x ( 0) ( 1)
{

．



由于灰色模型体现的是预测对象的潜在规律，

并未考虑数据的随机波动性，因此用于预测还不够

完善，需要用马尔可夫链对其进行修正．

2 灰色马尔可夫模型

首先由灰色模型［19］ 得各年份的拟合值

x∧( 0) ( k) ，其次计算残差相对值 ε( 0) ( k) = ［x( 0) ( k) －

x∧( 0) ( k) ］/ x ( 0) ( k) × 100%，然后将残差相对值根据
问题的需要和原始数据的数量进行状态划分，尽量

使得划分的状态区间内的数据量接近，目前针对划

分的区间个数还没有统一的标准．一般来说，当原始
数据较少时，划分区间不宜过多，以便增多各状态间

的转移次数，从而客观地反映各状态间的转移规律;

而当原始数据较多时，可以增加划分区间的数量，以

便从原始信息中挖掘更多的信息，提高预测精度．
记划分的若干状态为 E1，E2，…，Em，k步转移概

率为残差相对值序列由状态Ei经 k步转移到状态Ej

的概率，记作 Pij ( k) = Mij /Mi，其中 Mi 表示状态 Ei

出现的次数，Mij表示状态Ei经 k步转移到状态Ej的

次数，得到 k步状态转移概率矩阵

P( k) =
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其中∑
m

j = 1
Pij = 1．实际应用中一般只采用 1 步状态转

移概率矩阵，若max
j
Pkj = Pkl，则认为下一个时刻系

统由状态 Ek 转向状态 El 的可能性最大．
计算出状态转移概率矩阵后，选取最新时刻所

处状态对应的行向量作为下一时刻的预测状态向

量，然后根据各状态所处的残差相对值区间的两端

点值 ε( 0) ( k) ，利用公式 ε( 0) ( k) = ［x( 0) ( k) －

x∧( 0) ( k) ］/ x ( 0) ( k) 对灰色预测模型所得结果进行修
正，得到灰色马尔可夫模型的 2 个预测值 x ( 0) ( k) ，2
者构成了下一时刻的受灾面积区间，同时计算了其

期望值．

3 灰色马尔可夫模型的改进

3． 1 改进的灰色马尔可夫模型Ⅰ

由于本文实例中的江西省农业受灾面积大小在

波动中呈上升趋势，故参照文献［15］对此模型进行
改进． 该文首先对原始序列进行指数变换 x( 0) =

PQ( 0) ( 0 ＜ P ＜ 1) ，使处理后的序列更平稳，其中
Q( 0) = { q( 0) ( 1) ，…，q ( 0) ( n) } 为原始非负数列; 然
后利用优化的灰导数方法解出灰色模型参数 a，b，
满足 ( a，b) T = ( BTB) －1BTY，其中

B =

－ x ( 1) ( 2) 1
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将初始值修正为 x∧( 1) ( 1) = β1x
( 0) ( 1) + β2x

( 0) ( 2) ，
其中 β1 + β2 = 1，计算出常数 c，进而得到时间响应

函数 x∧( 1) ( k) = ( β1x
( 0) ( 1) + β2x

( 0) ( 2) － b /a) e－a( k－1) +

b /a( k = 1，…，n) ，由 S =∑
n

k = 1
( x ( 1) ( k) － x∧( 1) ( k) ) 2

取得最小值可以解得参数 β1，β2，从而得到 x∧( 0) ( k) ，

最 后 还 原 到 原 始 数 据 预 测 值 q∧( 0) ( k) =

logp x
∧( 0) ( k) ．
文献［15］对 GM( 1，1) 模型进行了 3 方面的改

进，但仍存在一些缺陷: 1) 取 P = 0． 95，但该值的确
定在文献［15］中未做任何解释; 2) 初始值仅是原
始数列前 2 个数据的线性组合，未充分利用最新信
息．鉴于此，本文在 MAPE ( 平均绝对百分比误差) 取

得最小值的情况下计算出 P 的值． 目前对初始条件
的处理有多种方法，灰色系统理论的新信息优先原

理认为新信息对系统的认知作用大于旧信息，越新

的数据对预测值的影响越大，文献［5］将初始条件

x( 0) ( 1) 改为 x( 1) 的第 n个分量 x( 1) ( n) ，即 x∧( 1) ( n) =

x( 1) ( n) ，则 x∧( 1) ( k) = ( x( 1) ( n) － b /a) e －a( k－n) +
b /a，这对灰色模型进行了改进，大大提高了模型的
预测精度．也有一些学者认为使模型预测精度最高
的初始值不一定是原始数列中的某一个值，笔者借

鉴文献［3］，对 x∧( 1) ( n) 的取值同样以 S取最小为准
则，此时

x∧( 1) ( k) =
∑

n

k =1
( x( 1) ( k) － b /a) e－a( k－n)

∑
n

k =1
e－2a( k－n)

e－a( k－n) + b /a．

当然，对模型的改进不代表结果一定会更准确，
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故同时考虑初始条件仍为 x∧( 1) ( 1) = x( 0) ( 1) ，本文
将选取拟合精度最高的优化 GM( 1，1) 模型，然后与
马尔可夫模型相结合预测江西省农业受灾面积．

3． 2 改进的灰色马尔可夫模型Ⅱ

传统 GM( 1，1) 模型的实质是以指数型曲线去
拟合原始数据，其预测结果是 1 条较平滑的曲线，文
献［16-17］采用了带有波动的多项式代替灰色模型
中的指数型曲线从而得到新的灰色预测模型，它们

均采用的是 3 次多项式，而实际上多项式的次数会
影响到模型的预测精度，本文将利用数学软件

Matlab 7． 0 中的曲线拟合工具箱 cftool 来选择合适
的多项式，该工具箱操作简单，计算结果全面，对拟

合结果有一些性能说明，包括误差平方和( SSE ) 、拟
合优度( Ｒ2 ) 和均方根误差( ＲMSE ) 等，这将有助于多

项式次数的选取． GM( 1，1) 模型的优化求解过程
为: 1) 对序列 x( 1) = { x( 1) ( 1) ，x ( 1) ( 2) ，…，x ( 1) ( n) }
应用工具箱 cftool进行多项式拟合，得到灰色预测的

m次多项式为 x∧( 1) ( t) = amt
m + am－1 t

m－1 + … + a0 ;

2) 根据 x ( 0) ( t + 1) = x∧( 1) ( t + 1) － x∧( 1) ( t) 求出改
进后的灰色模型预测值; 3) 仍按上述步骤计算灰色
马尔可夫模型预测值．
由于当预测较远节点的状态时，较早的数据对

预测的影响不大，故采用递进转移概率矩阵的方法，

去掉最旧的 1 个原始数据并补充最新的预测数据形
成新的 1 步状态转移概率矩阵，这样能充分利用各
状态之间的内在规律性，提高预测精度［16，19］．

4 实证分析

从《中国统计年鉴》中收集江西省 2000—2011
年农业受灾面积数据，利用 Matlab 7． 0 软件编程求
得传统 GM( 1，1) 模型历年拟合值( 见表 1) ，误差范
围为［－ 79． 78%，35． 88%］，MAPE 达到了 27． 53%
( 不含 2000 年) ，拟合效果较差． 下面来探究改进的

灰色模型拟合精度，当初始条件为 x∧( 1) ( n) =
x ( 1) ( n) 时，可求得当 P = 0． 970 1时MAPE 最小值为

31． 00%，高于传统灰色模型的 27． 53%，其原因可
能是受到P的取值范围影响，经Matlab7． 0软件多次
测试，本文中 P 的有效范围是［0． 97，1) ; 而当初始
条件满足 S最小时可得 P = 0． 995 6且MAPE 最小值

为 23． 19%，较传统灰色模型有一定改善; 初始条件

若仍为 x∧( 1) ( 1) = x( 0) ( 1) ，此时有 P = 0． 996 8，
MAPE 最小值为 21． 67%，拟合效果更佳( 前者包括

2000 年拟合结果) ，故后文选择该方法优化灰色模
型来进行预测，拟合结果如表 1 所示，可以看出拟合
精度有待进一步提高．

表 1 灰色模型拟合结果

年份 实际值
/

( 103hm2 )
传统灰色模型 改进的灰色模型Ⅰ
拟合值 误差 /% 拟合值 误差 /%

2000 1 416 1 416 0． 00 1 416 0． 00
2001 630 1 133 － 79． 78 877 － 39． 14
2002 1 040 1 182 － 13． 62 952 8． 43
2003 1 823 1 233 32． 38 1 028 43． 60
2004 1 122 1 286 － 14． 63 1 104 1． 62
2005 1 426 1 342 5． 91 1 180 17． 28
2006 1 256 1 400 － 11． 45 1 255 0． 06
2007 1 320 1 460 － 10． 63 1 331 － 0． 84
2008 2 376 1 524 35． 88 1 407 40． 79
2009 1 352 1 589 － 17． 56 1 483 － 9． 66
2010 2 075 1 658 20． 09 1 558 24． 90
2011 1 075 1 730 － 60． 92 1 634 － 52． 01

MAPE /% 27． 53 21． 67

改进的灰色模型 Ⅰ 拟 合 误 差 范 围 为
［－ 52. 01%，43． 60%］，较传统灰色模型有所缩小，
考虑将状态划分区间数为 4 或 5 个，为使 MAPE 尽量

小，划分的状态区间分别为E1 = ( － 53%，－ 10%］，
E2 = ( － 10%，8%］，E3 = ( 8%，38%］，E4 =
( 38%，44%］和 F1 = ( － 53%，－ 25%］，F2 =
( － 25%，－ 8%］，F3 = ( － 8%，8%］，F4 = ( 8%，
38%］，F5 = ( 38%，44%］，灰色马尔可夫模型拟合
结果如表 2 所示，可看出当划分区间数为 5 个时效
果更佳，此时 MAPE 仅为 4． 29%，且各年误差基本在
8% 以内，而传统灰色马尔可夫模型的 MAPE 达到

6. 97%，且有 4年的拟合误差超过了 10%，最大误差
高达 － 19． 86% ( 传统灰色马尔可夫模型划分的状
态区间为 N1 = ( － 80%，－ 20%］，N2 = ( － 20%，
－ 11%］，N3 = ( － 11%，11%］，N4 = ( 11%，
36% ) ) ．改进的灰色马尔可夫模型Ⅰ拟合效果明显
改善，但最大误差达到了 － 18． 92%，严重影响到未
来受灾面积的预测．
接下来考虑改进的灰色马尔可夫模型 Ⅱ． 利用

Matlab 7． 0 软件求得不同次数的多项式相应模型的
预测值折线( 见图 1) ，对应拟合值的 MAPE 分别为

27． 98%，23． 68%，24． 60%，结合图 1可看出当 m =
3 时预测效果最佳，当 m = 5 时拟合值的 MAPE 虽只

有15． 75%，但对未来 2 年的预测值出现负数，这显
然不合理，因此取 m = 3，对应的多项式为
x∧( 1) ( t) = － 3． 437t3 + 103． 4t2 + 633． 1t + 577．
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表 2 灰色马尔可夫模型拟合结果

年份 实际值
( 103hm2 )

传统灰色马尔可夫模型 灰色马尔可夫模型Ⅰ 灰色马尔可夫模型Ⅱ
拟合值 误差 /% 拟合值 误差 /% 拟合值 误差 /%

2000 1 416 1 416 0． 00 1 402 0． 99 1 416 0． 00
2001 630 755 － 19． 86 667 － 5． 81 631 － 0． 10
2002 1 040 1 023 1． 63 1 237 － 18． 92 1 237 － 18． 92
2003 1 823 1 611 11． 60 1 743 4． 41 1 743 4． 41
2004 1 122 1 114 0． 76 1 093 2． 60 1 104 1． 62
2005 1 426 1 342 5． 91 1 532 － 7． 43 1 532 － 7． 43
2006 1 256 1 212 3． 51 1 243 1． 05 1 255 0． 06
2007 1 320 1 460 － 10． 63 1 318 0． 16 1 331 － 0． 84
2008 2 376 1 992 16． 18 2 384 － 0． 35 2 384 － 0． 35
2009 1 352 1 376 － 1． 78 1 468 － 8． 57 1 273 5． 87
2010 2 075 2 168 － 4． 46 2 024 2． 47 2 024 2． 47
2011 1 075 1 153 － 7． 28 1 243 － 15． 60 1 176 － 9． 36

MAPE /% 6． 97 5． 70 4． 29

图 1 改进的灰色模型Ⅱ预测值

根据多项式得到改进的灰色模型 Ⅱ 各年拟合
值( 见表 3) ，其拟合效果较传统的灰色模型有所改
善，误差区间范围为［－ 53． 21%，32． 53%］，对应的
灰色马尔可夫模型状态划分区间为 H1 = ( － 54%，
－ 30%］，H2 = ( － 30%，－ 15%］，H3 = ( － 15%，
19%］，H4 = ( 19%，33% ) ，拟合精度有所提高，最
大误差缩小至 8． 82%，MAPE 为 4． 48%，与文献
［20-21］中的预测误差大小接近，结果较为满意，这
表明该模型可以用来预测江西省农业受灾面积．
考虑将改进的 2 个灰色马尔可夫模型进行组

合［21］，平衡各模型的拟合偏差，进一步提高拟合精

度，若按等权平均法组合，MAPE 减小到 4． 03%，但最
大误差增大到 － 12． 70%，2011 年误差也达到
－ 8． 64% ; 若按均方倒数法组合，两模型的权重分别
为 0． 538 4，0． 461 6，MAPE 为 4． 01%，最大误差为
－ 13． 18%，2011 年预测误差为 － 8． 70% ; 若按最优
加权法组合［21］，权重分别为 0． 616 3，0． 383 7，MAPE

进一步减小，仅为 3． 98%，但最大误差提高至
－ 14． 15%，2011 年预测误差为 － 8． 82% ; 若要使
MAPE 最小，可采用之前求 P值的类似方法求得权重

分别为 0． 777 3，0． 222 7，MAPE 只有 3． 92%，但最大
误差高达 － 16． 16%，综合考虑模型组合后的精度改
善程度和计算复杂程度，本文决定采用改进的灰色

马尔可夫模型Ⅱ来进行预测．
江西省受灾面积一步状态转移概率矩阵为

P( 1) =

0 0 1 0
0 0． 25 0． 25 0． 50
0． 33 0． 33 0 0． 34
0． 33 0．











67 0 0

，

因 2011 年受灾面积处于状态 H1，故 2012 年的预测
状态向量为( 0，0，1，0) ，从而 2012 年江西省受灾面
积将处于状态H3，采用滑动转移概率预测2013年的
受灾面积，去掉 2000 年的状态值，加入刚预测出来
的 2012年的状态值，2012年的状态值只有 H31种可
能，计算新的 1 步状态转移矩阵为

PH3 ( 1) =

0 0 1 0
0 0． 25 0． 25 0． 50
0 0． 50 0 0． 50
0． 33 0．











67 0 0

，

故 2013 年的预测状态向量为 P = ( 0，0，1，0) ，
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PH3 ( 1) = ( 0，0． 5，0，0． 5) ． 预测结果如表 4 所示．
表 3 相关模型拟合结果

年份
改进的灰色模型Ⅱ 灰色马尔可夫模型Ⅰ 灰色马尔可夫模型Ⅱ
拟合值 误差 /% 拟合值 误差 /% 拟合值 误差 /%

2000 1 310 7． 49 1 416 0． 00 1337 5． 60
2001 919 － 45． 87 631 － 0． 10 647 － 2． 73
2002 1 085 － 4． 33 1 237 － 18． 92 1107 － 6． 46
2003 1 230 32． 53 1 743 4． 41 1662 8． 82
2004 1 354 － 20． 68 1 104 1． 62 1105 1． 49
2005 1 458 － 2． 24 1 532 － 7． 43 1488 － 4． 33
2006 1 540 － 22． 61 1 255 0． 06 1257 － 0． 09
2007 1 604 － 21． 52 1 331 － 0． 84 1309 0． 80
2008 1 645 30． 77 2 384 － 0． 35 2223 6． 44
2009 1 666 － 23． 22 1 273 5． 87 1360 － 0． 59
2010 1 667 19． 66 2 024 2． 47 2253 － 8． 56
2011 1 647 － 53． 21 1 176 － 9． 36 1160 － 7． 89

MAPE /% 23． 68 4． 29 4． 48

表 4 2012—2013 年预测结果

年份 改进的灰色模型Ⅱ 灰色马尔可夫模型Ⅱ 预测区间 概率

2012 1 606 1 690 1 396． 52 ～ 1 982． 72 1． 0

2013 1 545 1 686
1 188． 46 ～ 1 343． 48 0． 5
1 907． 41 ～ 2 305． 97 0． 5

2011 年是近 10 年来江西省受灾面积最小的年
份，从表 4 中结果来看，2012 与 2013 年受灾面积较
2011 年会有明显上升，改进的灰色马尔可夫模型Ⅱ
得到的 2 年期望值结果比较接近，但 2013 年较
2012 年可能的受灾面积范围更广，有 50%的可能性
出现受灾严重( 与历年比较来看) 的情况．

5 研究结论及展望

本文在前人的研究基础上给出了 2 种改进
GM( 1，1) 模型的方法，实例结果表明，改进方法提
高了模型的拟合精度，缩小了拟合误差范围，其中采

用带波动的多项式替代灰色模型中的指数形曲线来

改进模型，再与马尔可夫模型结合后拟合效果有所

改善，平均误差为 4． 48%，可用于江西农业受灾面
积的预测，为江西省的灾害预测提供了一种科学方

法．对 2012—2013 年的预测不仅得到预测年份的受
灾面积区间，而且还得到区间产生的概率，根据预测

得到的期望值和状态概率可以更准确地把握农业受

灾面积的总体发展趋势，相关部门可针对性地提前

做好减灾对策和措施，减少灾害损失，预测结果可供

有关部门参考．
需要指出的是，灰色马尔可夫模型的计算结果

会受到灰色模型误差范围大小以及状态划分的影

响，可能出现灰色模型预测精度较高但对应的灰色

马尔可夫模型预测精度反而较低的情况． 而划分状
态区间的个数以及区间大小要根据问题的实际情况

来定，没有统一的标准，这在表 2 中得到了体现，改
进的灰色模型拟合误差范围较广，同时在小范围内

过于集中，导致当划分区间数较少时误差相对较大，

而且调整区间大小会影响其精度，当使最大误差减

小时，平均误差又会有所增大，对于状态的划分有待

进一步研究．
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The Improved Grey-Markov Model and Its Application in
Forecasting the Agricultural Disaster Area of Jiangxi Province

LIU Hui1，GONG Hailin2

( 1． School of Software，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China;

2． College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: Considering that the traditional GM ( 1，1 ) model has lower prediction accuracy when the raw data se-
quence fluctuate severely，two improved grey model were proposed and then integrated with Markov predication
model respectively． Two improved Grey-Markov models were established and applied to predict the agricultural dis-
aster area in Jiangxi． The results show that the fitting precision of both improved grey model and Grey-Markov model
are enhanced obviously，and it can be concluded that the methods of improved Grey-Markov model are effective．
Key words: Grey model; Markov; prediction; disaster area
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