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认知评估中的属性关系
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摘要: 规则空间模型( ＲSM) 及属性层级方法( AHM) 是有较大影响力的认知诊断模型． 在 ＲSM 与 AHM
中不可缺少属性及属性层级关系，属性层级关系为属性间的先决关系所诱导．但是，先决关系只考虑了属
性之间的关系，却忽略了属性集之间存在的联系．该研究以先决关系为切入点，实例证明先决关系及其诱
导的属性层级关系具有局限性，基于属性集，提出更具一般性的蕴含关系，使先决关系为其特殊形式，为

当前认知诊断理论研究提供了新的研究角度．
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0 Q矩阵中的属性及其层级关系

认知诊断评估的任务是诊断被试的知识状态，

揭示其认知长处和不足，并对不足进行补救．认知诊
断需要根据需求编制一些项目，以探查被试不可直

接观察的属性掌握情况，正如医生诊断病人病情，需
要做一系列的病理检查，根据检查结果判断出病人

的病症．认知诊断以属性( attribute) 表示测验项目的
特征．属性是正确解决特定项目时所需要的认知加
工和技能［1］，其功能类似各类病理检查，需要诊断
被试掌握了哪些属性． 假设诊断评估范围内具有 K
个属性、n个项目，若项目 j 中出现属性 i，则称属性 i
和项目 j有关系 r，r表达了属性和项目之间的关联关
系，其对应的关系矩阵记为 Q，称为属性与项目的关
联阵( incidence matrix) ． Q 矩阵为 0-1 矩阵，Q =
( qij ) ，给定K × n关联矩阵，Ak为第 k个属性，qkj为第
k行第 j列元素，若第 j个项目含有属性Ak，则 qkj = 1，
反之 qkj = 0．
认知诊断模型用来估计被试的知识状态，即诊断

检测被试的属性掌握模式，根据被试的知识状态进行
分类． 2007 年有人统计，认知诊断模型有 60 多种［2］．
K． K． Tatsuoka［3］ 提出的规则空间模型( Ｒule Space
Model，ＲSM) 是最具影响力的模型之一，是GＲE、SAT
及 PSAT等考试报告与分析的参考模型． ＲSM分为 2
大部分: Q矩阵理论和判别分类． Q 矩阵理论将被试
属性掌握模式转化为被试在既不猜测也不失误情况

下的理想项目反应模式，建立不可观察的属性掌握模

式与可观察的项目反应模式的对应，从而对观察反应

模式进行判别，以达到认知诊断的目的． 认知诊断模
型在认知诊断中的重要性是不言而喻的，Q矩阵对于
大多数认知诊断模型也是不可或缺，AHM［1］、DINA、
NIDA( noisy input，deterministic“and”gate model) 、
FUSION 与 LLTM 等模型都要求必须有 Q 矩阵．
A． A． Ｒupp等［4］认为认知诊断模型就是项目反应模
型加上 Q矩阵，由此可见 Q矩阵在认知诊断中的重
要性．显然，如何评论Q矩阵以及Q矩阵理论在认知
诊断中作用都不过分．

0． 1 Q矩阵中属性之间的先决关系

属性之间可能存在先决( prerequisite) 关系，比
如要掌握多位数整数乘法( A) ，首先要掌握个位数
的乘法( B) ，B即为 A的先决属性． 再如，属性 A1 为

同分母分数减法( 5 /7 － 2 /7) ，A2 为整数减分数( 1 －
1 /3) ，A3 为异分母相减( 5 /8 － 1 /4) ，A4 为需整数借

位的同分母相减( 3( 4 /9) － 5 /9) ) ，A5 为需整数借

位的异分母相减( 3( 4 /9) － 1 /2) ． 教师对分数减法
常寻找有效的教学方法，属性 A1 心理加工顺序先于

A3，因此 A1是 A3的先决属性．显然讲授 A3与 A4前要

求先掌握 A1，所以 A1 是 A3 与 A4 的先决属性．同理，
A2 是 A1 的先决属性．

K． K． Tatsuoka对先决关系给出过数学化定义，
即将 Q矩阵行向量进行两两比较，比如 Ak 与 Al 为
Q( K × n) 矩阵中第 k行与第 l行的行向量，采用集合



的包含关系以产生属性之间的先决关系，得到邻接

矩阵进而获取可达矩阵 Ｒ( K × K) ．她给出 2个例子
( 见表 1和表 2) 以说明Q矩阵中属性之间的先决关
系，其中表 2 是在原有 Q 矩阵中去除了属性都为 0
的项目，因为不存在不考察任何属性的项目．
表 1 为属性间含有先决关系的 Q 矩阵． 遵循

K． K． Tatsuoka 描述，Q 矩阵的行向量表示属性向
量，可用项目集合来表示．例如，若测验( 表 1) 共有
11 个项目，第 1 个行向量表示属性 A1，记为{ A1 } ． A1

出现在项目 1，2，5，6，7，8，10，11 中，则属性向量
{ A1 } 可以用 11 位二进制数标明包含 A1 项目的位

置，即{ A1 } = { 1，1，0，0，1，1，1，1，0，1，1} ，也可以通
过十进制数表达其涉及的项目，即{ A1 } = { 1，2，5，
6，7，8，10，11} ．同理，属性 A2 可表示成{ A2 } = { 0，
1，0，0，0，0，1，1，0，0，1} ，亦可表示成{ A2 } = { 2，7，
8，11} ．由集合的包含关系定义，{ A2 }  { A1 } ，即 A1

是 A2 的先决属性．

表 1 属性间含有先决关系的 Q矩阵

属性 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
A1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 1
A2 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1
A3 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1
A4 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1

表 2 为属性间不存在先决关系的 Q矩阵．表 2
也具有 4 个属性，所有可能的知识状态或属性掌握
模式为 16 类，但是依照属性模式去除属性都为 0 的
项目后，只能有15个项目类( 24 － 1) ．同上例，4个属
性的行向量也表示成集合的形式，{ A1 } = { 1，5，6，

7，11，12，13，15} ，{ A2 } = { 2，5，8，9，11，12，14，15} ，
{ A3 } = { 3，6，8，10，11，13，14，15} ，{ A4 } = { 4，7，9，
10，12，13，14，15} ，显然属性之间都不存在包含关
系，即属性之间不存在先决关系．

表 2 属性间不存在先决关系的 Q矩阵

属性 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
A1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1
A2 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 1
A3 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1
A4 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1

0． 2 属性先决关系诱导的属性层级关系

类似“小于等于”关系，先决关系也是一种序关
系，称之为偏序关系( partial order relation) ，偏序关
系可诱导出层级图( Hasse图) ［5］．例如，表 3为具有
4 个属性、含有先决关系的 Q矩阵．由属性的包含关
系可得{ A2 }  { A1 } ，{ A3 }  { A1 } ，{ A4 }  { A3 } ，

{ A4 }  { A1 } ．由此可得 A1 是 A2 的先决属性，A1 是
A3 的先决属性，A3是 A4的先决属性，A1是 A4的先决

属性．每个属性用一个节点表示，4 个属性共有 4 个
节点．如果 A1是 A2的先决，则画出从 A1到 A2的一条

有向边．由 A1、A2、A3 与 A4 之间的先决关系可得到

图 1 的左图，因为 A1 到 A4 的边可通过 A3 到达，按照

画 Hasse图的规则，必须删去 A1 到 A4 的边，最后得

到先决关系诱导的层级图( 图 1 的右图) ，称为属性
层级关系．但需要注意的是，应用这种对Q矩阵的行
进行逐对比较以获取属性层级关系的方法必须要满

足一些条件，至少Q矩阵的行数不能超过列数，最好
是 Q矩阵以可达矩阵为子矩阵，否则可能挖掘出来
的层级不一定是这些属性之间的真实的层级

关系［7］．

表 3 具有 4 个属性、含有先决关系的 Q矩阵

属性 1 2 3 4 5 6
A1 1 1 1 1 1 1
A2 0 1 0 1 0 1
A3 0 0 1 1 1 1
A4 0 0 0 0 1 1

图 1 表 3 诱导的层级关系
S． Kim［14］ 提出基本的属性层级关系可组成复

杂的认知技能( 属性) 的结构，这是 J． P． Leighton 等
对属性层级关系存在性的前提假设之一． 基本的属
性层级关系有 4 种类型，线型、收敛型、发散型及无
结构型．图 2 为从属性A1到属性A6的收敛型属性层

级关系，A1是 A2的先决属性，A2是 A3与 A4的先决属

性，A3 与 A4 是 A5 的先决属性，A5 是 A6 的先决属性．
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本文收敛型属性层级关系描述了从属性 1 开始，到
属性 6 结束的认知层级关系．

图 2 收敛型属性层级关系

在 Q矩阵理论中，属性及属性层级关系是规则
空间模型 ( ＲSM) 与 属 性 层级模型 ( Attribute
Hierarchy Method，AHM) 的重要理论概念． K． K．
Tatsuoka从理论上诠释了属性及其层级关系，她指
出被试解答项目需要认知技能( 属性) ，属性之间构

成层级关系，采用集合的包含关系定义先决关

系［18］，由先决关系诱导出属性层级关系．而 AHM就
是以属性层级关系为前提的认知诊断模型． 基于
K． K． Tatsuoka，杨淑群与等［23］给出有效 /无效项目
的定义，若项目满足属性层级关系则为有效项目．在
属性及其层级关系确定之后，命题专家能够并且只

能够命制有效项目．杨淑群等［23-24］ 给出自动生成有
效项目的高效算法． 丁树良等［8-9］ 将属性层级关系
应用于测验编制的研究．涂冬波等［21］从属性层级关
系入手，比较了几种常用非补偿型认知诊断模型的

计量学特征( 即诊断正确率) ． 基于属性层级关系的
Q矩阵理论存在错误［1，10］，丁树良等［10］对 Q矩阵理
论作了进一步补充和修正，修正后的 Q 矩阵理论更
显合理、科学． 然而，Q 矩阵理论依然存在较多的问
题与矛盾，比如如何对属性之间的关系及层级关系

概念化，K． K． Tatsuoka［18］ 定义了属性与属性之间
的关系，属性集与属性集之间是否也存在关系?如果

有，该如何描述其关系?

本文目的即为深入揭示属性关系，指出先决关

系的局限性，提出新的属性关系并泛化先决关系，为

Q矩阵理论研究提供新的视角．

1 先决关系的局限性与突破

1． 1 先决关系的局限性
先决关系只考虑两两属性之间的关系．事实上，

也存在属性集是属性的先决，如下例．
例1 假如属性 A1与 A2为分数问题中的2个属

性．属性 A1: “求异分母的最小公倍数”; 属性 A2 :

“同分母分数相加”; 属性 A3: “异分母分数相加”．
假设需要求解如下问题 Q1 : 异分母 2 /3与 3 /4相加．
解答如下: 2 /3 + 3 /4 = 8 /12 + 9 /12 = 17 /12． ( 求异
分母的最小公倍数，A1 ) ( 求同分母分数相加得到

17 /12，A2 ) ．
显然 A1与 A2之间没有任何先决关系，且属性集

{ A1，A2 } 是属性 A3的先决．由此可得，属性间的先决
关系不足表达属性集与属性之间的关系．
综上所述，只考虑两两属性之间关系的先决关

系具有局限性．

1． 2 基于属性的蕴含关系

I为对象集，M为属性集，Q 为对象与属性的关
联矩阵． A与 B为M的子集，若具有属性集 A的对象
都具有属性集 B，那么称为 A蕴含 B，记为 A→ B． A
与 B的关系为蕴含关系［11］，蕴含关系定义在属性集
( M的子集) 之间．记 A' 为具有属性集 A的对象集，
如果 A'  B' 那么 A→ B［11］．
如果视项目为对象，那么也可在 Q 矩阵上定义

蕴含关系． I为项目集，M为属性集，Q为Q矩阵． A与
B为 M的子集，若具有属性集 A 的项目都具有属性
集 B，那么 A→B．同理，记 A'为具有属性集 A的项目
集，如果 A'  B' 那么 A → B． 例如，从表 1 可得
{ A1 } ' = { 1，2，5，6，7，8，10，11} 与{ A2 } ' = { 2，7，8，
11} ． 显然{ A2 } '  { A1 } '，由蕴含关系定义可得
{ A2 } →{ A1 } ．
蕴含关系{ a，b} → { c，d} 表示具有属性 a 与 b

的项目则一定具有属性 c与 d．显然，{ a，b} → { c，d}
也可等价表示成具有属性 a与 b的项目一定具有属
性 c，同时一定具有属性 d，即{ a，b} → { c，d} 等价为
{ a，b} → { c} 与{ a，b} → { d} ．因此，本文只需讨论
属性集蕴含 1 个属性的形式．
为描述方便，本文将{ a，b，c} → { d} 简写为{ a，

b，c} → d．
例 2［11］ 表 4 中，项目集为{ 1，2，3，4，5，6，7，

8，9，10，11，12，13，14} ，属性集为 { r，i，s，as，an，t，
nt，c，sc} ，属性表示二元关系的性质．

表 4 关联矩阵

属性 I1 I2 I3 I4 I5 I6 I7 I8 I9 I10 I11 I12 I13 I14
r 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 1
i 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0
s 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1
as 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0
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表 4(续)
属性 I1 I2 I3 I4 I5 I6 I7 I8 I9 I10 I11 I12 I13 I14
an 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0
t 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0
nt 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0
c 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0
sc 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0

Ｒ表示某集合上的二元关系． 例如，a 与 b 是集
合中的 2 个元素，Ｒ如果 表示师生关系，那么 a 与 b
是师生关系可表示成 aＲb．二元关系性质见表 5．

表 5 二元关系的性质

属性 性质 定义

r 自反 xＲx对所有的 x∈ S
i 反自反 瓙 xＲx对所有的 x∈ S
s 对称 xＲyyＲx对所有的 x，y∈ S
as 不对称 xＲy瓙 yＲx对所有的 x，y∈ S
an 反对称 xＲy且 yＲxx = y对所有的 l x，y∈ S
t 传递 xＲy且 yＲzxＲz对所有的 x，y，z∈ S

nt 负传递 瓙 xＲy且瓙 yＲz
瓙 xＲz对所有的 x，y，z∈ S

c 连通 xＲy或 yＲx对所有的 x≠ y∈ S
sc 严格连通 xＲy或 yＲx对所有的 x，y∈ S

因为{ an} ' = { 1，2，3，4，5，6，9，10，11} ，{ as} ' =
{ 1，3，6，10，11} ，{ i} ' = { 1，3，6，7，10，11，12} 由此可
得{ as} ' { i} '与{ as} ' { an} '，进而得到{ as} →
i且{ as} → an．用自然语言可描述其现实意义，如果
项目满足不对称性质，那么就满足反自反与反对称

的性质．再如，{ t，c} ' = { 1，2，5，6，8} ，这里{ t，c} 表
示同时满足 t和 c的性质． { nt} ' = { 1，2，3，5，6，7，8，
13} ，因为{ t，c} ' { nt} '，得{ t，c} → nt．用自然语言
可描述其现实意义，如果项目既满足传递与连通，那

么一定满足负传递． 同理，可得 { an，nt} →
t，{ s，c} →nt，{ s，an} → t，{ i，t} → as，{ i，t} → an，
{ i，an} → as，{ i，s，as，an，t} → nt，{ r，c} → sc，{ r，
nt} → c和{ r，nt) → sc等蕴含关系．

2 蕴含关系与先决关系的联系

先决关系与蕴含关系都表达了属性的关系，它

们之间有何联系?事实上，先决关系是蕴含关系的特

殊情况，表达了一个属性蕴含另一个属性的形式，即

如果{ a} → b，则属性 b是属性 a的先决属性．例如，
表 1 中具有属性 A1 的项目集是{ 1，2，5，6，7，8，10，
11} ，具有属性 A2 的项目集是{ 2，7，8，11} ，因为{ 1，
2，5，6，7，8，10，11}  { 2，7，8，11} ，所以 A1 是 A2 的

先决，并且{ A2 } → A1 ． 再如表 4 中，因为{ as} ' 
{ i} '，{ as} '  { an} '，可得 i是 as的先决属性，an是

as的先决属性． 由蕴含关系的定义可知{ as} → i，
{ as} → an．
另外，蕴含关系更丰富地表达了属性之间的关

系．例如，Q矩阵( 表 4) 中属性 r，s，t，nt，c之间不存
在先决关系，因为这 5 个属性之间都不存在包含关
系，但是它们之间却存在蕴含关系． 如{ s，c} → nt，
表示若项目满足对称性与连通性则满足负传递; 再

如{ r，nt} → c，表示若项目满足自反与负传递则满
足连通性．

3 层级关系对蕴含关系具有局限性

AHM基于属性与属性层级关系，夸大了属性层
级关系的重要性而忽视属性集合之间可能存在的蕴

含关系． J． P． Leighton等［1］ 对属性间存在属性层级
关系的2个理由: ( i) 认知研究表明认知属性之间不
是孤立的而是具有一定的内在网络关系［13，22］; ( ii)
邻接矩阵与可达矩阵其实就是表征这种层级关系的

数学符号．但是，第 2 个理由显然多余，因为任何图
( 而不一定是有向图) 都可以得到其邻接矩阵与可

达矩阵( 有向图只能用可达矩阵，无向图用连通矩

阵) ．例如，图 3 为一非层级关系图，但是它也有邻
接矩阵与可达矩阵，见表 6 与表 7．

表 6 根据图 3 得到的邻接矩阵

属性 A1 A2 A3

A1 0 1 0
A2 0 0 1
A3 1 0 0

表 7 根据图 3 得到的可达矩阵

属性 A1 A2 A3

A1 1 1 1
A2 1 1 1
A3 1 1 1

另外，考虑表 4中属性 i，as，与 an之间的关系，
由前面论述可知{ as} → i，{ as} → an，{ i，an} → as．
因此属性 as是属性集{ i，an} 的先决，同时属性 i与
an是属性 as的先决，其关系图比较复杂，难以标准
化表示，且以图 4 表示这 3个属性之间的关系，但其
显然不构成层级关系． 事实上，由表 4 知，i 和 an 对
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应的行向量作布尔交，等于 as 对应的行，即{ i，an}
与 as等价．

图 3 简单网络图 图 4 3 个属性之间的网络关系图

以上 2 个例子表明属性层级关系对蕴含关系的
图形化表示也具有局限性．

4 结论与讨论

本文给出先决关系的简述，提出蕴含关系，突破

先决关系的局限性且泛化先决关系，使先决关系成

为蕴含关系的特殊形式，同时提出层级关系对于蕴

含关系的局限性．这至少使得收敛型层级关系的描
述更清晰，也可以准确表达如图 4 所示的属性集合
与 1 个属性等价．属性层级关系在一些流行的认知
诊断模型中具有非常重要的地位，如规则空间方法

中属性层级关系为其对被试预测与分类的基础，

AHM［1］基于属性层级关系给出认知诊断模型，因此
希望通过本文的研究，为认知诊断理论开辟一个新

的研究空间，能起到抛砖引玉的作用．
进一步的工作将深入研究蕴含关系．首先，因为

图形具有形象、直观与便捷等特性，研究如何图形化
表示蕴含关系是直观理解蕴含关系的关键． 目前这
一问题存在的困扰有 3 个方面，即 b→a或 c→a，b→
a且 c→a，{ a，b}→c，该如何图形化才能区别这 3 者
值得研究．蕴含关系在心理加工顺序之间的对应问
题还值得进一步探讨．
其次，如何从 Q 矩阵中高效挖掘出蕴含关系．

假设 A是具有 n个属性的属性集，则可能存在的蕴
含关系有 n( 2n － 1 － 1 ) 个，随着属性的增多，要验证
的蕴含关系个数将是呈指数级增长． 比如，某 Q 矩
阵的属性集 A = { a，b，c} ，则可能的蕴含关系有
3 × ( 22 － 1) 即 9 个，{ b，c} →a，{ b} →a，{ c} →a，
{ c}→b，{ a}→b，{ a，c}→b，{ a，b}→c，{ a}→c，{ b}→c．
因此，如何高效挖掘蕴含关系是一个必须面对的

问题．
再次，是否存在最小且能推出其它蕴含关系的

蕴含关系集． 就属性层级关系，杨淑群等［23-24］给出
从属性层级关系的可达矩阵扩张推出所有期望反应

模式．是否存在类似可达矩阵的蕴含关系集，依此可

推出其它所有的蕴含关系，由此生成期望反应模式，

此问题对扩充 Q矩阵理论有很重要的意义．
最后，如何将蕴含关系应用于认知诊断的测验

编制及 Q矩阵缺失属性的填补．丁树良等［9］探讨过
认知诊断测验编制的原则，指出在给定属性及其层

级条件下，测验蓝图中包含可达矩阵当且仅当知识

状态与理想反应模式一一对应． 蕴含关系也表达了
一定的测验编制原则，至少要求项目集要满足蕴含

关系．另外，如果 Q矩阵中的项目有缺失属性，可否
根据蕴含关系推导出其缺失属性，但这将面临 2 个
问题: ( i) 推导规则的产生，( ii) Q 矩阵属性信息量
的计算，只有足够的属性信息才能推导出缺失属性．
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The Ｒelationship among Attributes for Cognitive Assessment

YANG Shuqun
( Faculty of Software，Fuijan Normal University，Fuzhou Fujian 350108，China)

Abstract: The hierarchy plays a foundational role in the Attribute Hierarchy Method ( AHM) ． Both the attributes
and the hierarchy serve as the most important input variables to most cognitively diagnostic methods like Ｒule Space
Model ( ＲSM) and AHM． Despite the relatively well-defined logical aspects，much work remains to be done be-
cause many issues and controversies are not resolved． For example，controversy exists over how to conceptualize
and describe the relationship among attributes and attributes hierarchy． Tatsuoka defined the relationship between
the attributes in pairs，but she did not explain how to maturate and analyze the relationship between a set of attrib-
utes and one single attribute． The main purpose of the paper is to highlight and assassinate the limitation in the pre-
requisite relationship among attributes． The existence of the limitation is illustrated by a different denominators
problem． In order to overcome this limitation，it is proposed that a set of combinatory attributes can be prerequisite
to a single attribute as well，posing as challenges for the previously defined prerequisite relation． The new implica-
tion relation could overcome the limitation of prerequisite relation and can be viewed as a more general relation that
complements and encompasses the prerequisite relation． Meanwhile，the implication relation presents a new chal-
lenge to the traditional Q matrix theory and proposes the new subject to scholars in the cognitive assessment．
Key words: cognitive assessment; attribute; prerequisite relation; attribute hierarchy; implication relation
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