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摘要: 结构突变是统计学、经济学、信号处理和生物信息学等学科领域中的研究热点之一． Z． Harchaoui
等提出了基于 LASSO的结构突变点检测方法，是近几年结构突变问题的最新研究方法．为了在国内推行
该方法，系统介绍了国外基于 LASSO方法的几种变点模型中的变点检测问题，其核心是把变点检测问题
转化成模型选择问题来解决，并阐述了相应的算法．最后探讨该方法在不同学科领域的应用和前景展望．
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0 引言

变点问题始于 E． S． Page［1］在 Biometrika上发表
的一篇关于连续抽样检验的文章．如今，变点问题是
统计学、经济学、信号处理和生物信息学等领域中的
研究热点问题之一． 国内外一批统计学者和经济学
者投入到这一研究领域，给出了许多成熟而且有用

的结果．文献［2-5］是对经典的变点问题研究的总结
和归纳．文献［6］详述了近 30 年来变点问题的研究
方法．近年来，P． Perron等对变点问题的发展做出了
重要贡献，国内的陈希孺［7-10］、缪柏其、王静龙、白仲
林等在变点研究方面也取得了卓有成效的成果．
变点问题可以表述为: 观察 1 个按时间顺序发

生的随机过程，探讨其随机元素的分布或分布参数

是否存在某个变化，或者说确认所观察到的随机过

程前后是同质还是异质． 而“变点”是指某个时点，
在此时点上样本的分布或数字特征突然发生变化．
变点问题主要研究: ( i) 检测未知变化的个数和时
刻; ( ii) 产生变点的机理分析; ( iii) 变点模型的应
用，其中首要问题是检测和估计外生的变结构点发

生的个数和时刻( 位置) ．
目前，变点检测研究已广泛应用于质量控制、经

济学、金融学、反恐怖安检等领域． 本文系统回顾与
评述近几年国外基于 LASSO 及其相关方法的变点
问题研究状况，展望这一方向的研究前景．

1 LASSO简述

模型和变量选择是现代统计学最重要的问题之

一． Ｒ． Tibshirani［11］提出了 1 种新的变量选择方
法———LASSO( Least Absolute Shrinkage and Selection
Operator) 方法． B． Efron［12］等提出了解决 LASSO 问
题的 LAＲS算法．

LASSO估计是 1 种压缩估计，它用模型系数的
绝对值函数作为惩罚来压缩模型系数，使一些回归

系数变小，甚至使一些绝对值较小的系数直接压缩

为 0，从而达到进行变量选择的目的; 它是一种处理
具有共线性数据的有偏估计． LASSO 可以在参数估
计的同时实现变量的选择，该方法保留了子集收缩

的优点，克服了传统方法在模型选择上的不足，因此

在统计学领域得到了极大重视，有许多学者相继提

出了针对 LASSO 的改进技术，主要有 SCAD［13］、
Fused LASSO［14］、Group LASSO［15］、Elastic Net［16］，
Adaptive LASSO［17］等．

2 基于 LASSO的变点检测方法

结构突变问题按照检测方法分为参数检测与非

参数检测．早期变点问题的研究内容主要是关于分
布中参数的变点以及变点的统计推断，利用似然比

方法、非参数方法或其他方法，给出变点的检测和估



计，研究估计量的渐近分布和收敛速度．处理变点问
题的经典方法主要有极大似然法、最小二乘法、似然
比法、信息准则法、局部比较法、累积和方法、非参数
方法、半参数方法和贝叶斯方法等．
变点检测的非参数方法不直接分析原始变量

值，而是基于序列的秩或 U-统计量进行分析． 非参
数方法是缺乏广泛有效的方法，检验的势一般不高，

而且其变点检验过程常常基于经验特征函数，极限

分布比较复杂，临界值的计算非常困难．由于计算机
模拟技术的迅速发展，将贝叶斯方法引入到变点问

题研究中，在理论和实践中给出了有效识别和估计

变点的方法，但贝叶斯变点检测方法缺乏有效的理

论支撑，尤其是在大样本性质方面．
Z． Harchaoui等［18-19］提出了基于 LASSO 的变点

检测方法，随后一些学者在统计学期刊《The Annals
of Statistics》、JASA与信号处理领域杂志《Signal Pro-
cessing》等重要学术期刊上探讨了基于 LASSO 方法
各种变点模型中的变点检测问题，其核心思想都是

把变点检测问题转化成模型选择问题来处理． 与传
统方法中先检验变点个数再估计推断变点时刻( 位

置) 不同，基于 LASSO 的变点检测方法能够同时估
计变点个数和变点时刻．

2． 1 逐段常数信号序列模型

文献［18-19］研究了在信号处理、语音分割和
图像去噪等领域中 1 维逐段常数信号的均值变点估
计，其模型为

Yt = ut + εt ( t = 1，2，…，n) ， ( 1)

其中 ut = u*
k ，t

*
k－1≤ t≤ t*k － 1，k = 1，2，…，K* + 1，

{ εt} 0≤t≤n 是独立同分布且服从亚高斯分布的零均

值方差有限的随机变量序列，并约定 t*0 = 1，t*K* +1 =
n + 1．
求解问题( 1) 实质上是解优化问题

Min
u∈Ｒn

1
n∑

n

i = 1
( Yi － ui )

2

s． t．∑
n－1

i = 1
I{ ui+1 － ui} = K* ， ( 2)

放松约束条件( 2) 得

Min
u∈Ｒn

1
n∑

n

i = 1
( Yi － ui )

2

s． t．∑
n－1

i = 1
ui+1 － ui ≤ K* J*max， ( 3)

其中 J*max = max
1≤k≤K*

u*
k+1 － u*

k ．

令
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，

从而( 3) 式可以表示为

Min
β∈Ｒn

1
n∑

n

i = 1
［Yi － ( Xβ) i］

2

s． t．∑
n

i = 1
βi ≤ K* J*max ． ( 4)

因此，Z． Harchaoui等把带 l1惩罚的最小二乘变
点估计问题转化成了基于 LASSO 方法的线性回归
中的变量选择问题，并给出了相应的 LAＲS 算法，计
算时间复杂度从最小二乘估计的 O( Kn2 ) 下降到了

O( Knlog( n) ) ．
文献［20］进一步研究了问题( 4) ，把 1 维信号

推广到多维信号情形，研究了 1 族信号的共同变点
的估计，把变点的估计问题转化成了基于 Group
LASSO方法的变量选择问题，并分别给出了基于分
块坐标 下 降 算 法［21］( Block Coordinate Descent
Algorithm) 的精确解算法和基于 Group LAＲS 的近
似解算法． 与经典多维信号分割研究的信号维数 p
固定、信号长度 n 增加( n → ∞ ) 的估计不同，文献
［20］研究了当信号长度 n 固定、信号维数 p 增加
( p→ ∞ ) 时单变点与多变点假设下 2 种算法所得
估计的相合性，该情形在基因组学研究中有着非常

广泛的应用．

2． 2 时变自回归变点模型

文献［22-23］分别研究了时变自回归系数逐段
常数的自回归过程中变点的 Group LASSO 估计方
法．文献［22］的( K + 1) -状态模型为

Yt = ∑
p

l = 1
βl，tYt－l + εt ( t = 1，2，…，n) ， ( 5)

其中{ Yt}
n
t = －p是 p阶自回归过程的1个实现，{ εn} 为

零均值噪声，其方差 σ2 = E( ε2
n ) ＜ ∞，β j = ( β j，1，

…，β j，p )
T，j = 1，2，…，K + 1，自回归系数逐段常数

β j = βk，tk ≤ j≤ tk+1 － 1，k = 0，1，…，K，K为变点个
数，tk 为第 k个变点时刻，约定: t0 = 1，tK+1 － 1 = n．
文献［23］的结构突变自回归模型为

Yt = ∑
m+1

j = 1
［βT

j Y t －1 + εt］I( tj－1 ≤ t ＜ tj ) ， ( 6)

其中 Y t －1 = ( Yt－1，Yt－2，…，Yt－p )
T，β j = ( β j，1，…，

β j，p )
T，j = 1，2，…，K + 1．
令

Y = ( Y1，…，Yn )
T，ε = ( ε1，…，εn )

T，
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θ1 = β1，θi = β j +1 － β j，i = tj，
0， i≠ tj

{ ，

i = 2，…，n，则( 6) 式可以表示为
Y = Xθ + ε．

因此，结合( 5) 式和( 6) 式可以把问题转化成
Group LASSO问题，即

θ∧ = arg min
θ

1
n‖Y － Xθ‖2 + λ∑

n

i = 1
‖θi‖，

故文献［22-23］把带 l2 惩罚的最小二乘变点估
计问题转化成群组变量的稀疏回归问题．
文献［22］运用分块坐标下降法给出了问题的

精确解．对于 Group LASSO问题中调整参数 λ 的选
取，该文给出了参数 λ 的下界 λ* ，并探讨了 Group
LASSO稀疏解的唯一性条件．由于 LASSO方法得到
的变点个数估计是过估计的，文献［22］考虑在惩罚
函数上选取文献［13］提出的 SCAD惩罚，使估计满
足 Oracle性质． 随机模拟数据和实际数据都表明，
Group SCAD估计比Group LASSO估计表现更好，但
是文献［22］没有给出变点和自回归系数估计的大
样本性质．
文献［23］给出了 Group LASSO 估计，由于

LASSO方法得到的变点个数估计是过估计的，该文
提出 2 步估计，即对 1 步 Group LASSO 估计再采用
信息准则，尤其是向后删除法筛选出恰当的变点估

计．对于1步Group LASSO估计的算法实现，与文献
［22］不同，文献［23］认为分块坐标下降法的收敛
性无法保证，所以给出了 Group LAＲS 近似解算法，
而且得到了变点个数、变点时刻和自回归系数估计
的相合性定理．

2． 3 线性回归变点模型

带变点的线性回归模型为
Yi = fθ ( Xi ) + εi，

fθ ( Xi ) = X'iφ1 Ii ＜ l1 + X'iφ2 Il1≤i ＜ l2 + … +

X'iφK+1 Ii ＞ lK，i = 1，2，…，n， ( 7)

其中 φj ∈ Ｒp，j = 1，2，…，K + 1．
文献［24］研究了模型( 7) 的变点估计，分别给

出了 LASSO和Adaptive LASSO估计，探讨了变点估
计的收敛速度与回归系数估计的大样本性质，并证

明了 Adaptive LASSO回归系数估计的 Oracle性质．
文献［25］也研究了模型( 7) 的变点问题，把变

点检测问题转化成了 Group Fused LASSO变量选择
问题来处理，给出了基于 Group Fused LASSO 方法
的惩罚最小二乘变点个数和变点时刻的估计，证明

了文献［25］提出的方法能够以概率趋于 1 正确确
定未知变点个数且估计的变点时刻充分接近真值，

并给出了回归系数和变点估计的渐进分布．
文献［26］研究了模型( 7) 的基于 Sparse Group

LASSO方法的惩罚最小二乘变点个数和变点时刻
的估计，证明了估计的渐近相合性，而且该文的方法

得到的估计具有很好的稀疏性，模型更易于解释．

2． 4 分位数回归变点模型

文献［27］较详细地阐述了分位数回归模型中
的变点估计和变量选择，其中研究了分位数回归模

型中基于 LASSO、SCAD、Adaptive LASSO的变点估
计和变量选择方法，以及对于非平稳时间序列经由

逐段分位数自回归基于最小描述长度( MDL) 准则
的变点个数和变点时刻的估计．
文献［28-29］研究了分位数回归模型中基于

Adaptive LASSO方法的变点估计，给出了变点和分
位数回归系数估计的收敛速度，该方法得到的回归

系数估计的稀疏性没有受到变点估计的影响．

2． 5 面板数据变点模型

文献［30］研究了同质线性面板数据模型中基
于 Adaptive Group Fused LASSO方法的共同变点的
估计．该文考虑了 2 种方法: 一种是不含内生回归变
量的 1 阶差分模型的惩罚最小二乘法，另一种是含
内生回归变量的 1 阶差分模型的惩罚广义矩估计
法，并证明了 2 种方法下变点个数和变点时刻估计
的相合性．

3 方法应用

3． 1 在信号处理、语音分割等领域中的应用
基于 LASSO的变点检测方法在信号处理、语音

分割及图像去噪等领域中得到了广泛应用． 文献
［22］研究了语音分割中的变点检测问题; 文献［23］
研究了火山喷发地震波中的变点检测问题; 文献
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［18］研究了核磁共振测量值中的变点，根据核磁共
振测量值中的变点可以预测岩石物理参数尤其是岩

石层理．

3． 2 在经济金融领域中的应用

近 30 年来，在宏观经济数据、经济指数数据、金
融时间序列，如总产出增长率、失业、汇率和股票收
益上，发现存在结构突变现象．许多的经济事件( 如
经济转型、金融自由化、汇率改革、新货币政策、金融
危机、资源价格冲击等) 都将导致研究的经济现象
发生结构突变．
基于 LASSO的变点检测方法在经济金融领域

得到了很好的应用． 文献［23］研究了标准普尔 500
指数对数日指数收益序列中的变点．该文选取 2004
年 1 月 2 日至 2011 年 4 月 29 日数据，对数日指数
收益序列可以用 AＲCH过程模拟，而 AＲCH 过程的
平方可以视为 AＲ 过程，因此对数日指数收益序列
的平方可以用 AＲ 过程模拟． 运用提出的时变自回
归系数逐段常数的 AＲ 过程中变点的 Group LASSO
估计方法，得到 3 个变点时刻: 2007 年 7 月 10 日，
2008 年 9 月 15 日和 2009 年 4 月 7 日，并给出了合
理的实证解释．文献［31］研究了类似的资产价格波
动中的变点问题．

3． 3 在生物信息等领域中的应用

文献［23］研究了脑电图( EEG) 数据中的变点;
文献［20，32］研究了阵列比较基因组杂交( aCGH)
数据中的突变热点( hot spot) 检测问题．
将基于 LASSO 的变点检测方法应用于工业质

量控制、网络入侵检测等领域都是具有重要应用价
值的热点问题．

4 总结与展望

前面综述的基于 LASSO 方法的变点问题研究
在背景上具有较强的行业针对性． 随着变点问题应
用的愈加广泛，针对更一般问题的 LASSO 变点研究
必将引起更多学者的重视，其转化过程可能会比较

复杂．
文献［30］研究的面板模型为同质面板数据模

型，不存在横截面相依性，且变点为共同变点，可考

虑把该方法推广到存在横截面相依性的面板数据模

型和异质面板数据模型中，变点可以为非共同变点．
在现有基于 LASSO 方法的变点检测研究文献

中，损失函数一般选取平方损失． 文献［33-34］提出
了基于绝对值损失( LAD) 准则的变点估计． 一般认

为基于 LAD的估计会更加稳健，尤其是模型中含变
点和数据含异常值．基于 LAD-LASSO方法的变点检
测研究将是一个重要而有意义的课题，其估计大样

本性质的推导将是一个难点．
现有基于 LASSO 方法的变点检测研究均为固

定样本的离线检测( off-line detection) 问题，可以尝
试推广到随机样本的在线变点检测( on-line detec-
tion) 问题．
在我国，变点问题研究及其应用已经取得了大

量丰富而且有意义的研究成果．但基于 LASSO 方法
的变点检测研究在国内期刊中鲜见报道，鉴于该方

法的优点，相信它从理论到应用都将取得丰富的研

究成果．
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The Ｒeview on Structural Break Theory Based on LASSO Method

LI Qiang1，2，WANG Liming1*

( 1． School of Statistics and Management，Shanghai University of Finance and Economics，Shanghai 200433，China;
2． School of Mathematics and Statistics，Taishan University，Tai’an Shandong 271021，China)

Abstract: Structural break problem is one of the hot topics in statistics，economics，signal processing and bioinfor-
matics and other fields． Harchaoui and Levy-Leduc ( 2008 ) initiatively proposed structural break point detection
method based on LASSO method，which is a new method in dealing with structural break problems． The paper sys-
tematically introduces the change point detection problem based on LASSO method in several change point models．
The core is transforming the change point detection problem into model selection problem． The corresponding algo-
rithms are introduced． Finally，the applications and perspective of this new method in some fields are put forward．
Key words: structural break; LASSO; model selection; coordinate decent algorithm
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