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摘要: 利用 Nevanlinna值分布理论对单位圆内具有相同的［p，q］-φ( r) 增长级和不同型的解析函数与亚
纯函数 f1 ( z) 与 f2 ( z) 经过四则运算后的［p，q］-φ( r) 级，［p，q］-φ( r) 下级，［p，q］-φ( r) 型进行了研究，得
到了一些新的结果，丰富和完善了原有的一些结论．
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0 引言

本文使用大家熟悉的Nevanlinna值分布理论的
标准记号［1-2］．用 T( r，f) 表示亚纯函数 f( z) 的特征
函数，用 M( r，f) 表示解析函数 f( z) 在圆周 z = r
上的最大模．本文中 p，q均为正整数，并且满足 p ≥
q≥ 1． 规定对于充分大的 r，记 log1r = log r，logp+1r =
logp ( log r) 且exp1 r = er，expp+1 r = exp( expp r) ，并记
exp0 r = r，log0 r = r，log －1 r = exp1 r，exp －1 r = log1 r．
近几年来，很多学者对复平面上的［p，q］-φ( r)

级亚纯函数以及单位圆上的［p，q］级解析函数进行
了研究，得到了一些结果［3-7］． 本文将进一步研究单
位圆内［p，q］-φ( r) 级解析函数与亚纯函数的增长
性，下面介绍一些基本定义．
定义1［3-4］ 假设 φ( r) : ［0，+ ∞ ) → ( 0，+ ∞ )

是一个非减的无界连续函数，且 f( z) 是复平面上的
亚纯函数，则 f( z) 的［p，q］-φ( r) 级定义为

σ［p，q］( f，φ) = lim
r→+∞

logpT( r，f) logqφ( r) ．

定义2［5-6］ 假设 f( z) 是单位圆内的亚纯函数，
则 f( z) 的［p，q］级定义为
σ［p，q］( f) = lim

r→1 －
logpT( r，f) logq ( 1 ( 1 － r) ) ，( 1)

类似定义 f( z) 在单位圆内的［p，q］-φ( r) 级为
σ［p，q］( f，φ) = lim

r→1 －
logpT( r，f) logqφ( r) ， ( 2)

其中( 1) 式是( 2) 式的特殊情况，只需要令 φ( r) =

1 ( 1 － r) ，r∈ ( 0，1) 即可．
定义 3 假设 f( z) 是单位圆内的解析函数，则

f( z) 的最大模［p，q］级定义为
σM，［p，q］( f) = lim

r→1 －
logp+1M( r，f) logq ( 1 ( 1 － r) ) ，

类似地，f( z) 在单位圆内的最大模［p，q］-φ( r) 级定
义为

σM，［p，q］( f，φ) = lim
r→1 －

logp+1M( r，f) logqφ( r) ．

注 1 当 p = q = 1 时，令 σ［1，1］( f，φ) = σ( f，
φ) ，σM，［1，1］( f，φ) = σM ( f，φ) 分别表示 f( z) 的φ( r)
级和最大模 φ( r) 级．
定义 4 假设 f( z) 是单位圆内的亚纯函数，

f( z) 的［p，q］下级定义为
μ［p，q］( f) = lim

r→1 －
logpT( r，f) logq ( 1 ( 1 － r) ) ．

类似地，f( z) 在单位圆内的［p，q］-φ( r) 下级定义为
μ［p，q］( f，φ) = lim

r→1 －
logpT( r，f) logqφ( r) ．

定义 5 假设 f( z) 是单位圆内的解析函数，
f( z) 的最大模［p，q］下级定义为
μM，［p，q］( f) = lim

r→1 －
logp+1M( r，f) logq ( 1 ( 1 － r) ) ．

类似地，f( z) 在单位圆内最大模［p，q］-φ( r) 下
级定义为

μM，［p，q］( f，φ) = lim
r→1 －

logp+1M( r，f) logqφ( r) ．

定义 6 假设 f( z) 是单位圆内的亚纯函数，满
足 0 ＜ σ［p，q］( f) = σ1 ＜ ∞，或者0 ＜ σ［p，q］( f，φ) =



σ2 ＜ ∞，则 f( z) 的［p，q］型和［p，q］-φ( r) 型分别定
义为

τ［p，q］( f) = lim
r→1－

logp－1T( r，f) ［logq－1( 1 ( 1 － r) ］σ1，

τ［p，q］( f，φ) = lim
r→1 －

logp－1T( r，f) ［logq－1φ( r) ］σ2 ．

定义 7 假设 f( z) 是单位圆内的解析函数，满
足 0 ＜ σM，［p，q］( f) = σ3 ＜ ∞，或者 0 ＜ σM，［p，q］( f，
φ) = σ4 ＜ ∞，则 f( z) 的最大模［p，q］型和［p，
q］-φ( r) 型分别定义为
τM，［p，q］( f) = lim

r→1－
logpM( r，f) ［logq－1( 1 ( 1 － r) ］σ3，

τM，［p，q］( f，φ) = lim
r→1 －

logpM( r，f) ［logq－1φ( r) ］σ4 ．

定义 8 假设 f( z) 是单位圆内的亚纯函数，且
满足 0 ＜ μ［p，q］( f) = μ1 ＜ ∞，或 0 ＜ μ［p，q］( f，φ) =
μ2 ＜ ∞，则 f( z) 的［p，q］下型和［p，q］-φ( r) 下型分
别定义为

τ
－［p，q］
( f) = lim

r→1 －
logp－1T( r，f) ［logq－1 ( 1 ( 1 － r) ］μ1，

τ
－［p，q］
( f，φ) = lim

r→1 －
logp－1T( r，f) ［logq－1φ( r) ］μ2 ．

注2 下面将给出单位圆内［p，q］-φ( r) 级解析
函数的性质，其中 φ( r) : ［0，1) → ( 0，+ ∞ ) 是非减
的无界连续函数，并且在以后的证明过程中，对

φ( r) 根据证明的需要会施加以下 2 条件:
( i) lim

r→1 －
logp ( 1 ( 1 － r) ) logqφ( r) = 0;

( ii) lim
r→1 －

logqφ( s( r) ) logqφ( r) = 1，

其中s( r) = 1 － d( 1 － r) ，d∈ ( 0，1) 是某个常数．
注 3 以下 2 个命题是等价的，读者可以自己

证明．
( i) lim

r→1 －
logqφ( s( r) ) logqφ( r) = 1，其中

s( r) = 1 － d( 1 － r) ，d∈ ( 0，1) 为某个常数;
( ii) lim

r→1 －
logqφ( s( r) ) logqφ( r) = 1，其中

s( r) = 1 － d( 1 － r) ，d∈ ( 0，1) 为任意常数．
注 3说明注 2的性质( ii) 中 d∈ ( 0，1) 的存在

性与任意性是等价的，因此在本文以后的证明过程

中 d每次出现不必相同，且这个性质在定理 4 和定
理 5 的证明过程中将用到．
性质1 若 f1 ( z) 和 f2 ( z) 是单位圆内的解析函

数或亚纯函数，有以下几个结论．
( i) 假设 f1 ( z) 和 f2 ( z) 是单位圆内的亚纯函

数，满足 σ［p，q］( f1，φ) = σ8 与 σ［p，q］( f2，φ) = σ9，则

σ［p，q］( f1 ± f2，φ) ≤ max{ σ8，σ9 } ，σ［p，q］( f1 f2，φ) ≤
max{ σ8，σ9 } ，σ［p，q］( f1 / f2，φ) ≤ max{ σ8，σ9 } ;

( ii) 假设 f1 ( z) 和 f2 ( z) 是单位圆内的亚纯函
数，若 σ8 = σ［p，q］( f1，φ) ≠ σ［p，q］( f2，φ) = σ9，则

σ［p，q］( f1 ± f2，φ) = σ［p，q］( f1 f2，φ) = σ［p，q］( f1 / f2，

φ) =max{ σ8，σ9 } ;

( iii) 假设 f1 ( z) 和 f2 ( z) 是单位圆内的亚纯函
数，则有 μ［p，q］( f1 + f2，φ) ≤ max{ σ［p，q］( f1，φ) ，
μ［p，q］( f2，φ) } 或 μ［p，q］( f1 + f2，φ) ≤ max{ σ［p，q］( f2，
φ) ，μ［p，q］( f1，φ) } 以及 μ［p，q］( f1 f2，φ) ≤
max{ σ［p，q］( f1，φ) ，μ［p，q］( f2，φ) } 或 μ［p，q］( f1 f2，φ) ≤
max{ μ［p，q］( f1，φ) ，μ［p，q］( f2，φ) } ;
( iv) 假设 f1 ( z) 和 f2 ( z) 是单位圆内的亚纯函

数，满足 σ［p，q］( f1，φ) ＜ μ［p，q］( f2，φ) ≤ ∞，则
μ［p，q］( f1 + f2，φ) = μ［p，q］( f1 f2，φ) = μ［p，q］( f1 / f2，
φ) = μ［p，q］( f2，φ) ;
( v) 假设 f1 ( z) 和 f2 ( z) 是单位圆内的解析函

数，满足 σM，［p，q］( f1，φ) = σ10，σM，［p，q］( f2，φ) = σ11，

则 有 σM，［p，q］( f1 ± f2，φ) ≤ max{ σ10，σ11 } 和

σM，［p，q］( f1 f2，φ) ≤max{ σ10，σ11 } ．若σ10≠σ11，则有

σM，［p，q］( f1 ± f2，φ) = max{ σ10，σ11 } ;

( vi) 假设 f1 ( z) 和 f2 ( z) 是单位圆内的解析函
数，则 max{ μM，［p，q］( f1 ± f2，φ) ，μM，［p，q］( f1 f2，φ) } ≤
max{ μM，［p，q］( f1，φ) ，σM，［p，q］( f2，φ) } 或 max{ μM，［p，q］

( f1 ± f2，φ) ，μM，［p，q］( f1 f2，φ) } ≤ max{ μM，［p，q］( f2，
φ) ，σM，［p，q］( f1，φ) } ．

1 主要结果

级与型是揭示整函数与亚纯函数增长速度的 2
个重要指标，关于整函数或亚纯函数的增长性，有许

多丰富结果［1-4，8］．在性质 1 的( ii) ，( iv) ，( v) 中，当
σ8 = σ9，σ［p，q］( f，φ) = μ［p，q］( f，φ) ，σ10 = σ11，以上

结果是否还成立呢?本文主要研究上述几个问题，并

得出以下几个关于单位圆内［p，q］-φ( r) 级解析函
数与亚纯函数级与型的结果．
定理1 假设 f1 ( z) 和 f2 ( z) 是单位圆内的亚纯

函数，满足0 ＜ σ［p，q］( f1，φ) = σ［p，q］( f2，φ) = σ12 ＜
∞ ．若 τ1 = τ［p，q］( f1，φ) ＜ τ［p，q］( f2，φ) = τ2 ≤ ∞，
则 σ［p，q］( f1 ± f2，φ) = σ［p，q］( f1 f2，φ) = σ［p，q］( f1 / f2，
φ) = σ12，且

( i) 当 p ＞ 1 时，有 τ［p，q］( f1 + f2，φ) =
τ［p，q］( f1 f2，φ) = τ［p，q］( f1 / f2，φ) = τ［p，q］( f2，φ) ;
( ii) 当 p = q = 1时，有 τ2 － τ1 ≤ max{ τ( f1 +

f2，φ) ，τ( f1 f2，φ) ，τ( f1 / f2，φ) } ≤ τ2 + τ1 ．
定理2 假设 f1 ( z) 和 f2 ( z) 是单位圆内的亚纯

函数，满足0 ＜ σ［p，q］( f1，φ) = μ［p，q］( f2，φ) ＜ ∞ ．若
τ［p，q］( f1，φ) ＜ τ

－［p，q］
( f2，φ) ＜ ∞，则有 μ［p，q］( f1 + f2，

φ) = μ［p，q］( f1 f2，φ) = μ［p，q］( f1 / f2，φ) = μ［p，q］( f2，
φ) ，且当 p ＞ 1时，有τ

－［p，q］
( f1 + f2，φ) = τ

－［p，q］
( f1 f2，
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φ) = τ
－［p，q］
( f1 / f2，φ) = τ

－［p，q］
( f2，φ) ．

定理3 假设 f1 ( z) 和 f2 ( z) 是单位圆内的解析
函数，满足 0 ＜ σM，［p，q］( f1，φ) = σM，［p，q］( f2，φ) =
σ13 ＜ ∞ ．若 τM，［p，q］( f1，φ) ＜ τM，［p，q］( f2，φ) ≤∞，则
有 σM，［p，q］( f1 + f2，φ) = σ13 且 τM，［p，q］( f1 + f2，φ) =
τM，［p，q］( f2，φ) ．
定理 4 假设 f1 ( z) 和 f2 ( z) 是单位圆内的［p，

q］-φ( r) 级解析函数，且 φ( r) 满足注2中的条件( i)
和( ii) ，则有 σM，［p，q］( f，φ) = σM，［p，q］( f '，φ) ．若 0 ＜
σM，［p，q］( f，φ) ＜ ∞，则进一步有 τM，［p，q］( f，φ) =
τM，［p，q］( f '，φ) ．
定理 5 假设 f1 ( z) 和 f2 ( z) 是单位圆内的［p，

q］-φ( r) 级 亚 纯 函 数， 并 且 φ( r) 满 足
lim
r→1 －

logp+1 ( 1 ( 1 － r) ) logqφ( r) = 0以及注 2中的

条件( ii) ，则有 σ［p，q］( f，φ) = σ［p，q］( f '，φ) ．若 0 ＜
σ［p，q］( f，φ) ＜ ∞，则进一步有

τ［p，q］( f，φ) = τ［p，q］( f '，φ) ．

2 引理

引理 1 假设 f1，f2，…，fm为单位圆内的m个亚
纯函数，则有

( i) T( r，f1 f2…fm ) ≤∑
m

i = 1
T( r，fi ) ;

( ii) T( r，f1 + f2 +… + fm) ≤∑
m

i =1
T( r，fi ) + log m．

引理 2［9］ 假设 f( z) 是单位圆内的亚纯函数，
则对任意正整数 k，有

m r，f( k)( )f = S( r，f) ，
其中 S( r，f) = O{ log + T( r，f) + log( 1 ( 1 － r) ) } ，

至多除去一例外集 E1 ［0，1) 满足∫E1
dt

1 － t ＜ ∞ ．

引理 3［10］ 假设 f( z) 是单位圆内的亚纯函数
且满足 f( 0) = 0，则

m( r，f) = { 1 + φ( r Ｒ) } T( Ｒ，f ') + N( Ｒ，f ') ，( 3)

其中 0 ＜ r ＜ Ｒ ＜ 1，φ( t) = 1
π
log 1 + t

1 － t．

引理4［11］ 假设 g: ( 0，1) → Ｒ和 h: ( 0，1) → Ｒ
是满足 g( r) ≤ h( r) 的单调递增函数，且至多除去
一个对数测度有限的集合 E2 ［0，1) ，则存在某个
常数 d∈ ( 0，1) 使得 g( r) ≤ h( s( r) ) ，r∈［0，1)
都成立，其中 s( r) = 1 － d( 1 － r) ．

3 定理的证明

定理 1 的证明 由 τ1 = τ［p，q］( f1，φ) ＜

τ［p，q］( f2，φ) = τ2 ≤ ∞，根据定义 6 知，ε ＞ 0，当
r→1 － 时，有

T( r，f1 ) ≤ expp－1 { ( τ1 + ε) ［logq－1φ( r) ］σ12 } ， ( 4)
T( r，f2 ) ≤ expp－1 { ( τ2 + ε) ［logq－1φ( r) ］σ12 } ． ( 5)
一方面由( 4) ～ ( 5) 式及引理 1，有
T( r，f1 + f2 ) ≤ T( r，f1 ) + T( r，f2 ) + log 2 ≤

expp－1 { ( τ1 + ε) ［logq－1φ( r) ］σ12 } + expp－1 { ( τ2 +
ε) ［logq－1φ( r) ］σ12 } + log 2， ( 6)
且 τ1 ＜ τ2，由( 6) 式可得 σ［p，q］( f1 + f2，φ) ≤ σ12，且

当p = q = 1时，有 τ［p，q］( f1 + f2，φ) ≤ τ1 + τ2 ．当 p ＞
1时，q≥ 1均有 τ［p，q］( f1 + f2，φ) ≤ τ2 ．另一方面，
ε ( 0 ＜ 2ε ＜ τ2 － τ1 ) ，存在一列{ rn} ∞n = 1 → 1 －，有

T( rn，f1 ) ≤ expp－1 { ( τ1 + ε) ［logq－1φ( rn) ］σ12 } ，( 7)
T( rn，f2 ) ≥ expp－1 { ( τ2 － ε) ［logq－1φ( rn) ］σ12 } ． ( 8)
由( 7) ～ ( 8) 式以及引理 1，有
T( rn，f1 + f2 ) ≥ T( rn，f2 ) － T( rn，f1 ) － log 2≥

expp－1 { ( τ2 － ε) ［logq－1φ( rn) ］σ12 } － expp－1 { ( τ1 +
ε) ［logq－1φ( rn) ］σ12 } － log 2， ( 9)
且 τ2 ＞ τ1，由( 9) 式得 σ［p，q］( f1 + f2，φ) ≥ σ12，且当

p = q = 1时，τ2 － τ1≤ τ［p，q］( f1 + f2，φ) ．当 p ＞ 1时，
q≥ 1，均有 τ［p，q］( f1 + f2，φ) ≥ τ2 ．
综上可得σ［p，q］( f1 + f2，φ) = σ12且当 p ＞ 1时，

有 τ［p，q］( f1 + f2，φ) = τ［p，q］( f2，φ) ．当 p = q = 1时，
有 τ2 － τ1 ≤ τ( f1 + f2，φ) ≤ τ2 + τ1 ．
再由引理 1 可知 T( r，f1 f2 ) ≤ T( r，f1 ) + T( r，

f2 ) ，T( r，f1 f2 ) ≥ T( r，f2 ) － T( r，f1 ) － O( 1) 以及
T( r，1 f2 ) = T( r，f2 ) + O( 1) ，结合上式可类似证明
剩下的结果．
定理 2 的证明 令 τ3 = τ［p，q］( f1，φ) ＜

τ
－［p，q］
( f2，φ) = τ4 ＜ ∞，且 σ［p，q］( f1，φ) ＜ μ［p，q］( f2，

φ) = μ5 ．由定义 6 和定义 8 知，ε ＞ 0，存在一列
{ rn} ∞n = 1 → 1 －，有

T( rn，f1) ≤ expp－1{ ( τ3 + ε) ［logq－1φ( rn) ］μ5} ， ( 10)
T( rn，f2) ≤ expp－1{ ( τ4 + ε) ［logq－1φ( rn) ］μ5} ． ( 11)
由( 10) ～ ( 11) 式及引理 1，有
T( rn，f1 + f2 ) ≤ T( rn，f1 ) + T( rn，f2 ) + log 2≤

expp－1 { ( τ3 + ε) ［logq－1φ( rn) ］μ5 } + expp－1 { ( τ4 +
ε) ［logq－1φ( rn) ］μ5 } + log 2， ( 12)
且 τ3 ＜ τ4，由( 12) 式可得 μ［p，q］( f1 + f2，φ) ≤ μ5 且

τ
－［p，q］
( f1 + f2，φ) ≤ τ4 ( p ＞ 1) ．另一方面，ε( 0 ＜

2ε ＜ τ4 － τ3 ) ，当 r→ 1 － 时，有

T( r，f1 ) ≤ expp－1 { ( τ3 + ε) ［logq－1φ( r) ］μ5 } ，
T( r，f2 ) ≥ expp－1 { ( τ4 － ε) ［logq－1φ( r) ］μ5 } ．

由( 10) ～ ( 11) 式以及引理 1，有
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T( r，f1 + f2 ) ≥ T( r，f2 ) － T( r，f1 ) － log 2 ≥
expp－1 { ( τ4 － ε) ［logq－1φ( r) ］μ5 } － expp－1 { ( τ3 +
ε) ［logq－1φ( r) ］μ5 } － log 2，
且 τ3 ＜ τ4，由上式可得 μ［p，q］( f1 + f2，φ) ≥ μ5 且

τ
－［p，q］
( f1 + f2，φ) ≥ τ4 ( p ＞ 1) ．

综上可得 μ［p，q］( f1 + f2，φ) = μ5，当 p ＞ 1时，有
τ
－［p，q］
( f1 + f2，φ) = τ

－［p，q］
( f2，φ) ．

再由引理 1 可知 T( r，f1 f2 ) ≤ T( r，f1 ) + T( r，
f2 ) ，T( r，f1 f2 ) ≥ T( r，f2 ) － T( r，f1 ) － O( 1) 以及
T( r，1 f2 ) = T( r，f2 ) + O( 1) ，结合上式可类似证明
剩下的结果．
定理 3的证明 本定理可由定义 3及定理 1的

证明方法易证得．
定理 4的证明 对单位圆中的解析函数 f( z) ，

有 f( z) = f( 0) + ∫
z

0
f '( ζ) dζ，其中 z = r ＜ 1，其积

分路线是单位圆内从 0 到 z的直线段，由该式可得

M( r，f) ≤ f( 0) + ∫
z

0
f '( ζ) dζ ≤ f( 0) +

rM( r，f ') ≤ f( 0) + M( r，f ') ，
即

M( r，f ') ≥ M( r，f) － f( 0) ． ( 13)
由( 13) 式易得σM，［p，q］( f '，φ) ≥σM，［p，q］( f，φ) ．另一
方面，在圆周 z = r 上取一点 z0 满足 f '( z0 ) =
M( r，f ') ，选取 s( r) = 1 － d( 1 － r) 和单位圆内的圆
周 C = { ζ: ζ － z0 = s( r) － r} ，其中 d∈ ( 0，1) ．由

柯西不等式可得 f '( z0 ) = 1
2πi∫C f( ζ)
( ζ － z0 )

2dζ 以及

max{ f( ζ) : ζ∈ C} ≤ M( s( r) ，f) ．有
M( r，f ') = f '( z0 ) ≤
1
2π∫

2π

0

f( ζ)
( ζ － z0 )

2 ( s( r) － r) dθ≤ M( s( r) ，f)
s( r) － r ，

即
M( r，f ') ≤M( s( r) ，f) ［( 1 － d) ( 1 － r) ］． ( 14)

由( 14) 式及 φ( r) 满足注 2 中的 2 个条件，易得
σM，［p，q］( f，φ) = σM，［p，q］( f '，φ) ．

若 0 ＜ σM，［p，q］( f，φ) = σM，［p，q］( f '，φ) = σ14 ＜ ∞，
由( 13) 式易得

τM，［p，q］( f '，φ) ≥ τM，［p，q］( f，φ) ． ( 15)
另一方面，当 p≥ q = 1 时，由( 14) 式可得

logpM( r，f ')
( φ( r) ) σ14

≤ {max
logp［1 ( 1 － d) ( 1 － r) ］
( φ( r) ) σ14

，

logpM( s( r) ，f)
( φ( r) ) σ }14

≤ {max
logp［1 ( 1 － d) ( 1 － r) ］
( φ( r) ) σ14

，

logpM( s( r) ，f)
( 1 ( 1 － s( r) ) ) σ14

· 1( )d
σ }14

． ( 16)

令 d → 1，由 ( 16) 式及 φ( r) 满足的条件易得
τM，［p，q］( f '，φ) ≤ τM，［p，q］( f，φ) ，并结合( 15) 式可得
τM，［p，q］( f，φ) = τM，［p，q］( f '，φ) ．当 p≥ q≥ 2 时，由
( 14) 式可得

logpM( r，f ')
( logq－1φ( r) ) σ14

≤

{max
logp［1 ( 1 － d) ( 1 － r) ］
( logq－1φ( r) ) σ14

，
logpM( s( r) ，f)
( logq－1φ( r) ) σ

}14
．

( 17)
由( 17) 式及 φ( r) 满足的条件易得 τM，［p，q］( f，φ) ≤
τM，［p，q］( f '，φ) ，并结合( 15) 式可得 τM，［p，q］( f，φ) =
τM，［p，q］( f '，φ) ．
定理 5 的证明 一方面由引理 2 可得
T( r，f ') = m( r，f ') + N( r，f ') ≤ m( r，f) +

m( r，f ' f) + 2N( r，f) ≤ 3T( r，f) + O{ log［1 ( 1 －
r) ］} ，r E1， ( 18)

其中 E1 ∈［0，1) 满足∫E1
dt

1 － t ＜ + ∞ ．由( 18) 式和

引理 4 以及 φ( r) 满足定理 5 假设的条件易得
σ［p，q］( f '，φ) ≤ σ［p，q］( f，φ) ．另一方面，由引理 3，令
Ｒ = s( r) = 1 － d( 1 － r) ，d∈ ( 0，1) ，0 ＜ r ＜ 1，代
入( 3) 式中可得

T( r，f) ＜ { 3 + log 2
( 1 － d) ( 1 － r) } T( s( r) ，f ') ． ( 19)

由( 19) 式以及 φ( r) 满足定理假设的条件易得
σ［p，q］( f，φ) ≤ σ［p，q］( f '，φ) ，所以有 σ［p，q］( f，φ) =
σ［p，q］( f '，φ) ． 另外，由 ( 18) ～ ( 19) 式且 0 ＜
σ［p，q］( f，φ) ＜ ∞ 以及φ( r) 满足定理5假设的条件，
容易得到 τ［p，q］( f，φ) = τ［p，q］( f '，φ) ．
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