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解混合线性互补问题的罚方法研究
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摘要: 在将混合线性互补问题转化为求解非光滑方程组的基础上，建立了求解混合线性互补问题的罚方
法，并且在一定条件下证明了算法的收敛性，最后通过数值算例验证了算法的可行性．
关键词: 混合线性互补问题; 罚方法; 收敛性
中图分类号: O 221． 1; O 211． 6 文献标志码: A DOI: 10． 16357 / j． cnki． issn1000-5862． 2015． 02． 19

0 引言

考虑如下形式的混合线性互补问题: 求 x* ∈
Ｒn 使得
( Ax* － b) i ≥ 0，x*i = Φi，

( Ax* － b) i ≤ 0，x*i = Ψi，

( Ax* － b) i = 0，Φi ＜ x*i ＜ Ψi

{
，

( 1)

其中 i = 1，2，…，n，b∈ Ｒn，矩阵 A = ( aij ) ∈ Ｒn×n

为M矩阵［1-2］．若Ψi = + ∞ ( i = 1，2，…，n) ，则混合
线性互补问题( 1) 退化为线性互补问题［3］:

x≥ Φ，Ax≥ b，( x － Φ) T ( Ax － b) = 0． ( 2)
互补问题是数学规划中的一类基本问题，在对

策论、经济学和力学等领域有重要应用背景［4］，该
问题的数值解法研究是数学规划领域的一个重要研
究分支．
近年来，构造罚方法解线性互补问题( 2) 受到

了国内外学者的广泛关注［5-8］，该方法已被大量应

用于求解期权定价问题［9-14］． 尽管在数值求解互补
问题以及期权定价问题方面罚方法取得了大量的研
究成果，但是对于混合线性互补问题( 1) ，相关的研
究工作却较少［15］．本文将构造罚方法来解混合线性
互补问题( 1) ，并且在一定条件下研究算法的收敛
性，然后将通过算例来验证算法的可行性．

1 算法及其收敛性

将构造罚方法来解混合线性互补问题( 1) 并分
析算法的收敛性．由文献［1］知，混合线性互补问题

( 1) 等价于非光滑方程组
mid{ x － Φ，Ax － b，x － Ψ} = 0， ( 3)

其中算子 mid{ x，y，z} 表示按照向量 x，y，z 的对应
分量分别取中间值．利用 mid算子，构造如下形式的
非线性方程组: 求 xρ ∈ Ｒn 使得

Axρ － b － ρmid{ Φ － xρ，0，Ψ － xρ} = 0． ( 4)
称非线性方程组( 4) 为混合线性互补问题( 1) 的罚
方程，其中 ρ ＞ 0 为罚参数． 特别地，若 Ψi = + ∞
( i = 1，2，…，n) ，罚方程( 4) 退化为

Axρ － b － ρmax{ Φ － xρ，0} = 0． ( 5)
由文献［5，8］知方程组( 5) 是线性互补问题( 3) 的
罚方程．
接下来将研究罚方法的收敛性．为此，首先给出

罚方程( 4) 解的存在唯一性结论． 由于文章篇幅的
限制，在这里只证明解的唯一性．
定理 1 罚方程( 4) 的解唯一．
证(反证法) 假定罚方程有 2个解分别为 xρ，1

和 xρ，2，且 xρ，1 ≠ xρ，2 ．那么一定存在 2个不相交的非
空指标集:
E1 = { i ( xρ，1) i ＞ ( xρ，2) i}，E2 = { i ( xρ，1) i ≤ ( xρ，2) i} ．
从而有
(Φ － xρ，1) E1 ＜ (Φ － xρ，2) E1，(Ψ － xρ，1) E1 ＜ (Ψ － xρ，2) E1，
(Φ － xρ，1) E2≥ (Φ － xρ，2) E2，(Ψ － xρ，1) E2≥ (Ψ － xρ，2) E2．
由( 4) 式知

Axρ，1 － b － ρmid{ Φ － xρ，1，0，Ψ － xρ，1 } = 0，Axρ，2 －
b － ρmid{ Φ － xρ，2，0，Ψ － xρ，2 } = 0．
从而，
( A( xρ，1 － xρ，2 ) ) E1 = ρmid{ ( Φ － xρ，1 ) E1，0，( Ψ －
xρ，1 ) E1 } － ρmid{ ( Φ － xρ，2 ) E1，0，( Ψ － xρ，2 ) E1 } ≤0，
即 ( A( xρ，1 － xρ，2 ) ) E1 = AE1E1 ( xρ，1 － xρ，2 ) E1 +



AE1E2 ( xρ，1 － xρ，2 ) E2 ≤ 0． 由于 A 为 M 矩阵，所以
( AE1E1 ) 为 M 矩阵且 AE1E2 ≤ 0． 于是 AE1E1 ( xρ，1 －
xρ，2 ) E1 ≤－ AE1E2 ( xρ，1 － xρ，2 ) E2 ≤ 0． 上式意味着
( xρ，1 －xρ，2 ) E1 ≤ 0．这与( xρ，1 ) E1 ＞ ( xρ，1 ) E1 矛盾．因
此假定不成立，即罚方程的解唯一，定理 1 得证．
对罚方程( 4) 的解 xρ，定义如下 3 个不相交的

指标集:
I1 = { i Φi － ( xρ ) i ＜ Ψi － ( xρ ) i ≤ 0} ，
I2 = { i Φi － ( xρ ) i ＜ 0 ＜ Ψi － ( xρ ) i} ，
I3 = { i 0 ≤ Φi － ( xρ ) i ＜ Ψi － ( xρ ) i} ．
定理2 若 xρ是罚方程( 4) 的解，则存在1个与

ρ无关的常数 C1 ＞ 0 使得
‖xρ‖∞ ≤ C1 ．

证 对于指标集 I2，
( Φ) I2 ＜ ( xρ ) I2 ＜ ( Ψ) I2， ( 6)

而对于指标集 I3，
( xρ ) I3 ＜ ( Φ) I3 ． ( 7)

由罚方程( 4) 可得( Axρ － b) I3 = ρ( Φ － xρ ) I3≥
0，即

AI3I1 ( xρ ) I1 + AI3I2 ( xρ ) I2 + AI3I3 ( xρ ) I3 － bI3 ≥ 0．
由于 A为M矩阵，所以( AI3I3) 为M矩阵且 AI3I1 ≤

0，AI3I2 ≤ 0．从而
AI3I3 ( xρ ) I3 ≥－ AI3I1 ( xρ ) I1 － AI3I2 ( xρ ) I2 + bI3 ≥
－ AI3I1 ( Ψ) I1 － AI3I2 ( Φ) I2 + bI3 ．
结合( 7) 式可知
A－1

I3I3 ( － AI3I1 ( Ψ) I1 － AI3I2 ( Φ) I2 + bI3 ) ≤
( xρ ) I3 ≤ ( Φ) I3 ． ( 8)
对于指标集 I1，( xρ ) I1 ≥ ( Ψ) I1 ． 由罚方程( 4)

知( Axρ － b) I1 = ρ ( Ψ － xρ ) I1 ≤ 0，即
AI1I1 ( xρ ) I1 + AI1I2 ( xρ ) I2 + AI1I3 ( xρ ) I3 － bI1≤ 0，

从而 AI1I1 ( xρ ) I1 ≤ － AI1I2 ( xρ ) I2 － AI1I3 ( xρ ) I3 + bI1 ≤
－ AI1I2 ( Ψ) I2 － AI1I3 ( Φ) I3 + bI1 ．由于( AI1I1 ) 为 M矩
阵且 AI1I2 ≤ 0，AI1I3 ≤ 0，有
( Ψ) I1 ≤ ( xρ ) I1 ≤ A－1

I1I1 ( － AI1I2 ( Ψ) I2 －
AI1I3 ( Φ) I3 + bI1 ) ． ( 9)
结合( 6) 式、( 8) 式和( 9) 式可知存在与 ρ无关

的常数 C1 ＞ 0，使得‖xρ‖∞ ≤ C1 ．定理 2 得证．
定理3 若 xρ是罚方程( 4) 的解，则存在1个与

ρ无关常数 C2 ＞ 0，使得
‖mid{ xρ － Φ，Axρ － b，xρ － Ψ}‖∞ ≤ C2 /ρ．
证 i∈ I1，由罚方程( 4) 知
( Axρ － b) i ≤ ( xρ ) i － Ψi ＜ ( xρ ) i － Φi，
( Axρ － b) i = ρmid{ ( Φ － xρ ) i，0，( Ψ － xρ ) i} =
ρ( Ψ － xρ ) i ≤ 0，

从而
mid{ ( xρ － Φ) i，( Axρ － b) i，( xρ － Ψ) i} = ( xρ －
Ψ) i = － ( Axρ － b) i /ρ，i∈ I1 ． ( 10)

i∈ I2，由罚方程( 4) 不难得到

( xρ ) i － Ψi ＜ ( Axρ － b) i ＜ ( xρ ) i － Φi，
( Axρ － b) i = ρmid{ ( Φ － xρ ) i，0，( Ψ － xρ ) i} = 0，
从而

mid{ ( xρ － Φ) i，( Axρ － b) i，( xρ － Ψ) i} = 0，
i∈ I2 ． ( 11)
i∈ I3，由罚方程( 4) 得
( xρ ) i － Ψi ＜ ( xρ ) i － Φi ≤ ( Axρ － b) i，
( Axρ － b) i = ρmid{ ( Φ － xρ) i，0，( Ψ － xρ) i} =
ρ ( Φ － xρ) i，

从而
mid{ ( xρ － Φ) i，( Axρ － b) i，( xρ － Ψ) i} =
( xρ － Φ) i = － ( Axρ － b) i /ρ，i∈ I3 ． ( 12)
结合( 10) 式 ～ ( 12) 式得

‖mid{ xρ － Φ，Axρ － b，xρ － Ψ}‖∞ ≤
‖Axρ － b‖∞ /ρ≤ (‖A‖∞ ‖xρ‖∞ +‖b‖∞ ) /ρ．
由定理 2知‖xρ‖∞ ≤ C1，从而
‖mid{ xρ － Φ，Axρ － b，xρ － Ψ}‖∞ ≤
(‖A‖∞C1 +‖b‖∞ ) /ρ = C2 /ρ，

其中C2 = ‖A‖∞C1 +‖b‖∞ 与 ρ无关．定理3得证．
定理 4 假定 xρ 是罚方程( 4) 的解，x

* 是混合

线性互补问题( 1) 的解，则当ρ→∞时，xρ收敛到x* ．
证(反证法) 假设 xρ 不收敛到 x* ． 由定理 2

知‖xρ‖∞ ≤ C1 ．那么一定存在 1个子列{ xρ' } 及向
量 x＊＊，使得 xρ'→ x＊＊且mid{ x＊＊ － Φ，Ax＊＊ － b，
x＊＊ － Ψ} ≠ 0．从而
‖mid{ x＊＊ － Φ，Ax＊＊ － b，x＊＊ － Ψ}‖∞ ＞ 0． ( 13)
由定理 3 知
‖mid{ xρ' － Φ，Axρ' － b，xρ' － Ψ}‖∞ ＜ C /ρ'．
在上式中令 ρ' → ∞，那么 ‖mid{ x＊＊ － Φ，

Ax＊＊ － b，x＊＊ － Ψ}‖∞ = 0．这与( 13) 式矛盾，从
而假设不成立，故 xρ → x* ．定理 4 得证．

2 数值算例

通过 1 个简单数值算例来验证罚方法的可行
性．考虑混合线性互补问题( 1) ，其中

A =
4 － 2 － 1
0 2 － 1







0 0 1
，b =

－







1
2
2
，

Φ =
－ 1
－ 1
－







1
，Ψ =









1
2
1
，

直接计算可得混合线性互补问题( 1) 的解 x* =
［0． 750 0 1． 500 0 1． 000 0］T ．
下面将通过罚方法来求解混合线性互补问题，

在罚方程( 4) 中，选取罚参数 ρ如下: ρ = 50，ρ = 51，

ρ = 52，ρ = 53，ρ = 54，ρ = 55，ρ = 56，ρ = 57 ．对每
一个罚参数 ρ，表( 1) 列出了罚方程的解 xρ ．
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表 1 不同罚参数下的解

罚参数 ρ 罚方程的解 xρ
ρ = 50 ［1． 000 0 1． 750 0 1． 500 0］T

ρ = 51 ［0． 833 3 1． 583 3 1． 166 7］T

ρ = 52 ［0． 769 2 1． 519 2 1． 038 5］T

ρ = 53 ［0． 754 0 1． 504 0 1． 007 9］T

ρ = 54 ［0． 750 8 1． 500 8 1． 001 6］T

ρ = 55 ［0． 750 2 1． 500 2 1． 000 3］T

ρ = 56 ［0． 750 0 1． 500 0 1． 000 1］T

ρ = 57 ［0． 750 0 1． 500 0 1． 000 0］T

从表1不难发现，随着罚参数的增大，罚方程的
解收敛于混合线性互补问题的解，而且罚方程的解
单调递减地收敛于精确解．

3 结论

本文基于线性互补问题的数值解法，提出了罚
方法来求解混合线性互补问题． 首先将混合线性互
补问题转化为求解非光滑方程组，然后建立求解混
合线性互补问题的罚方程，接着在一定条件下证明
了算法的收敛性，最后在一定条件下证明了罚方程
的解收敛于混合线性互补问题的解．数值算例表明，
随着罚参数 ρ增大，罚方程的解收敛于混合线性互
补问题的解，而且罚方程的解单调递减地收敛于精
确解，数值算例验证了收敛性结果．
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The Penalty Method for Solving Mixed Linear Complementarity Problems
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Abstract: Mixed linear complementarity problem can be reformulated as a nonsmooth equation． A penalty function
method is proposed for solving the mixed linear complementarity problem． The convergence of the algorithm is estab-
lished． Preliminary experiments show the effectiveness of the algorithm．
Key words: mixed linear complementarity problem; penalty method; the convergence
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