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摘要: 利用导数转移方法和构造插值算子技巧，讨论了强阻尼波动方程在各向异性条件下的 1 个非协调
元逼近，给出了强阻尼波动方程在半离散格式下精确解与近似解之间的误差估计和超逼近特性．最后，利
用插值后处理方法得到了方程的整体超收敛结果．
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0 引言

20 世纪 80 年代初，G． F． Webb［1］首先研究了带
有强阻尼项的 1 类非线性波动方程的初值问题:
utt － kΔut － Δu = f( u) ，( X，t) ∈ Ω × ( 0，T］，
u( X，t) = ut ( X，t) = 0，( X，t) ∈Ω × ( 0，T］，
u( X，0) = ψ( X) ， X∈ Ω
ut ( X，0) = φ( X) ， X∈ Ω

{
，

( 1)

其中常数 k( ＞ 0) 为阻尼系数，X = ( x，y) ，Ω为 Ｒ2

上有界闭区域，Ω为 Ω的光滑边界． 该方程的基本
模型是方程 utt － kΔut － Δu = － u p－1u．
问题( 1) 是一类重要的发展方程，这类方程具

有深刻的实际背景，它在量子力学方面有着丰富的

物理意义［2］． 文献［3］研究了这类方程解的存在性
与唯一性; 文献［4］研究了其广义解的存在性．有限
元方法是求解这类偏微分方程最有效的方法之一，

它已被广泛应用于其它实际问题中［5-18］．然而，传统
的有限元方法都是基于网格剖分的正则性假设或一

致性假设进行研究的，即 K ∈ Jh，hK /ρK ≤ C 或

h / h
∧
≤ C，其中 Jh是 Ω的 1个凸剖分簇，h = max

K∈Jh
hK，

h
∧

= min
K∈Jh

hK，hK 和 ρK 分别表示一般单元 K 的最大直

径和最大内切圆直径．文中的 C 均表示与 h 无关的
常数，在不同的地方可以表示不同的数值．在实际应
用中，对于定义在窄边区域上的问题，如果对区域采
用传统的正则剖分方法，一般会大大增加整体自由

度，并且使得整个计算量非常大． 另一方面，由于方
程的解在其定义域上变化的不均匀性( 表现为在某
一地方变化平缓，而其他某一地方变化较为剧烈) ，

因此，正则性网格往往不能较好地体现解的这种变
化性质．解决这一问题的有效方法之一就是对网格
进行各向异性剖分，其优点是可以减少自由度而得
到同样的收敛效果［5］． 文献［6-8］利用各向异性剖
分对 2 阶椭圆方程、抛物方程及 Stokes 方程进行了
研究，但是这些都是针对线性问题进行讨论的，而对
于非线性问题的研究目前还不多见．
本文在半离散格式和各向异性条件下，讨论一

类具有强阻尼非线性波动方程的有限元逼近，给出
了方程解的超逼近特性和误差估计，并利用插值技
巧得到了方程的整体超收敛结果．

1 单元构造

不妨假设，Ω是 Ｒ2 上的 1个有界凸多边形闭区
域，其 2 个边界分别与坐标 x-轴、y-轴平行． Jh 为 Ω
的 1 个单元矩形剖分族，K ∈ Jh，( xK，yK ) 表示单
元 K的中心，沿 x-轴方向和 y-轴方向的 2条边的边
长分别记为 2hx 和 2hy，单元 K的 4个顶点分别记为
Z1 ( xK － hx，yK － hy ) ，Z2 ( xK + hx，yK － hy ) ，Z3 ( xK +
hx，yK + hy ) ，Z4( xK － hx，yK + hy ) ，li = ZiZi+1( mod4)
( i = 1，2，3，4) 分别表示单元 K的 4 条边． hK，ρK 分
别是一般单元 K的最大直径和最大内切圆直径，记

h = max
K∈Jh

hK，h
∧

= min
K∈Jh

hK ．
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在 K上定义如下有限元( K，PK，ΣK ) :

ΣK = { v1，v2，v3，v4，v5 } ，
PK = span{ 1，x，y，φ( x) ，φ( y) } ，

其中 vi = ∫li vds / li ( i = 1，2，3，4) ，v5 = ∫Kvdxdy /
K ，φ( t) = ( 3t2 － 1) /2．
有限元空间定义为

V h = { vh ; vh K∈PK，K∈Jh，∫F［vh］ds = 0，FK} ，

这里［vh］表示 vh 跨过边界 F 的跳跃度，当 F  Ω
时，［vh］ = vh．
记‖·‖s，r为 Sobolev空间Ws，r ( Ω) 的范数，其内

积为( u，v) = ∫uvdxdy，Hs ( Ω) = Ws，2( Ω) ，‖·‖s =

‖·‖s，2，0≤ s ＜ %．

在空间 Vh上定义‖·‖h = (∑
K∈Jh
· 2

1，K )
1 /2，其中

· 1，K = ∫ &v &vdxdy．容易验证‖·‖h为空间 Vh上

的范数．显然 Vh  H1
0 ( Ω) ．

插值算子 Ih : H
1 ( Ω) → Vh 定义如下:

Ih K = IK，IK :
∫li ( IKv － v) ds = 0，i = 1，2，3，4，

∫K ( IKv － v) dxdy = 0{ ．

引理 1 ( i) u ∈ H1
0 ( Ω) ∩ H2 ( Ω) ，‖u －

Ihu‖0 + h‖u － Ihu‖h ≤ Ch2 u 2 ;

( ii) v∈ Vh，( &( u － Ihu) ，&v) h = ( &( ut －
Ihut ) ，&v) h = 0．

2 方程的有限元逼近

假设问题( 1) 中的函数 f( u，X) 满足下列条件:
( A1) 具有所有阶偏导数且偏导数有界;
( A2) 对变量 u满足 Lipschitz连续条件且有界．
问题( 1) 的变分形式为:t ≥ 0，求 u( t) ∈

H1
0 ( Ω) ，使得v∈ H1

0 ( Ω) ，
( utt，v) + ( k &ut，&v) + ( &u，&v) = ( f( u) ，v) ，
ut ( 0) = ψ( X) ，
u( 0) = φ( X

{
) ，

( 2)

其中( u，v) = ∫Ωuvdxdy，ut ( 0) = ut ( X，0) ，u( 0) =

u( X，0) ．
于是( 2) 式有限元半离散格式为: 求 uh ∈ Vh，

使得v∈ Vh，

( uh
tt，v) + ( k &u

h
t，&v) h + ( &uh，&v) h = ( f( uh) ，v) ，

uh
t ( 0) = Ihφ( X) ， ( 3)

uh( 0) = Ihψ( X
{

) ，

其中(·，·) h = ∑
K
(·，·) ．

引理 2 问题( 3) 的解存在且唯一．
证 设{ vi} 是 Vh 的 1 组基，令

uh ( X，t) = ∑
N

i = 1
ξl ( t) vl，

代入( 3) 式，整理得
Aξ″ + Bξ' + Eξ = D( ξ) ，
ξ' j ( 0) = αj，

ξ j ( 0) = β j

{
，

其中，A = { ai，j} n×n，ai，j = ( vi，vj ) ，B = { bi，j} n×n，

bi，j = ∑
K
( &vi，&vj ) ，E = { ei，j} n×n，ei，j = ∑

K
( &vi，

&vj ) ，D( ξ) = { dj ( ξ) } n×1，dj ( ξ) = ( f(∑
N

l = 1
ξl ( t) vl ) ，

vj ) ． αi，βi 由 Ihφ( X) ，Ihψ( X) 确定，由于 A是对称正
定矩阵，函数 f( u，X) 对变量 u满足 Lipschitz连续条
件且有界，由微分方程的 Caratheordory 定理可知，
当 t ＞ 0 时，方程组( 3) 的解存在且唯一．
引理 3 若 u∈ H1

0 ( Ω) ∩ H2 ( Ω) ，则在各向异
性下，v∈ Vh，

∑
K
∫K unvds ≤ Ch u 2‖v‖h， ( 4)

进一步地，若 u∈ H1
0 ( Ω) ∩ H3 ( Ω) ，则有

∑
K
∫K unvds ≤ Ch2 u 3‖v‖h ． ( 5)

引理 4 v∈ Vh，‖v‖0 ≤‖v‖h ．

3 收敛性分析

定理1 设 u是问题( 2) 的解，且 u∈H1
0 ( Ω) ∩

H2 ( Ω) ，uh ∈ Vh 是问题( 3) 的有限元解，则

‖u － uh‖h≤ Ch［ u 2 + ( ∫
t

0
( utt

2
2 + ut

2
2 +

u 2 ) dτ) 1 /2］，

‖ut － ut
h‖0≤Ch［ ut 2 + ( ∫

t

0
( utt

2
2 + ut

2
2 +

u 2 ) dτ) 1 /2］．
证 v∈ Vh，由方程组( 2) 和方程组( 3) 得误

差方程
( uh

tt － utt，v) + ( k( &u
h
t － &ut ) ，&v) h + ( &uh －

&u，&v) h = ( f( uh ) － f( u) ，v) +∑
K
∫K
ut

n
vds +

∑
K
∫K unvds， ( 6)

记 w = u － Ihu，θ = uh － Ihu，那么( 6) 式转化为
( θtt，v) + ( k &θt，&v) h + ( &θ，&v) h =
( wtt，v) + ( f( u

h ) － f( u) ，v) +
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∑
K
∫K
ut

n
vds +∑

K
∫K unvds． ( 7)

取 v = θt，则方程( 7) 转化为
1
2

d
dt ( ‖θt‖

2
0 + ‖θ‖2

h ) + k‖θt‖
2
h =

( wtt，θt ) + ( f( u
h ) － f( u) ，θt ) +

∑
K
∫K
ut

n θt
ds +∑

K
∫K unθtds． ( 8)

( 8) 式两边对 t从0到 t积分，并注意到 θ( 0) =
θt ( 0) = 0，从而有
1
2 ( ‖θt‖

2
0 + ‖θ‖2

h ) + k∫
t

0
‖θt‖

2
hdτ =

∫
t

0
( wtt，θt ) dτ + ∫

t

0
( f( uh ) － f( u) ，θt ) dτ +

∫
t

0
(∑

K
∫K
ut

n θt
ds) dτ + ∫

t

0
(∑

K
∫K unθtds) dτ =∑

4

i =1
Gi，

其中 G1 = ∫
t

0
( wtt，θt ) dτ，G2 = ∫

t

0
( f( uh ) － f( u) ，

θt ) dτ，G3 = ∫
t

0
(∑

K
∫K
ut

n θt
ds) dτ，G4 = ∫

t

0
(∑

K
∫K un·

θtds) dτ．
利用引理1、( 4) 式和引理4，对 Gi ( i = 1，2，…，

4) 逐项进行估计，

G1 = ∫
t

0
( wtt，θt ) dτ≤ ∫

t

0
‖wtt‖0‖θt‖0dτ≤

Ch4∫
t

0
utt

2
2dτ + C∫

t

0
‖θt‖

2
0dτ，

G2 = ∫
t

0
( f( uh ) － f( u) ，θt ) dτ≤

C∫
t

0
( ‖θ‖2

0 + ‖w‖2
0 + ‖θt‖

2
0 ) dτ≤

C∫
t

0
( ‖θ‖2

0 + ‖θt‖
2
0 ) dτ + Ch4∫

t

0
u 2

2dτ≤

C∫
t

0
( ‖θ‖2

h + ‖θt‖
2
0 ) dτ + Ch4∫

t

0
u 2

2dτ，

G3 + G4 = ∫
t

0
(∑

K
∫K
ut

n θt
ds) dτ +

∫
t

0
(∑

K
∫K unθtds) dτ≤Ch∫

t

0
( ut 2 + u 2)‖θt‖hdτ≤

Ch2∫
t

0
( ut

2
2 + u 2

2 ) dτ + ε∫
t

0
‖θt‖

2
hdτ．

取 ε = k，整理得

‖θt‖
2
0 + ‖θ‖2

h ≤ Ch2∫
t

0
( utt

2
2 + ut

2
2 +

u 2
2 ) dτ + C∫

t

0
( ‖θt‖

2
0 + ‖θ‖2

h ) dτ．

利用 Gronwall不等式，则有

‖θt‖0≤Ch［∫
t

0
( utt

2
2 + ut

2
2 + u 2

2 ) dτ］
1 /2，

‖θ‖h≤ Ch［∫
t

0
( utt

2
2 + ut

2
2 + u 2

2 ) dτ］
1 /2 ．

由引理 1 和三角不等式，定理 1 得证．
定理2 设 u是问题( 2) 的解，且 u∈H1

0 ( Ω) ∩
H3 ( Ω) ，uh ∈ Vh 是问题( 3) 的有限元解，Ihu是 u的
有限元插值，则

‖uh － Ihu‖h ≤ Ch2［∫
t

0
( utt

2
2 + ut

2
3 +

u 2
3 + u 2

2 ) dτ］
1 /2 ． ( 9)

证 利用引理3中的不等式( 5) ，对定理1中的
G3 + G4 进行重新估计，有

G3 + G4 = ∫
t

0
(∑

K
∫K
ut

n θt
ds) dτ +

∫
t

0
(∑

K
∫K unθtds) dτ≤Ch2∫

t

0
( ut 3 + u 3)‖θ‖hdτ≤

Ch4∫
t

0
( ut

2
3 + u 2

3 ) dτ + ε∫
t

0
‖θ‖2

hdτ．

类似于定理 1 中的证明方法，得到

‖θ‖h ≤Ch2［∫
t

0
( utt

2
2 + ut

2
3 + u 2

3 + u 2
2) dτ］

1/2．

4 超收敛分析

为了得到问题( 1) 的整体超收敛结果，把 4 个
相邻小单元K1、K2、K3、K4合并成为1个大单元K～ ( 见
图 1) ．

图 1 大单元 槇K

在 槇K上，构造如下插值后处理算子 I2h ∶ω ∈

C( 槇K) ，I2hω
槇K
∈ P2 ( 槇K) ，

I2h : H
1 ( 槇K) → P2 ( 槇K) ，

∫Li ( I2hu － u) ds = 0，i = 1，2，3，4，

∫K1∪K3
( I2hu － u) dxdy = 0，

∫K2∪K4
( I2hu － u) dxdy = 0













 ，

这里，P2 ( 槇K) 为 槇K 上次数不超过 2 的多项式空间，

C( 槇K) 为 槇K上连续函数空间．
引理 5［8］ u∈ H3 ( Ω) ，插值算子 I2h 满足
I2hIhu = I2hu，‖I2hu － u‖h ≤ Ch2 u 3，
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‖I2hv‖h ≤ C‖v‖h，v∈ Vh．
在( 9) 式和引理 5 的基础上，得到如下的整体

超收敛结果．
定理 3 u∈ H1

0 ( Ω) ∩ H3 ( Ω) ，有

‖I2hu
h － u‖h ≤ Ch2 { u 3 +［∫

t

0
( utt

2
2 +

ut
2
3 + u 2

3 + u 2
2 ) dτ］

1 /2 } ．
证 由定理 2 和引理 5，可得
‖I2hu

h － u‖h≤‖I2hu
h － I2hIhu‖h +‖I2hIhu －

u‖h ≤ ‖I2h ( u
h － Ihu) ‖h + Ch2 u 3 ≤ C‖uh －

Ihu‖h + Ch2 u 3≤Ch2{ u 3 +［∫
t

0
( utt

2
2 + ut

2
3 +

u 2
3 + u 2

2 ) dτ］
1 /2 } ．
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The Superconvergence Analysis for Nonconforming Finite Element to the
Nonlinear Wave Equations with Strongly Damped

QIAO Baomin1，PANG Jinli2

( 1． School of Mathematics ＆ Information Science，Shangqiu Normal University，Shangqiu Henan 476000，China;
2． Deartment of Basic，Shangqiu Polytechnic，Shangqiu Henan 476000，China)

Abstract: A nonconforming finite element is applied to the strongly damped nonlinear wave equations with semids-
cretization on anisotropic meshes，the error estimates and result of superclose are obtained by using some novel ap-
proaches and technique． Finally，based on the interpolated post-processing technique，the global super-convergence
is derived．
Key words: strong damping; wave equation; anisotropic; nonconforming; error estimate; superclose; superconvergence
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