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生化反应系统的建模与分析
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摘要:很多细胞行为受细胞内基因表达和蛋白质相互作用等生物化学反应的调控．这些细胞内的生化反
应表现出明显的随机性，它成为描述细胞行为的可计算建模中不可忽略的因素．该文是关于计算系统生
物学中随机模拟的基本理论和新进展的自洽综述．本综述从生化反应系统的基本假设出发，介绍关于生
化反应内部噪声、外部随机扰动和包含时间滞后的反应过程的各种数学描述，包括化学主方程、化学福克
尔-普朗克方程、化学速率方程、化学郎之万方程等;还介绍了相关的数值模拟方法，包括随机模拟算法和
τ跳跃算法．
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0 引言

近几十年来，生物技术的快速发展把人们带进

了前所未有的对生命现象微观事实和动态过程的研

究领域，例如体内单分子测量技术［1-6］、基因编辑技
术［7-8］和细胞重编程技术［9-12］等．随着人们对这些微
观过程了解的日益完善，对其进行定量可计算建模

不仅成为可能，而且可以促进人们对生命现象背后

的调控机制和动态规律的深刻理解．在微观尺度，生
命现象主要表现为各种生化反应，包括蛋白质的各

种修饰、蛋白质与各种大分子之间的相互作用、各种
大分子的结构变化、合成与分解、体内各种离子对蛋
白质活性的调控等［13-21］，与普通的化学反应 ( 参加

反应的分子个数通常在 1023量级) 不同，这些生化反

应所涉及的分子数量通常比较少 ( 从几个到几千

个) ，表现出明显的随机性，生命系统中的这些随机

性对于细胞行为有重要意义［18，22-23］．因此，在对微观
生命系统的可计算建模过程中随机涨落是必须要考

虑的因素［14，21，24］．
对于普通的参加反应分子的个数为 1023量级的

化学反应，化学动力学可以很好地描述相关化学反

应的动力学行为．化学动力学的数学形式通常表现
为常微分方程组的形式，即反应速率方程，或者是当

考虑到反应物的空间扩散行为时表现为反应扩散方

程组．这些确定性的方程主要用于描述反应物的浓
度随时间变化的动力学．然而，对于细胞内的微观分
子行为，这些确定性方程却不足以准确描述系统的

状态．例如，DNA 的转录过程通常涉及相关单个基
因启动子的激活或失活，mＲNA 的翻译过程受制于
核糖体与 mＲNA序列的结合．这些过程的共同特点
是参加反应的分子个数很少，例如每个单拷贝基因

的转录只涉及单个启动子的激活［24-26］，细菌中每个

基因所对应的 mＲNA数量只有少量的几十个［27］，即
使是数量较多的蛋白质的数量也通常在几千个的量

级［28］．因此，考虑到每个分子每次反应的随机性，这
些生物化学反应系统的动力学行为表现出明显的不

确定性．对这些不确定过程的可计算建模需要不同
于反应速率方程的数学工具和计算方法．
本综述将介绍用于模拟此类随机行为的随机动

力学建模和计算模拟方法，并讨论各种数学形式之

间的关系［29］，更详细内容可以参见文献［23，30］．

1 生化反应系统

在计算生物学的随机模拟中，为简单起见，可以

把细胞内的分子行为近似为 1 个生化反应系统． 这
里首先介绍 1 个生化反应系统的一般描述．
考虑 1 个具有固定体积 Ω和常温 T 的系统，包

含充分混合的 N( ≥1 ) 种分子{ S1，…，SN } ． 系统的



状态用每种分子的个数表示: X ( t) = ( X1 ( t) ，…，
XN ( t) ) ，其中 Xi ( t) =在时刻 t 分子 Si 的个数( t =
1，2，…，N) ．
这些分子通过 M ( ≥1 ) 个化学反应通道 { Ｒ1，

…，ＲM}改变系统的状态．给定初始状态 X( t0 ) = x0，

系统的状态由 X( t) 的动态过程给出．显然，因为每
次反应的发生是随机事件，系统状态 X( t) 是一个随
机过程．因此，对系统的描述应该以系统状态的统计
性质为主，而不仅仅描述单个样本轨道．
首先，假设每个反应一旦发生就会立刻完成．这

一假设是和包含时间滞后的化学反应区分开［31］．关
于包含时间滞后的反应系统，目前的研究还不是很

多，将在后面讨论． 另外，假设所有反应物充分混合
以忽略空间不均匀性．在这些假设下，每个反应通道
Ｒj 与相应的趋向性函数 aj 和状态改变向量 v j =
( vj1，…，vjN ) 关联．趋向性函数和状态改变向量分别
定义为

aj ( x) dt =给定 X( t) = x，反应 Ｒj 在 Ω 内在下
一个时间区间［t，t + dt) 内发生的概率( j = 1，2，…，
M) ， ( 1)

vji =当发生 1 次反应 Ｒj 时分子 Si 个数的改变

量( j = 1，2，…，M，i = 1，2，…，N) ．
根据定义，趋向性函数和状态改变向量一起给

出了反应 Ｒj 的数学描述． 因此，根据所有反应通道
的趋向性函数和状态改变向量可以得到反映系统状

态变化的动力学方程．
给定反应通道的状态改变向量可以很容易根据

化学反应方程式给出． 只需要数一下每种分子在 1
次反应中被消耗或者产生的数量即可．
对反应通道的趋向性函数的定量描述与反应中

所涉及的化学势的改变和化学动力学的随机行为密

切相关［32］，通常只能给出近似的描述．一般地，可以
把函数 aj 表示为如下的数学形式

［33］

aj ( x) = cjhj ( x) ， ( 2)
这里 cj 是反应通道 Ｒj 的化学反应常数，定义 cjdt为
参加反应 Ｒj 的反应物按完成反应所需分子个数的

任意合适的组合在下一个无穷小时间区间 dt 内发
生 1 次反应的概率．这个概率 cjdt 依赖于相应反应
的化学势，同时受反应体系的温度 T和体积 Ω的影
响，通常具有形式 cj∝e － Δμ j / kBT，其中 Δμ j 为对应的化

学势垒，kB 为玻尔兹曼常数．在真实系统中，大部分
的化学反应都可以分解为单分子或者双分子的基元

反应．对单分子反应，反应常数 cj 与系统体积 Ω 无
关．而对于双分子反应，反应常数 cj 与体积 Ω 成反
比．对于 3 分子反应，常数 cj 通常正比于 Ω － 2［33］．

方程( 2) 中的函数 hj ( x) 表示给定系统的状态
x下反应 Ｒj 所需的反应物的可能组合数．这个组合
数可以通过反应化学方程式和简单的组合计算得

到［30］．一般地，对于化学反应
Ｒj : mj1S1 +… +mjNSN→nj1S1 +… + njNSN，

有

vji = nji － mji，aj ( x) ∝∏
N

k = 1

xk !
mjk ! ( xk － mjk ) !

．

如果k，j，有 xk≥mjk，则近似有

aj ( x) = cj∏
N

k = 1
xmjk
k ． ( 3)

在计算中为方便起见通常采用近似表达式( 3) ．

2 动力学方程-内部噪声的数学描述

首先假设所有的反应趋向性函数都是不依赖于

时间的，即方程 ( 2 ) 中的 cj 都是常数． 在这种情况
下，系统的随机性来源于系统内蕴的热力学涨落，也

称为是内部噪声．而与之对应，如果系统的随机涨落
是因为环境因素的随机变化引起的，则称之为外部

噪声．这里先介绍关于内部噪声的数学描述，而对外
部噪声的数学描述在下一节讨论．

2． 1 化学主方程

生化系统的状态向量 X( t) 的动态变化是 1 个
N 维整数格点空间上的带跳马氏过程，其状态转移
概率是由所有反应通道所对应的反应趋向性函数所

定义的．下面给出这个随机过程的数学描述．为此首
先定义概率密度函数

P( x，t x0，t0) =Prob{ X( t) = x，如果 X( t0) = x0} ．
这里总是采用大写字母表示随机变量，而相应

的小写字母为该随机变量的一个确定值．在物理上，
假设有很多独立的生化反应系统( 也称系综) ，每个

反应系统都包含相同的分子，并且体积、温度和初始
状态均相同，则在时刻 t，这些系统的状态可以是任
意值．概率密度函数 P( x，t x0，t0 ) 表示在时刻 t 状
态为 x的系统的个数所占的比例．
通过概率密度函数可以得到关于系统动力学的

精细描述．例如任何一个关于系统状态的函数 f( X)
的期望可以表示为

〈f( X) 〉= ∑
x∈X

f( x) P( x，t x0，t0 ) ，

其中 X表示系统的所有可能状态的集合．注意这里
的期望是表示在条件 X( t0 ) = x0 下的条件期望．
在任一时刻概率 P ( x，t x0，t0 ) 随时间的演化

由 2 部分组成，分别是状态为 x － v j 的系统发生了
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反应 Ｒj 使概率增加和状态为 x的系统发生了任意 1
个反应使概率减少． 由此可推导出化学主方
程［33-34］:


t
P( x，t x0，t0 ) = ∑

M

j = 1
［P( x － v j，t x0，

t0 ) aj ( x － v j ) － P( x，t x0，t0 ) aj ( x) ］． ( 4)
方程( 4) 是根据生化反应系统的反应趋向性函

数和状态改变向量所定义的随机动力学的精确描

述，下面所介绍的方程都可以由此推导出．如果可以
由方程( 4) 求解出 P，就可以得到关于系统统计性
质的动态描述． 然而，由于维数问题，方程( 4) 的精
确解是很难求解的( 关于求解方程( 4) 的精确方法，
可以参见文献［35-36］) ．

2． 2 福克尔 -普朗克方程

如果在所考虑的生化系统中所有分子的个数

Xi ( t) 都远大于 1，则可以把状态变量 X( t) 近似为
实数．进一步假设函数 aj ( x) P( x，t x0，t0 ) 关于变
量 x是光滑的，则由泰勒展开到 2 阶近似可以给出
化学福克尔 -普朗克方程


t
P( x，t) = －∑

N

i = 1


xi

Ai ( x) P( x，t) +

1
2 ∑1≤i，k≤N

2

xixk
Bik ( x) P( x，t) ， ( 5)

其中 Ai ( x) = ∑
M

j = 1
vjiaj ( x) ，Bik ( x) = ∑

M

j = 1
vji vjkaj ( x) ．

下面还将由化学郎之万方程推导出这个化学福

克尔 -普朗克方程．

2． 3 化学速率方程

由化学主方程( 4) ，方程两边乘以 xi，并对所有

x相加可以得到下面的化学系综平均方程
d〈Xi〉
dt = ∑

M

j = 1
vji〈aj ( X) 〉( i = 1，2，…，N) ． ( 6)

方程( 6) 是关于( 4) 式的系综平均的精确动力
学方程． 然而，当反应通道中存在高阶反应时方程
( 6) 通常是不封闭的．
若所有反应通道都是单分子反应，则所有反应

趋向性函数 aj ( X) 都是线性函数，此时有
〈aj ( X) 〉= aj( 〈X〉) ( j = 1，2，…，N) ． ( 7)
另一方面，如果系统的随机性可以忽略 ( 例如

系统中每种分子的个数足够大) ，方程( 7) 也是近似
成立的．此时，方程( 6) 可以近似为确定性常微分方
程组

dxi

dt = ∑
M

j = 1
vjiaj ( x) ( i = 1，2，…，N) ， ( 8)

其中 x( t) 的分量是实数．令 zi ( t) ≡ xi ( t) /Ω( i = 1，

2，…，N) 表示分子的浓度，则有动力学方程
dzi
dt = ∑

M

j = 1
vji a

～
j ( z) ( i = 1，2，…，N) ， ( 9)

其中 a～ j ( z) = aj ( Ω z) /Ω．
方程( 8) 或( 9) 就是在化学动力学中常见反应

速率方程或称为化学速率方程． 这类方程的优点是
容易进行数值求解．然而，在上面的推导过程中可以
看到方程( 8) 成立的条件是关系( 7) 近似成立． 而
对很多生物系统中的生化反应，关系( 7) 并不成立，
此时确定性的化学速率方程不能很好地描述系统的

动力学行为．有些情况下对同一个系统采用化学速
率方程和采用化学主方程所得到的结果甚至是矛盾

的［37-38］， 这 就 是 著 名 的 凯 泽 悖 论 ( Keizer’s
paradox) ．下面介绍的化学郎之万方程既可描述系
统的随机性又便于进行数值求解．

2． 4 化学郎之万方程

化学郎之万方程是由吉莱斯皮根据化学主方程

和 2 个基本假设推导出来的随机微分方程组，用于
描述生化系统的随机动力学［33］．
假设系统的当前时刻 t 的状态为 X( t) = x． 令

Kj ( x，τ) ( τ ＞ 0) 表示反应通道 Ｒj在时间区间［t，t +
τ］内发生的次数．因为每次反应都会使分子 Si 的个

数改变 vji，分子 Si 的个数在时刻 t + τ变为

Xi ( t + τ) = xi +∑
M

j =1
Kj ( x，τ) vji ( i = 1，2，…，N) ，( 10)

注意到这里 Kj ( x，τ) 是随机变量，因此 Xi ( t + τ) 是
随机的．
下面引入 2个条件以得到随机数 Kj ( x，τ) 的近

似分布．
条件 1 假设 τ充分小使系统状态在时间区间

［t，t + τ］内的变化不明显改变趋向性函数的值;
条件 2 假设 τ充分大使每个反应通道 Ｒj在时

间区间［t，t + τ］内发生次数的平均值远远大于 1．
如果上述2个条件都满足，Kj ( x，τ) 可以近似为

正态分布随机数

Kj ( x，τ) ≈ Nj ( aj ( x) τ，aj ( x) τ) =

aj ( x) τ + aj ( x)槡 τNj ( 0，1) ，
其中Nj ( m，σ

2 ) 表示均值为m和方差为σ2的正态分

布的随机变量，这里 M 个随机变量是相互独立的．
由此可以把方程( 10) 改写为

Xi ( t + τ) = xi +∑
M

j = 1
vjiaj ( x) τ +

∑
M

j = 1
vji aj ( x)槡 τNj ( 0，1) ( i = 1，2，…，N) ． ( 11)

把时间间隔 τ记为 dt，并记 dXi = Xi ( t + dt) －
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Xi ( t) ．然后，引进 M 个独立的维纳过程( 或称布朗
运动) ，满足 dWj ( t) = Wj ( t + dt) － Wj ( t) = Nj ( 0，

1) d槡 t( j = 1，2，…，N) ，则方程( 11) 可改写为郎之
万方程( 或随机微分方程) 的形式

dXi = ∑
M

j = 1
vjiaj ( X) dt +∑

M

j = 1
vji aj ( X槡 ) dWj ( i =

1，2，…，N) ． ( 12)
这里的随机微分方程( 12) 就是由吉莱斯皮提

出的化学郎之万方程，方程 ( 12) 满足初始条件
X( 0) = X0 的解是满足关系

X( t) = X0 +∑
M

j = 1
∫
t

0
vjiaj ( X( s) ) ds +

∑
M

j = 1
∫
t

0
vji aj ( X( s槡 ) ) dWj ( s) ( 13)

的随机过程 X( t) ．这里的随机积分采用伊藤积分解
释，用于表示内部噪声［34］．
注意到在上面的推导过程中，条件 1 和条件 2

是相互矛盾的，这 2 个条件对郎之万方程适用的系
统提出了一些限制．注意到条件 2 蕴含当 τ 很小时
趋向性函数 aj ( x) 要足够大． 因此当系统中分子的
个数很大时 2 个条件是有可能同时满足的，因为每
个函数 aj ( x) 通常是状态变量 x的分量的多项式．然
而，在生物系统中的很多时候 2 个条件是不能同时
满足的，此时关于化学郎之万方程的推导过程并不

成立．另一方面，即使条件 1 和条件 2 不同时满足，
化学郎之万方程( 12) 仍然是数学上具有明确定义
的随机微分方程，对该方程所描述的随机过程进行

研究还是有意义的．下面对这个问题进行讨论．

2． 5 关于化学郎之万方程的讨论

在细胞内的很多生物化学反应中，参加反应的

分子个数很少，而且反应都很慢，例如基因表达或者

基因调控网络的动力学过程等． 在这些系统中推导
化学郎之万方程的 2 个条件不能同时成立． 然而方
程( 12) 仍然可为描述系统的随机动力学行为提供
有用的信息．
首先对方程( 12) 取期望并注意到伊藤积分的

性质〈 aj ( X槡 ) dWj〉= 0，因此

d〈Xi〉 dt = ∑
M

j = 1
vji〈aj ( X) 〉( i = 1，2，…，N) ．

又重新得到了前面由化学主方程推导出的方程

( 6) ．这说明方程( 13) 中的随机积分采用伊藤积分
的合理性．
不同分子个数变化的相关函数定义为

σij ( t) =〈Xi ( t) Xj ( t) 〉－〈Xi ( t) 〉〈Xi ( t) 〉，1≤
i，j≤ N，则由化学主方程( 4) 可以推导出 σij ( t) 满

足的化学系综相关方程［29］

dσij dt =〈Ai ( X) ( Xj －〈Xj〉) 〉+
〈( Xi －〈Xi〉) Aj ( X) 〉+〈Bij ( X) 〉． ( 14)

另一方面，由化学郎之万方程( 12) 并使用伊藤
公式［39］，也可以得到相同的化学系综相关方程

( 14) ．方程( 14) 是由化学主方程推导出来的关于
σij ( t) 动力学方程的严格形式．
在统计平衡态附近，如果随机涨落很小，则近似

地有

Ai ( X) ≈Ai( 〈X〉) +∑
N

l = 1

Ai( 〈X〉)
Xl
( Xl －〈Xl〉) ，

〈Bij ( X) 〉≈ Bij( 〈X〉) ．
把上述近似表达式代入( 14) 式，并定义矩阵
σ = ( σij ) ，A = Ai(〈X〉) X( )

l ，B = ( Bij(〈X〉) ) ，
则可以得到方程

dσ dt = ( Aσ + σAT ) + B． ( 15)
方程( 15) 给出了近平衡态附近相关函数所满

足的线性近似方程． 这个方程也是涨落耗散定理的
1 个例子［34］．
最后由化学郎之万方程 ( 12) ，也可以推导出

( 5) 式所给出的化学福克尔 -普朗克方程［29，34］． 因
此，化学郎之万方程和化学主方程都可以得到相同

形式的化学郎之万方程．
比较化学郎之万方程和化学主方程，有以下几

点值得注意:

1) 化学郎之万方程和化学主方程都可以推导
出相同形式的化学系综平均方程 ( 6) 、化学系综相
关方程( 14) 和化学福克尔 -普朗克方程( 5) ;

2) 虽然关于系综平均和相关函数的方程 ( 6)
和( 14) 的形式是相同的，但是由于这里的系综平均
都是关于概率密度函数 P( x，t) 的，而该概率密度函
数的求解需要分别由化学主方程或者化学郎之万方

程得到，因此由这 2 类方程并不一定能得到相同的
关于系综平均和相关性的动力学过程． 如果所有的
反应通道都是单分子反应，则对应的方程 ( 6) 和
( 14) 本身是封闭的，因此也就给出了相同的动力学
过程;

3) 化学郎之万方程和化学主方程都对应于相
同的化学福克尔 -普朗克方程． 故可认为到 2 阶近
似，化学郎之万方程和化学主方程给出了相同的关

于概率密度函数 P( x，t) 的动力学演化过程．

3 动力学方程 -外部噪声的数学描述

在上面关于内部噪声数学描述的动力学方程
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中，假设方程( 2) 中的反应速率 cj 为常数．这一假设
仅仅是对实际情况的简单近似． 在实际问题的研究
中经常需要考虑环境的随机涨落，因此这些反应速

率也是随机和时变的． 在这种情况下目前还没有很
好的数学工具能对系统进行数学描述，在这里给出

一些粗浅的看法，虽不成熟但也希望能引起研究人

员对相关问题的关注．
由前面的讨论，反应趋向性函数的一般形式为

aj ( x，t) = cjhj ( x) ， ( 16)
其中 hj ( x) 作为内蕴函数是由化学反应本身确定
的，一般是固定的，而 cj依赖于体系的温度和体积等
环境因素，通常受到环境涨落因素的影响而表现为

随机的．然而，由于环境因素的复杂性，要对这个反
应速率进行精确描述一般来说是不可能的，下面给

出这个随机过程的一个近似描述．
通常有形式 cj ∝ e －Δμ j / kBT，如果对化学势垒有随

机扰动使 Δμ j 变为 Δμ
－
j － kBTη j ( t) ，其中 η j ( t) 是随

机扰动，则可以把反应速率 cj ( t) 用以下函数

cj ( t) = c－ jeη j
( t) /〈eη j( t)〉 ( 17)

代替，其中 c－ j 是常数，表述反应速率的平均值．
在很多情况下，随机扰动 η( t) ( 这里忽略下标

j) 可以用奥恩斯坦 -乌伦贝克过程表示为

dη = － ( η /τ) dt + ( σ /槡τ) dW， ( 18)
这里W是维纳过程，τ和 σ为正常数，分别表示自相
关时间和方差．容易验证 η( t) 是在任何时刻满足正
态分布并且具有指数衰减的自相关函数［34，40-42］

〈η( t) η( t') 〉= σ2

2τ
e －| t －t'| /τ ．

奥恩斯坦 -乌伦贝克过程是有色噪声的 1 个例
子．当 τ→ 0，则 η( t) 趋向于高斯白噪声［42］．对奥恩
斯坦 -乌伦贝克过程 η( t) 有［43］〈eη( t)〉= eσ2 / ( 4τ) ．因

此，反应速率( 17) 式可表示为 cj ( t) = c－jeηj
( t) －σ2j / ( 4τj) ，则

反应趋向性函数( 16) 变为

aj ( x，t) = c－ jeη j
( t) －σ2j / ( 4τ j) hj ( x) ， ( 19)

其中 η j ( t) 满足形如( 18) 的方程．
若 η( t) 是 1 个奥恩斯坦 -乌伦贝克过程，则反

应速率 cj ( t) 的静态分布为对数正态分布．对数正态
分布已经被应用于很多问题中［44］，例如基因表达的

速率满足对数正态分布［45-46］．
把反应趋向性函数( 19) 和方程( 18) 代入反应

速率方程( 8) ，可以得到下面的随机微分方程

dXi = ∑
M

j =1
vjic

－
jeηj
( t) －σ2j / ( 4τj) hj( X( )) dt( i = 1，2，…，N) ，( 20)

dηj = － ( ηj /τj ) dt + ( σj /τj ) dWj ( j = 1，2，…，M) ，( 21)

这里 c－ j，τ j，σ j都是正常数．方程( 20) ～ ( 21) 推广了
原来的反应速率方程，用于描述包含对系统参数的

随机扰动的反应速率方程．
把反应趋向性函数( 19) 和方程( 18) 代入化学

郎之万方程( 12) ，得到下面的随机微分方程

dXi = ∑
M

j = 1
vji c

－
jeη j
( t) －σ2j / ( 4τ j) hj ( X( )) dt +

∑
M

j =1
vji ( c

－
je

－ηj( t) －σ2j / ( 4τj) hj( X) )
1/2dWj( i = 1，2，…，N) ，( 22)

dηj = － ( ηj /τj ) dt + ( σj /τj ) dWj'( j = 1，2，…，M) ，( 23)

这里 Wj'是独立维纳过程，而 c－ j，τ j，σ j 如前面一样都

是正常数．这一组广义化学郎之万方程描述了同时
包含内部噪声和对反应速率有随机扰动的外部噪声

的随机动力学过程．
上面所给出的郎之万方程( 22) 和( 23) 同时包

含系统状态和环境的涨落． 对于如何由此方程得到
只描述系统状态涨落的概率密度函数的演化方程

( 福克尔 -普朗克方程) 仍是数学上的困难问题．

4 具有时间滞后的生化反应系统

在前面所介绍的生化反应系统中假设所有反应

通道都是瞬间完成的． 但是在很多生化反应中这样
的假设并不完全成立，例如基因的转录、蛋白质的翻
译和降解等过程都不是瞬间完成的，而是需要一个

明显的过程．为了描述此类包含过程的生化反应系
统，需要把化学主方程( 4) 推广到包含时间滞后的
情况．包含时间滞后的生化反应系统的研究还比较
少，这里的内容主要参见文献［31，47-48］．
类似前面的讨论，考虑 1 个包含 N 种分子{ S1，

…，SN} 的充分混合的生物化学系统，每种分子 Si 在

时刻 t的分子数为 Xi ( t) ，共有 M 个反应通道{ Ｒ1，

…，ＲM} ，每个反应通道的反应趋向性函数和状态改

变向量分别为 aj ( x) 和 v j ( j = 1，2，…，M) ．假设在这
些反应中，前 M1 个反应{ Ｒ1，…，ＲM1

} 分别有时间延

滞{ τ1，…，τM1
} ，即这些反应如果发生，则需要一定

的时间才能最终完成，其余的M － M1 个反应则没有

时间延滞． 令 P( x，t) 表示给定初始状态 X( t) =
Φ( t) ( t≤ t0 ) 下的概率密度函数为

P( x，t) = Prob{ X( t) = x X( t) = Φ( t) ，t≤ t0} ．
关于概率密度函数 P( x，t) 推广的化学主方

程［47］为


t
P( x，t) =∑

M1

j = 1
∑
y∈X

aj ( y) P( x － v j，t; y，t － τ j ) －
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∑
M1

j = 1
∑
y∈X

aj ( y) P( x，t; y，t － τ j ) + ∑
M

j = M1+1
∑
y∈X

aj ( x － v j )·

P( x － v j，t) － ∑
M

j = M1+1
aj ( x － v j ) P( x，t) ， ( 24)

其中 P( x，t; y，t － τ j ) 表示系统在时刻 t时的状态为
x和在时刻 t － τ j 的状态为 y的联合概率密度，X表
示系统的所有可能状态．
注意到关系

P( x － v j，t; y，t － τ j ) = P( x － v j，t y，t －
τ j ) P( y，t － τ j ) ，

其中 P( x － v j，t y，t － τ j ) 表示在 t － τ j 时刻系统的

状态为 y的条件下在时刻 t系统的状态为 x － v j的条
件概率，则由方程( 24) 可以推导出下面的关于生化
反应系统系综平均的动力学方程［48］

dX
dt = ∑

M1

j = 1
v j aj ( X( t － τ j ) ) +∑

M

j = M1

v j aj ( X( t) ) ．

如前面讨论，如果所有反应都是 1 阶反应，或者
随机涨落可以忽略，则有以下近似等式

aj ( X( t) ) = aj ( X( t) ) ．
这种情况下可以得到以下的时滞微分方程

dx
dt = ∑

M1

j = 1
v jaj ( x( t － τ j ) ) +∑

M

j = M1

v jaj ( x( t) ) ．

这样得到了关于带有滞后反应的生化反应系统

的化学主方程和对应的反应速率方程，其它形式的

动力学方程的数学形式目前还不清楚．

5 生化反应系统的随机模拟

前面给出了关于生化反应系统的数学描述，这

里介绍数值模拟方法． 这些模拟方法通过随机模拟
产生随机过程X( t) 的样本轨道，如果可以得到足够
多的独立样本轨道，则可以通过统计方法得到密度

函数 P( x，t) 和其他统计量．

5． 1 随机模拟算法

设系统在时刻 t的状态为 x．定义发生下一个反
应的概率密度函数 p( τ，j x，t) 为:给定 X( t) = x，
下一个反应在时间［t + τ，t + τ + dτ) 内在系统中某
处发生，并且所发生的反应为 Ｒj 的概率．
根据反应趋向性函数的定义( 1) 并由简单计算

可以得到［49-50］

p( τ，j x，t) = aj ( x) exp( － a0 ( x) τ) ( 0 ≤ τ ＜
∞，j = 1，2，…，M) ， ( 25)

其中 a0 ( x) = ∑
M

k = 1
ak ( x) ．

这一概率密度函数的表达式给出了随机模拟算

法( 也常被称为吉莱斯皮算法) 的基础．
为产生满足分布 ( 25) 的随机数 ( τ，j) ，可以按

照下面的计算方法进行［50］:首先产生 2 个单位区间
内均匀分布的随机数 r1 和 r2，然后取

τ = ( 1 /a0 ( x) ) ln( 1 / r1 ) ，

j = 满足关系∑
j

j' =1
aj' ( x) ＞ r2a0( x) 的最大整数．

下面是随机模拟算法的主要步骤( 详细过程可

参见文献［30，50］) :
Step 1 初始化:令 X = x0 和 t = t0 ;
Step 2 蒙特卡洛模拟: 产生一对满足分布( 25)

的随机数( τ，j) ( 这里 x = X) ;
Step 3 状态更新: 时间增加 τ，并把系统状态 X

更新为 X + v j ;
Step 4 迭代:转第 2 步或停止模拟．
因为方程( 4) 和( 25) 都是根据反应趋向性函

数( 1) 严格推导出来的，上面的随机模拟算法和化
学主方程的描述等价． 这个算法模拟了生化系统的
一个真实可能的时间序列．

5． 2 τ跳跃算法

在推导化学郎之万方程的过程中，总是假设 τ
足够小使下面的跳跃条件成立．
跳跃条件: 系统的反应趋向性函数在时间［t，

t + τ) 内没有明显改变．
在这一条件下，可以以时间步长 τ 的跳跃来模

拟系统的动力学过程

X( t + τ) ≈ x +∑
M

j = 1
P j ( aj ( x) ，τ) v j， ( 26)

这里 x = X( t) ．
方程 ( 26) 是下面要介绍的 τ 跳跃算法的基

础［51］:从当前状态 x 开始，首先选取满足跳跃条件
的 τ值，然后对每个反应 j产生满足均值为 aj ( x) τ的
泊松分布的随机数 kj，最后把系统状态由 x 更新为

x +∑
j
kjv j 并把时间增加 τ．

在应用 τ 跳跃算法时需要解决 2 个问题: 首先
是如何估计合适的 τ 值，其次是如何避免产生负的
分子数．
对 τ的选取首先要满足跳跃条件，同时取值尽

可能大以加速计算．吉莱斯皮最早给出的选取 τ 值
的方法，取 τ满足［51］

τ = min
j∈［1，M {
］

εa0 ( x) / ∑
N

i = 1
ξi ( x) bji ( x }) ，

其中 ξ( x) = ∑
M

j = 1
aj ( x) v j，a0 ( x) = ∑

M

j = 1
aj ( x) ，

bji ( x) = aj ( x) /xi ．
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吉莱斯皮在后来的工作中又对上述结果进行了

改进，详细内容可参见文献［52-53］．
在公式( 26) 中，如果状态改变向量 v j 的某个分

量是负数，而泊松分布的随机数 kj 足够大，则有可

能在模拟过程中产生负的分子数，这显然是不合理

的．有很多关于 τ跳跃算法的改进算法考虑了如何
避免负分子数的问题，其中最简单的方法是用有界

的 2 项分布随机数代替泊松分布的随机数［54-55］． 文
献［56］提出了另一个算法用于解决这一问题．在这
一算法中把所有反应通道分为 2 类，分别是消耗反
应和非消耗反应．消耗反应会消耗反应物，对应的状
态改变向量有负分量．非消耗反应不会消耗反应物，
因此状态改变向量都是非负的． 在每一步模拟中对
于非消耗反应可以采用正常的 τ跳跃算法以估计跳
跃时间 τ'．而对于消耗反应则采用随机模拟算法以
得到对应的时间步长 τ″和下一步发生反应的通道
jc ．实际的跳跃时间 τ则取为 τ'和 τ″的最小值．如果
是前者则没有消耗反应发生，如果是后者，则只发生

1 次消耗反应．
下面给出这一改进的 τ 跳跃算法的主要过程

( 详细过程参见文献［56］) :
Step 1 初始化: X = x0 和 t = t0 ;
Step 2 确定消耗反应:确定满足 aj ( x) ＞ 0 并且

v j 包含负分量的消耗反应 Ｒj ;

Step 3 计算跳跃时间: 对非消耗反应计算相应
的跳跃时间 τ';

Step 4 蒙特卡洛模拟: 对消耗反应根据相应的
概率密度函数( 25) 产生随机数( τ″，jc ) ;

Step 5 确定下一步反应:
( a) 若 τ' ＜ τ″，取 τ = τ'．对所有消耗反应 Ｒj，令

kj = 0．对所有非消耗反应 Ｒj，产生均值为 aj ( x) τ 的
泊松分布随机数 kj ;

( b) 若 τ'≥τ″，取 τ = τ″． 取 kjc = 1，并对其它的
所有消耗反应取 kj = 0．对所有非消耗反应 Ｒj，产生

均值为 aj ( x) τ的泊松分布随机数 kj ;

Step 6 状态更新:时间增加 τ，并把系统状态 X

更新为 X +∑
M

j = 1
kjv j ;

Step 7 迭代:转第 2 步或停止模拟．

5． 3 其它模拟方法

因为生物系统的复杂性和跨尺度性质，关于复

杂生化反应的计算模拟是计算系统生物学领域值得

研究的重要问题．除了上面介绍的随机模拟算法和
τ跳跃算法以外，还有很多方法也被用于关于模拟
生化系统的随机性． 这些方法包括对包含不同时间

尺度问题的快慢尺度随机模拟［57-62］，确定性问题和

随机过程的混合算法［15，63-66］，稀有时间的数值模拟

方法［67］和其它求解化学主方程的计算方法等［68-76］．
此外，求解化学郎之万方程的数值计算方法可以参

见文献［77］．

6 总结

生化系统中系统的状态随反应发生的变化是 1
个随机过程，化学主方程可以对这一过程给出较好

的统计描述．然而，对大的系统，由于维数问题，准确
求解化学主方程很困难． 关于主方程研究的最新进
展及其在基因表达模型中的应用可参考文献［78-
79］．在不同的条件下可以推导出关于化学主方程
的各种近似，包括化学福克尔-普朗克方程、化学速
率方程、化学郎之万方程等，其中当随机涨落可以忽
略时，化学速率方程可以很好地描述系统的动力学

行为．当随机涨落较大时，在一定条件下化学郎之万
方程可以对系统的随机行为给出合理的刻画． 但是
对很多生化反应系统而言推导化学郎之万方程的条

件并不成立．因此在对给定的生化反应系统进行建
模时如何选择合适的方程描述系统的动力学这一问

题还没有明确的答案，还需要进一步研究．
如果考虑到环境的随机涨落，则在生化反应系

统的描述中的反应速率都是时变的随机过程，在这

种情况下由于外部随机因素的复杂性，没有简单的

方法对系统的动力学行为进行描述． 在有外部干扰
的特殊的情况下可以采用对数正态分布的随机变量

描述系统的反应速率常数． 然而此时还有很多数学
问题需要解决．
在生化反应系统中有很多反应并不是瞬间完成

的，而是具有明显的过程．这类反应系统的随机行为
并不是马尔科夫过程，对其进行描述需要具有时间

滞后的化学主方程． 然而相关的数学理论还很不完
善，有很多问题值得进一步探讨．
对生化系统的随机模拟的研究已经有比较成熟

的结果．随机模拟算法( SSA) 作为对生化反应系统
的“准确”模拟方法已经广泛应用于各种研究中．然
而，这一方法在模拟大规模的生化反应体系时效率

很低．目前有很多关于随机模拟算法的加速算法，关
于随机模拟方法的综述可参见文献［14］．
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The Modeling and Analysis of Biochemical Ｒeaction Systems

LEI Jinzhi
( Zhou Peiyuan Centre for Applied Mathematics，Tsinghua University，Beijing 100084，China)

Abstract: Many cellular behaviors are regulated by intracellular biochemical reactions such as gene expression and
protein-protein interactions． The kinetics of these biochemical reactions are mostly random，and therefore the sto-
chasticity is essential for the modeling of cellular behaviour in the field of computational biology． This paper is a self
contained review trying to provide an overview of stochastic modeling and recent advance in computation biology．
This paper starts from basic assumptions in biochemical reaction systems，and introduce mathematical formulations
for modeling intrinsic noise，external noise，and reactions systems with delay． Multiple dynamical equations are dis-
cussed，including chemical master equation，chemical Fokker-Plank equation，chemical reaction rate equation，and
chemical Langevin equation，etc． Several numerical methods are introduced，including the stochastic simulation algo-
rithm ( SSA) and the Tau-leaping algorithm．
Key words: systems biology; stochastic simulation; chemical master equation; biochemical reaction; stochastic differ-
ential equation
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