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0 引言

Domain理论属于理论计算机科学最重要的内
容，其目的是为程序语言的语义学奠定数学基础，是

计算机科学与数学研究工作者共同感兴趣的一个活

跃领域．从纯数学的角度看，Domain 理论主要是以
满足一定条件的偏序集以及它们之间的映射为研究

对象． Domain理论研究的一个重要内容是尽可能地
将连续格( Domain) 理论推广到更为一般的序结构
上．基于连续偏序集定义中的 way below 关系，文献
［1-2］引入可数 way-below 关系的概念，在此基础上
将连续偏序集推广至可数逼近偏序集( countably ap-
proximating poset) 并将连续格( 连续偏序集) 的许多
性质巧妙地“移植”到可数逼近格 ( 可数逼近偏序
集) 中．作为一个应用，文献［1］得到了一个重要结
论:正则空间为局部 Lindelf 空间当且仅当其开集
格为可数逼近格．文献［3］将“点”与“点”之间的可
数 way below 关系推广至“集”与“集”的情形，在此
基础上把可数逼近偏序集推广至广义可数逼近偏序

集，有关可数逼近偏序集的许多性质仍有待进一步

研究．本文将从拓扑性质和映射性质 2 个方面讨论
可数逼近偏序集的一些性质．

1 预备知识

文中涉及的记号与术语可参见文献［1-2，4］．设
L为偏序集，记 L的可数子集全体为 CL，称 D L为

可数定向的，若D中任意可数子集在D中有上界，即
S∈CL，d∈D使得 S↓d．称可数定向下集为
σ-理想． L中 σ-理想之全体记为 σIdL ．称 L为可数定
向完备偏序集，若对 L 中任意可数定向子集 D，
∨ D存在．
定义1 设 L为可数定向完备偏序集，x，y∈ L，

称 x可数逼近 y，记作 x cy，若对任意可数定向集
DL，y≤∨ D蕴含着d∈ D使 x≤ d．
容易证明 xcy当且仅当I∈σIdL，y≤∨ I蕴

含着 x∈ I，记cx = { u∈ L ucx} ．
定义 2 ( i) 设 L为可数定向完备偏序集，称 L

为可数逼近偏序集，若 x ∈ L，cx ∈ σIdL 且x =
∨cx．称 L为可数逼近格，若 L为完备格且可数逼
近偏序集．
( ii) 称完备格 L 为代数可数逼近偏序集，若

x∈ L，x =∨↓x∩Kc ( L) ，其中Kc ( L) = { x∈ L，
xcx} ．
定义3 设 L为偏序集，定义 L的子集族 σc ( L)

如下: U∈ σc ( L) 当且仅当 U = ↑U且对任意可数
定向集 D L，∨ D∈ U蕴含着 D∩ U≠．容易
验证 σc ( L) 为 L上的拓扑，称 σc ( L) 为 L 上的可数
Scott拓扑．
定义4 设 L为可数定向完备偏序集，称 L上包

含 σc ( L) ∪ω( L) 的最小拓扑为 L上可数 Lawson拓

扑，记为 λc ( L) ，即 λc ( L) = σc ( L) ∪ ω( L) ．

定义 5( 插入性质) 设 L 为可数逼近偏序集，
x，y∈ L，若 xcy，则z∈ L使 xc zcy．



推论 1 设 L为可数逼近偏序集，x，y∈ L，D∈
σIdL，若 xcy且 y≤∨ D，则d∈ D使 xcd．
命题 1 设 L为完备格，则下述条件等价:
( i) L为可数逼近格;
( ii) c 满足插入性质，若 x ≠ y，则 cx ≠

cy．
证 ( i) ( ii) 显然．
只需证 ( ii) ( i) ． 设 x ∈ L，y =∨cx． 下证

y = x，y∈cy，有 acy =∨cx，故 a∈cx，从
而cycx． 若 a ∈cx，由c 的插入性质知，

b，使得 acbcx，因为 b∈cx，y =∨cx，所以
b≤ y，acbcy，从而 acy，a∈cy．因此cx =
cy，y = x =∨cx．故 L为可数逼近格．

2 可数逼近格的拓扑性质

下面讨论可数逼近偏序集的有关拓扑性质．
定义6［5-6］ 称拓扑空间( X，τ) 为Choquet完备

空间，若存在函数 a: { ( U，x) : x∈ U∈ τ} → τ满足
下列条件:

( i) ( U，x) ∈ dom( a) ，x∈ a( U，x)  U;
( ii) 对 dom( a) 中满足 Vn+1 a( Vn，xn ) 的任何

序列( Vn，xn ) ，∩
n≥1

Vn ≠．

定理 1［5-6］ Choquet完备空间为 Baire空间．
定理2 设 L为可数逼近格，若 L中的最大元满

足 1 c1，则( L，σc ( L) ) 是 Choquet完备空间．
证 定义映射 t: { ( U，x) : x∈ U∈ σc ( L) } →

σc ( L) 如下:给定 U∈ σc ( L) 及 x∈ U，b∈ U使
得 x∈cb U． 令 t( U，x) = cb，设( Un，xn ) ∈
dom( t) 满足n≥ 1 有 Un+1  t( Un，xn )  Un．记
t( Ui，xi ) = cbi，i = 1，2，…，n，…，故得到一个递
减序列cb1cb2…cbn…，且∩

n≥1
Un =

∩
n≥1
cbn ． 因为n≥ 1，1 ∈cbn，故 ∩

n≥1
Un ≠．

命题 2 ( i) 设 L为可数逼近偏序集，则x∈
L，cx∈ σc ( L) ;
( ii) 设 L为可数定向完备偏序集，x，y ∈ L，若

y∈ intσc( L)↑x，则 xcy，即 y∈cx．若c 满足插

入性质且 y∈cx，则 y∈ intσc( L)↑x．从而当 L为可
数逼近偏序集时，intσc( L)↑x = cx．
证 ( i) 显然cx为上集，取任意可数定向集

D L，若∨ D∈cx，即 xc∨ D，由插入性质知，
y∈ L使 xcyc ∨ D，故d∈ D使 y≤ d，所
以 d∈cx∩ D≠．因此cx∈ σc ( L) ．

( ii) 设 y∈ intσc( L)↑x，可数定向集 D L满足
y ≤∨ D，因为 intσc( L)↑x 为上集，从而 ∨ D ∈
intσc( L)↑x，因为 intσc( L)↑x ∈ σc ( L) ，所以 D ∩
intσc( L)↑x≠，即d∈ D使 d∈ intσc( L)↑x，所以
x≤ d，xcy．若c满足插入性质且 y∈cx，由( i)
知，cx∈ σc ( L) ．又因为 y∈cx↑x，从而 y∈
intσc( L)↑x．
若 L为可数逼近偏序集，由y∈ intσc( L)↑x得

xcy，y∈cx，从而intσc( L)↑xcx，若 y∈cx，
由插入性质知 y∈ intσc( L)↑x，故cx intσc( L)↑x，
所以intσc( L)↑x = cx．
命题 3 设 L为可数定向完备偏序集，则
( i) A = ↓A，A为可数 Lawson 闭集当且仅当 A

对可数定向并封闭;

( ii) 若 A  L 为可数 Scott 闭集，则 ω( A) =

ω( L) A = { U∩A: U∈ω( L) } ，λc( A) = λc( L) A =

{ U∩ A: U∈ ω( L) } ．

推论 2 若 L 为可数逼近格，M  L 满足 M =

↑M = cM =∪ {cu: u∈M} ，则M为可数逼近格．

设 τ为 L上的 1 个拓扑，则集族{ C ∩ O: X \C，
O∈τ} 可作为 L上1个拓扑的基，称该拓扑为 L上拓
扑 τ的 b-拓扑［6］．设 L为可数逼近格，称 L上以{c

x∩↓y: x，y∈ L} 为基生成的拓扑为 μ-拓扑 ( 或
Martin拓扑) ，记为 μ( L) ．容易证明可数逼近格上的
μ-拓扑是 L的可数 Scott拓扑的 b-拓扑．
接下来讨论可数逼近格上的 μ-拓扑的一些基

本性质．
命题 4 设 L为可数逼近格，有
( i) U∈ λc ( L) ，U∈ μ( L) ;
( ii) 若 U = ↑U且 U∈ μ( L) ，则 U∈ σc ( L) ;
( iii) ↑x∈ μ( L) 蕴含着 xcx;
( iv) 对任意的 μ-闭集 V，若 I∈σIdL且 I V，则

∨ I∈ V;
( v) 若 U = ↑U，则 U∈ σc ( L) 当且仅当 U∈

λc ( L) ．
证 ( i) 任取 y ∈ cx \↑F，F ∈ L( ＜ ω) ，所以

xcy，由插入性质知，z∈ L使得 xc zcy．从而
c zcx，由 y↑F，因此↓y∩↑F = ，从而

y∈c z∩↓ycx \↑F，所以可数 Lawson拓扑
的开子基为 μ-开集．
( ii) 任取 D∈ σIdL，满足∨ D∈ U，令 t =∨ D，

因为 U∈ μ( L) ，故ac t使 t∈ca∩↓t U，

由推论1知，ac t蕴含着b∈ L使得 acbc t =
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∨ D = ∨↓D，故d∈ D使得 b≤ d，因为 D为下
集，所以 b∈ D，由 bc t知 b≤ t，从而 b∈ca∩
↓t U，因此 b∈ D∩ U≠，从而 U∈ σc ( L) ．

( iii) 任取 I∈ σIdL，满足∨ I∈ V，令 t =∨ I，则
t∈↑x，因为↑x为 μ-开集，故act使 t∈c a∩
↓t↑x，由推论 1 知，b ∈ L 使 b ∈ Lac bc

t = ∨ I =∨↓I，所以 b∈ I，b∈ca∩↓ t≠，故

I∩↓x≠，因为 I为下集，所以 x∈ I．

( iv) 设 V为 μ-闭集，I ∈ σIdL 且 I  V，令x =
∨ I． 下证 x∈ V．反设 x V，则 x∈ L \V∈ μ( L) ，故
a∈ L使 acx，所以 x∈ca∩↓x L \V，由推

论 1知，b∈ L使 acbcx =∨ I，所以 b∈ I，b∈

ca∩↓x∩ I≠，这与 I V矛盾，从而x∈ V．

( v) 显然可数 Scott开集为可数 Lawson开集．另
一方面，若 U = ↑U且 U∈ λc ( L) ，则 U∈ μ( L) ，从
而 U∈ σc ( L) ．
定理 3 可数逼近格 L 上的 μ-拓扑是零维

Tychonoff空间．
证 ( i) 首先说明( L，μ( L) ) 是 T1 空间．
设 x∈ L，y∈ L \{ x} ，x≠ y，故 y≤/ x．因为 L为可

数逼近格，所以 y =∨cy，故∨cy≤/ x，故a∈

cy使 a≤/ x，则 xca∩↓y，从而 y∈c a∩
↓yL \ { x} ．所以单点集{ x} 是 μ-闭集． 这就证明
了( L，μ( L) ) 是 T1 空间．

( ii) 下证 ca ∩ ↓y 是 μ-闭集． 只需证明

L \ ( ca∩↓y) 为 μ-开集．

设 z∈ L \( ca∩↓y) ，t∈ L，tc z有c t∩
↓z L \( ca∩↓y) ，则c t∩↓z∩ca∩↓y≠

，从而 tcy且 ac z≤∨cy，因为 L为可数逼近

格，y =∨cy，故 z≤ y，从而 z∈ca∩↓y，矛盾．

所以 z∈c t∩↓z L \ ( ca∩↓y) ．因此ca∩
↓y是 μ-闭集．故( L，μ( L) ) 是零维 Tychonoff空间．
定理 4 设 L 为代数可数逼近偏序集，则 ( L，

λc ( L) ) 是零维 Tychonoff空间．
证 ( i) 先证明( L，λc ( L) ) 是 T1 空间．

x∈ L，{ x} = ↓x ∩ ↑x，↓x 为 Scott 闭集，

↑x为下拓扑闭集，从而{ x} 为 Lawson 闭集，所以
( L，λc ( L) ) 是 T1 空间．
( ii) 任取 U \↑F ∈ λc ( L) ，其中 U ∈ σc ( L) ，

x∈U \↑F，因为 x =∨↑ ( ↓x ∩ Kc ( L) ) ，k ∈
Kc ( L) 使 x ∈ ↑k  U． 记 F = { x1，x2，…，xn} ，则

i≤n，xi ≤/ x，由 L为代数可数逼近偏序集，ki ∈
Kc ( L) 使 ki ≤ xi，ki ≤/ x，所以 x ∈ L \↑{ k1，k2，…，
kn} L \↑F， 故 x ∈ ↑k \↑{ k1，k2，…，kn} 
L \↑F．
下证↑k \↑{ k1，k2，…，kn} 为( L，λc ( L) ) 的开

闭集．
因为↑k ∈ σc ( L) ，故 ↑k ∈ λc ( L) ，↑k 闭于

( L，ω( L) ) ，从而 ↑k 闭于 ( L，λc ( L) ) ，所以 ↑k 为
( L，λc ( L) ) 的开闭集． L \↑{ k1，k2，…，kn} ∈ ω( L) ，
因此 L \↑{ k1，k2，…，kn} ∈ λc ( L) ，↑{ k1，k2，…，
kn} ∈ σc ( L) ，所以 L \↑{ k1，k2，…，kn} 闭于 ( L，
σc ( L) ) ，从而闭于 ( L，λc ( L) ) ，故 L \↑{ k1，k2，…，
kn} 为( L，λc ( L) ) 的开闭集．因为↑k \↑{ k1，k2，…，
kn} = ↑k∩ ( L \↑{ k1，k2，…，kn} ) ．所以↑k \↑{ k1，
k2，…，kn} 为( L，λc ( L) ) 的开闭集．
推论 3 设 L 为可数定向完备偏序集，则下述

条件等价:

( i) L为代数可数逼近偏序集;
( ii) {↑k: k∈ Kc ( L) } 为 σc ( L) 的 1 个基．

3 可数逼近格的映射性质

定义 7 设 L和 M是有可数定向并的偏序集，
称保序映射 f: L→M为可数 Scott连续映射，若 f保任
意可数定向集的上确界．
容易验证，f 保可数定向并等价于 f 关于可数

Scott拓扑是连续映射［7-14］．
命题 5 设 f: L→ M是可数逼近格之间的保序

映射，则下述条件等价:

( i) f保可数定向集的上确界;
( ii) f保 σ-理想的上确界．
证 ( i) ( ii) 显然．
( ii) ( i) 任取可数定向集 D L，下证

f( ∨ D) = ∨ f( D) ．
事实上，f( ∨ D) = f( ∨↓D) =∨ f( ↓D) =

∨ f↓( ↓D) =∨↓f( D) =∨ f( D) ．
命题 6 设 L和 M是有可数定向并的偏序集，

映射 f: L→ M，则下述条件等价:
( i) 对任意的可数定向集 D L，

f( ∨ D) =∨ f( D) ;
( ii) f: ( L，σc ( L) ) → ( M，σc ( M) ) 是连续映射．
若 L和 M是可数逼近格，则( i) ，( ii) 与下列条

件等价:

( iii) yc f( x) x∈ L，y∈ M，acx，使
yc f( a) ;
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( iv) x∈ L，f( x) =∨ { f( a) : acx} ．
证 ( i) ( ii) 显然．
( i) ( iv) 设 L 是可数逼近格，x ∈ L，x =

∨cx，因为cx可数定向，f 保可数定向并，所以
f( x) = f( ∨cx) =∨ f( cx) ．
( iv) ( iii) 由( iv) 知，f保序，若 x ≤ y，则 c

xcy． f( x) =∨ f( cx) ≤∨ f( cy) = f( y) ，故
f( x) ≤ f( y) ． 设 y c f( x) ，f( x) = f( ∨ cx) =
∨ f( cx) ，f( cx) 可数定向，则a∈cx使 yc

f( a) ．
反之，若 a ∈ cx 使 y c f( a) ，y c

f( c x) ≤∨ f( cx) = f( ∨ cx) = f( x) ． 所以
yc f( x) ．
( iii) ( ii) 设U∈σc ( M) ，x∈ f －1 ( U) ，因为M

是可数逼近格，故 y ∈ U 使得 f( x) ∈ cy，即
yc f( x) ，由 ( iii) 知，a cx 使 y c f( a) ，x ∈
ca．
下证 f( ca)  U． 设 z ∈ ca，即 a c z，

yc f( a) 有 yc f( z) ．因为 f( a) =∨c f( a) ≤
f( z) ，yc f( a) ，从而 y≤ f( a) ，所以 U = ↑U，y∈
U，y≤ f( z) ，因此 f( z) ∈ U，故 f( ca)  U．
定义8 设 L和M是完备格，称映射 f: L→M为

μ-连续的，若它关于 μ-拓扑是连续映射． 称映射 f:
L→M 为 μ-σc-连续的，若它关于拓扑空间 ( L，
μ( L) ) 和( M，σc ( M) ) 是连续的． 类似地可以定义
可数 Lawson连续映射和 μ-λc-连续映射．
显然可数 Lawson连续映射是可数 Scott连续映

射，下面讨论这些映射之间的关系．
命题 7 设 f: L→ M是可数逼近格之间的保序

映射，考虑下述条件:

( i) f是可数 Scott连续映射;
( ii) f是 μ-连续映射;
( iii) f是 μ-λc-连续映射;
( iv) f是 μ-σc-连续映射，

则 ( ii) ( iii) ( i) ( iv) ． 若 f 保 c 关系，则

( i) ( ii) ．
若y ∈ M，I ∈ σIdL，有 M \↓y ∈ σc ( M) 且

↓f( I) ∈ σIdM，则( iv) ( i) ．
证 ( ii) ( iii) 设 U ∈ λc ( M) ，所以 U ∈

μ( M) ，由 f是 μ-连续映射，从而 f －1 ( U) ∈ μ( L) ．
根据定义 7 和定义 8 可得( iii) ( i) ( iv) ．
( i) ( ii) 设 U∈ μ( M) ，下证 f －1 ( U) ∈ μ( L) ．
设 x ∈ f －1 ( U) ，因为 U 为 μ-开集，故 y c

f( x) 使 f( x) ∈cy∩↓f( x)  U，由插入性质知，

 m∈M 使 y cm c f( x) = f( ∨ cx) =
f( ∨↓cx) = ∨ f( ↓cx) = ∨↓f( cx) ，因为
f是可数 Scott 连续映射，故 f 保可数定向并，所以
a∈cx使yc f( a) ．

下证ca∩↓x f －1 ( U) ，即t∈ca∩↓x

有 t∈ f －1 ( U) ．假设t∈ca∩↓x使 t f －1 ( U) ，

则 yc t≤ x，由 f保c关系，故yc f( a) c f( t) ≤
f( x) ，所以 f( t) ∈cy∩↓ f( x) U，f( x) ∈U，t∈
f －1 ( U) ，矛盾，从而 f是 μ-连续映射．
( iv) ( i) 易知I∈ σIdL，∨ f( I) ≤ f( ∨ I) ．

下面只需证明∨ f( I) ≥ f( ∨ I) ．
假设 f( ∨ I) ≤/ ∨ f( I) ，因为 f( ∨ I) ∈ M \

↓∨ f( I) ∈σc ( M) ，由 f是 μ-σc-连续映射，∨ I∈
f －1 ( M \↓∨ f( I) ) ∈ μ( L) ，故ac∨ I使∨ I∈

ca∩↓( ∨ I)  f －1 ( M \↓ ∨ f( I) ) ，由插入性质

知，b∈ L使 acbc∨ I，b∈ca∩ I矛盾，所以
b∈ f －1 ( M \↓∨ f( I) ) ，从而 f( b) ∈M \↓∨ f( I) ，因
此 f( b) ↓∨ f( I) ，与 f( b) ∈↓∨ f( I) 矛盾，所
以∨ f( I) = f( ∨ I) ，因而 f是可数 Scott连续映射．
定理 5 设 L和 M是有可数定向并的偏序集，

映射 f: L→M，U为M中的可数 Scott开集族，若U分
离M中的点，且 f －1 ( U) ∈σc ( L) ，则 f是可数 Scott连
续映射．
证 ( i) 先证明 f保序．设 u，v∈ L，若 f( u) ≤/

f( v) ，则U∈U使 f( u) ∈ U，f( v)  U，所以 u∈
f －1 ( U) ，v∈ f －1 ( U) ，由 f －1 ( U) ∈σc ( L) 知 f －1 ( U) 为
上集，从而 u≤/ v，所以 f保序．
( ii) 下证 f 保可数定向并． 设可数定向集 D 

L，由 f保序易知∨ f( D) ≤ f( ∨D) ．假设 f( ∨D) ≤/
∨ f( D) ，故U∈U使 f( ∨D) ∈U，∨ f( D) U，

又 U = ↑U，所以 f( D) ∩ U = ，由 f( ∨ D) ∈U，

∨ D ∈ f －1 ( U) ，又 f －1 ( U) ∩ D = ，f －1 ( U) ∈

σc ( L) ，所以 ∨ D  f －1 ( U) ，矛盾． 因此 f 是可数
Scott连续映射．
命题8 设 L为代数可数逼近偏序集，M为有可

数定向并的偏序集，若映射 f0 : Kc ( L) → M 单调，定

义 f: L→M，f( x) =∨ f0 ( ↓x∩ Kc ( L) ) ，则 f是可数
Scott连续映射且 f Kc( L) = f0 ．
证 只需证明对任意可数定向集 D  L 有

f( ∨ D) = ∨ f( D) ．事实上，

f( ∨ D) =∨ f0 ( ↓∨ D∩ Kc ( L) ) =

∨∪d∈D
f0 ( ↓d∩ Kc ( L) ) =∨d∈D ∨ f0 ( ↓d∩
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Kc ( L) ) =∨d∈Df( d) =∨ f( D) ．

4 结论

本文讨论了可数逼近偏序集上可数 Scott拓扑、
Lawson拓扑和 μ-拓扑的基本性质，并对可数偏序集
之间的多种连续映射进行了刻画．一系列结果表明:
可数逼近偏序集具有许多与连续偏序集相似的良好

性质，从而说明了可数逼近偏序集是连续偏序集的

较为合适的推广．
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The Several Properties of Countably Approximating Posets

HU Junjun，ZHANG Hongxia*

( College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: Countably approximating posets are generalizations of continuous posets． Some topological properties of
countably approximating posets and the properties relative to continuous mappings in countably approximating posets
are presented． These results show that countably approximating posets have many“good”properties which are simi-
lar to that of continuous posets．
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