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奇异线性随机微分方程的几个结果
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摘要:研究了 1 类带有 Goursat型核函数保留了维纳测度的 Volterra 变换，这类核函数满足自再生性．给
出了几个能引起新的自再生性的相关 Gram矩阵逆的结果，以及它与经典自再生性的联系．结果被应用于
1 类带相应滤过分解的奇异线性随机微分方程研究，研究的方程被看作是一些广义桥的非标准分解．
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0 引言

文献［1-3］研究了高斯扩张滤过，源于高斯性质
的潜在广义高斯桥的结果已应用于概率与金融数学

等领域中［4-6］． Volterra 型变换允许构造有趣的高斯
过程族，根据核函数是否是平方可积的，Volterra 变
换可以进行分类，这些平方可积的核在研究等价高

斯测度、随机线性微分方程以及线性 Kalman-Bucy
滤过中有着重要的作用，但是目前对非平方可积核

的 Volterra 变换的关注很少［7-9］．如果强加这样一个
变换去保持维纳测度它们也会出现，在一些例子中

有相应的 Goursat型核函数．
令 B: = ( B( t) ，t ≥ 0) 是 1 个标准布朗运动，

定义 1 个完全概率空间 ( Ω，F，P0 ) ． { F
B
t，t ≥ 0} 表

示生成的滤过． 令 f = ( f1，…，fn )
* ∈ L2

loc ( Ｒ
+ ) =

{ h; ∫
t

0
h2 ( s) ds ＜ ∞，t∈［0，∞ ) } ，这里* 代表转置

运算符，n∈N． 假设对任意固定的 t ＞ 0，高斯随机

变量 ∫
t

0
f* ( s) dBs 的协方差矩阵 mt 是可逆的，即

Gram矩阵 mt = ∫
t

0
f( s) f* ( s) ds 有逆矩阵 αt ． 不难

看出当 t→ ∞ 时 αt → α∞，这里 α∞ 是 1 个有限矩
阵． 此外，i，对所有 j 当且仅当 ‖fi‖: =

∫
∞

0
f 2
i ( s) d( )s 1 /2

= ∞ 时，( α∞ ) ij = 0 ．对于 t ＞ 0，

φ( t) = αt·f( t) ( αt，t ＞ 0) 是给定的． t ＞ 0，依

据 αt = ∫
∞

t
φ( u) φ* ( u) du + α∞ 确定的 φ的形式可

以建立定理 2，这个关系在本文中很重要，同时在其
他重要的逆 Gram 矩阵领域中有应用，具体参见文
献［10］．
在连续半鞅集合 X上定义与 Volterra 核 k 相关

的 Volterra变换 Σ，使得

lim
ε→0 ∫

t

ε
∫
v

0
k( u，v) dXudv ＜ ∞，0 ＜ t ＜ ∞ a． s．，

通过文献［11］中的

Σ( X) t = Xt － ∫
t

0 ∫
u

0
k( u，v) dXvdu，0 ＜ t ＜ ∞，( 1)

给出的核 k( t，s) = φ* ( t)·f( s) ，其中 0 ＜ s≤ t ＜
+ ∞，该核是自再生 Volterra 核． 这等价于，当应用
于布朗运动 B时，Σ满足以下 2 个条件:
( i) Σ( B) 是 1 个标准布朗运动;

( ii) 对任意固定的 t≥ 0，FΣ( B)
t 是与 ∫

t

0
f( u) dBu

独立的．
Σ( B) 的存在性可以通过利用在文献［11］中发

现的 1 个广义 Hardy 不等式来建立． 称 k 和 Σ 分别
为基于 f再生的 Goursat-Volterra核和变换． Span { f}
的维度称为 Goursat-Volterra 核 k 的阶． 这一术语在
定义 1 中正式给定．
注意条件( i) 和条件( ii) ，并且考虑扩张滤过和

随机微分方程．条件( ii) 意味着，t≥ 0，正交分解

FB
t = FΣ( B)

t  σ ∫
t

0
f( u) dB( )u ( 2)

成立．这里，通过 F  G，想要对于 F 和 G 独立的



F∨G进行说明． 对 Goursat-Volterra 变换，( 2 ) 式事
实上可以写成

FB
t = FΣ( B)

t  σ Y － ∫
t

0
φ( u) dΣ( B)( )u ， ( 3)

t≥ 0，这里 Y = ( Y1，…，YN )
* 是 1 个独立于

FΣ( B)
∞ 的高斯随机向量，在 α∞ ≠ 0 的情况下其协方
差 E［YY*］= α∞ = lim

t→∞
αt，否则 Y≡0． 这里允许 Y

是空集或者是常向量． 回顾条件( i) ，注意到所有连
续半鞅的确定都可以解决方程

Xt = Wt + ∫
t

0 ∫
s

0
φ* ( s)·f( u) dXuds，X0 = 0，t ＞ 0，( 4)

考虑 1 个可能的扩张概率空间，这里 W是 1 个标准
布朗运动．要注意的是仅仅假设

lim
ε→0 ∫

t

ε
∫
v

0
φ* ( v) ·f( u) dXudv ＜ ∞，0 ＜ t ＜ ∞ ( 5)

几乎处处成立，后者不是绝对收敛的．因为在时间 0
处有奇异点，称( 4) 式为奇异线性随机微分方程．如
果取 W = Σ( B) ，则通过构造初始布朗运动 B 是 1
个解．第 2 个解是在有限时间间隔上与关联 f-广义
桥一致的［12］．因此，当( 4 ) 式有很多解时，对如上定
义的 Goursat-Volterra变换 Σ是不可逆的．事实上，k
是 1 个自再生核意味着它不是 1 个非平方可积
的［13］．定理 3 涉及了( 4 ) 式的解的所有连续半鞅的
研究．特别地，展示了强解存在的充要条件: 布朗运
动和 FB

∞ 可测是 α∞ ≡ 0 的．在这种情况下 FΣ( B)
∞ =

FB
∞ ． 当 α∞ ≠ 0 时，定理 3 得到结论:在扩张空间上
仍然存在 1 个是布朗运动的强解，它包含了 1 个独
立中心协方差矩阵是 α∞ 的高斯向量 Y． 另一个自
然的目的是找出满足条件 ( i) 和( ii) 的所有连续半
鞅的特征．在 α∞ ≡ 0 的情况下，这部分是在定理 4
获得的，并且分析和展示了某些空间-时间调和函数
的联系． 后者是函数 h ∈ C1，2 ( Ｒ + × Ｒn，Ｒ + ) 使得

h(·，∫
·

0
f* ( s) dBs ) 是 1 个期望为 1 的连续 ( P0，F)

鞅，这里 P0 代表维纳测度．

1 Goursat-Volterra核函数和变换

联系由( 1) 式定义的中心高斯过程 Σ( B) 与布
朗运动 B，假设它是已经定义的，这里 k是 1 个连续
Volterra核．也就是说，k: Ｒ +2→Ｒ满足 k( u，v) = 0，
0 ＜ u ≤ v ＜ ∞，并且在 { ( u，v) ∈ ( 0，+ ∞ ) × ( 0，
+ ∞ ) : u ＞ v} 上是连续的．由文献［9］知 Σ 保持了
维纳测度，或者 Σ( B) 是 1 个布朗运动，当且仅当 k
满足自再生性

k( t，s) = ∫
s

0
k( t，u) k( s，u) du，0 ＜ s≤ t ＜ ∞ ．

当应用到 B 时，注意到( 1 ) 式可以被看作是关
于滤过 ( FB

t，t≥ 0) 的 Σ( B) 半鞅分解． 现在，由于
Σ( B) 的 Doob-Meyer 分解的结果在它自己的滤过
里，必须有严格包含 FΣ( B)

t  FB
t，0 ＜ t ＜ ∞ ． 在文献

［3］中展示了正交分解给出了再生高斯空间所缺少
的信息 FB

t = FΣ( B)
t  σ( Γ ( k)t ) ，这里， t ＞ 0，

Γ( k)t = { ∫
t

0
f( u) dBu ; f ∈ L2 ( ( 0，t］) ，f( s) =

∫
t

0
k( s，u) f( u) du，a． e． } ．

给出 1 个核 k，对每个固定的 t ＞ 0，它不容易
确定 Γ ( k)t 的基，因为这相当于去解决显式积分方程

f( t) = ∫
s

0
k( t，u) f( u) du，0 ＜ t ＜ ∞ ． 容易确定空间

族 ( Γ ( k)t ，t ＞ 0) ，并且计算出相应的 Volterra 核．事
实上，这个步骤相当于在区间［0，t］上对任意固定
的 t ＞ 0沿着 Γ ( k)t 分解维纳测度．回忆 1 个具有以下
形式的 Goursat核 k( t，s) = φ* ( t) ·f( s) ，0 ＜ s ≤
t ＜ ∞，这里 φ = ( φ1，…，φn )

* 和 f = ( f1，…，fn )
*

是 2 个定义在 ( 0，∞ ) 和 n∈N上的函数向量．对这
样 1 个核，很自然地引进如下定义．
定义 1 Goursat-Volterra 变换 Σ 的阶 ( nt，t ＞

0) 是 1 个保持维纳测度的 Volterra 变换，使得对任
意布朗运动 B 以及 t ＞ 0，FΣ( B)

t 是不依赖于

∫
t

0
f( u) dBu的，f≡ ( f1，…，fnt )

* 是 nt 维线性无关的

L2
loc ( Ｒ

+ ) 函数．相关核被称为 Goursat-Volterra核． f、

Span { f}、Span { ∫
t

0
f( s) dBs} 分别被称为再生基、再

生基空间和再生基高斯空间．
因为对每个固定的 t ＞ 0，mt 是正定的，可以看

出 t→ nt 是不减的．然而，在假设中，总是取这个阶
是有限的恒量．众所周知，最简单的 Goursat-Volterra
核 是 k1 ( t，s) = t －1，它 给 出 Σ( B) · = B·－

∫
·

0
Bu udu． 这相当于设 n = 1以及令 f1≡1． 在文献

［3］中注意到 Σ 迭代到 1 个非常简单的形式，即
Σ ( 0) = I，Σ ( 1) = Σ以及 Σ ( m) = Σ ( m－1)  Σ，对 m≥
2． 这里  代表复合运算，有

Σ ( n) ( B) · = B － ∫
·

0
Ln ( log(· / s) ) dBs，

这里 ( Ln，n∈N) 是拉盖尔多项式序列．作为以上内
核的 1 个概括，由文献［11］引出如下结果．
定理 1［11］ 令 f 是 1 个 n 维 L2

loc ( Ｒ
+ ) 函数，使

得t ＞ 0，Gram矩阵mt = ∫
t

0
f( s)·f* ( s) ds有 1 个
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由 αt表示的逆，则对于 φ(·) = α··f(·) ，核 k是由
k( t，s) = 0 ( 如果 s ＞ t ) 与 k( t，s) = φ* ( t) ·f( s)
( 其他) 所定义． k是 1 个 n阶的 Goursat-Volterra核．
后续内容的研究都是在定理 1 的假设下进行．

接下来的目的是去得到在 φ(·) 的形式下 α的 1 个
表达式．作为 1 个直接的应用，将展示通过核 k 可以
获得 1 个新的自再生性．
定理 2 当 t→ ∞ 时，αt 收敛于 1 个有限矩阵

α∞ ． 此外，有

αt = ∫
∞

t
φ( u)·φ* ( u) du + α∞，0 ＜ t ＜ ∞ ． ( 6)

因此，自再生性

k( t，s) = ∫
∞

t
k( u，t) k( u，s) du + f* ( t) ·α∞·

f( s) ，0 ＜ s≤ t ＜ ∞
成立．
证 固定 t ＞ 0． 注意到 αt 和 mt 是绝对连续的

对称正定阵．对恒等式 αt·mt = In = mt·αt 微分，

产生 α' t·mt = － αt·m' t ． 因此得到 φ( t)·f
* ( t) =

αt·f( t) ·f* ( t) = αt·m' t = － α' t·mt ． 所以，有
α' t = － φ( t) · f* ( t) · αt = － φ( t) · φ* ( t) ．
j( 1 ≤j ≤ n) ，( α' t ) j，j = － φ2

j ( t) 是负的． 因此

( αt ) j，j 是递减的．由 ( αt ) j，j ＞ 0得到 ∫
∞

r
φ2

j ( s) ds ＜∞，

r ＞ 0． 因为对于 t ≥ r，令 t →+ ∞，发现 lim
t→∞

αt =

αr － ∫
t

r
φ( s)·φ* ( s) ds = α∞ ． 因此，α∞ 是 1 个有限

矩阵．最后的陈述由 k( t，s) = f* ( t) ·αt·f( s) 产
生，这里利用了( 6) 式中给出的 αt 表达式．
自再生核，尤其是 Goursat-Volterra 核不同于内

核系统和再生核希尔伯特空间，但却与之相关．接下
来的目的是概述这个关系．为此，对一些 t ＞ 0，开始
固定 1 个时间区间 ［0，t］． 令向量 q t ( u) : =
( qm，t ( u) ，0 ＜ u≤ t; 1≤m≤ n) 由区间［0，t］上的
标准正交序列 f1，f2，…，fn 组成．这个系统有如下特

征 ∫
t

0
qm，t ( r) qk，t ( r) dr = δm，k，1≤m，k≤ n，要求对每

个整数 1≤m≤ n，qm，t是 1 个由与 fm有关的首相系
数为正的 f1，…，fm 生成的线性组合．经典核系统由
对称核 kt ( u，v) = qt ( u) ·q*

t ( v) ( 0 ＜ u，v≤ t) 给

出．在 kt ( u，v) = ∫
t

0
kt ( u，r) kt ( v，r) dr( 0 ＜ u，v≤ t)

的意义上这是 1 个再生核．在 kt 扩张下，( αt ) i，j 被

看作是 fi ( u) fj ( v) 的系数，对于 1≤ i，j≤ n． 更精确
地有 ( αt ) i，j = ( bt· b*

t ) i，j，这里 b 是 1 个元素
( b t ) i，k 在 qk，t ( u) 里 fi ( u) 的系数的上对角矩阵，对

于 i≤ k． 显然对所有 i有 φ2
i ( t) = － 2( b't·b*

t ) i，i，

可以依据 φ( t) 表示矩阵 b t ．
命题 1 对每个固定的 t ＞ 0，在时间区间［0，

t］上与 f 相关的核系统由 kt ( u，v) = ∫
∞

t
kt ( r，

u) kt ( r，v) dr + f* ( u) ·α∞·f( v) 给出，0 ＜ u，v≤
t． 特别地，对所有 0 ＜ s≤ t ＜ ∞，k( t，s) = kt ( t，s) ．
证 如同在定理 2 的证明一样，结论的第 1 部

分由关系 kt ( u，v) = f* ( u) ·αt·f( v) 给出，u，
v( 0 ＜ u，v≤ t) ． 第 2 部分通过极限和连续性得到．

2 一些奇异线性随机微分方程

考虑奇异线性随机方程 ( 4 ) ． 兴趣在于定义在
可能扩张空间上所有连续半鞅解的集合．对特解 X，
回想当( 5 ) 式成立时 ( 4 ) 式是很好给出的． 如果设
W = Σ( B) ，这里 B是 1 个布朗运动，那么集合至少
包含 2 个现在可以简略描述的解． 首先，B 是 1 个
解;其次，还有 1 个解是定义在 Ｒ + 上并且在它的有

效区间上符合 f-广义桥．后 1 个过程，对一些 t1 ＞ 0
表示为 ( By

u，u≤ t1 ) ，对实值 y 的 1 个列向量，定义

为 By
u = Bu － ψ

* ( u)·∫
t1

0
f( s) dBs + ψ

* ( u)·y，0 ＜

u ＜ t1，这里 ψ是这个线性系统 ∫
u

0
f( s) ds =ψ( u)·

∫
t1

0
f( s)·f* ( s) ds = ψ( u)·mt1 ( 0 ＜ u ＜ t1 ) 的唯一

解． 则 ψ( u) = αt1·∫
u

0
f( s) ds蕴含了 ∫

t1

0
f( s) dBy

s =

y，因为 αt1 是矩阵 mt1 的逆．这就是为什么称以上过
程为在［0，t1］上有终点 y 的 f-广义桥． 现在，有
Σ( By ) = Σ( B) 成立，因为 Σ 是线性的并且

Σ( ∫
·

0
f( r) dr) ≡ 0，因为对于所有 0 ＜ t ＜∞，

f( t) = ∫
t

0
k( t，v) f( v) dv． 这说明 By 也是( 4 ) 式的 1

个解，事实上，它不是 1 个标准分解．现在，考虑任意
布朗运动 W的方程( 4) ．
定理 3 ( i) X是方程( 4 ) 的解，当且仅当存在

1 个随机向量 Y = ( Y1，…，Yn )
* 使得

X = X0 + ∫
·

0
f* ( u) du·Y， ( 7)

这里 X0 = W － ∫
·

0 ∫
∞

u
φ* ( v)·f( u) dWvdu，X，Y按照

Y = lim
t→∞

αt·∫
t

0
f( u) dXu 给出．

( ii) X0 是 1 个布朗运动当且仅当 α∞ ≡ 0． 当
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α∞ ≠0时，方程( 4) 的解 X是 1 个布朗运动，当且仅
当 Y独立于 FX0

∞ 并且具有协方差矩阵 α∞ 的中心高

斯过程．
证 ( i) 首先验证 X0

t 是方程( 4) 的 1 个特解．利
用随机 Fubini定理［14］，完成分解

X0
t － ∫

t

0 ∫
u

0
k( u，v) X0

vdu = Wt － ∫
t

0 ∫
∞

u
k( v，

u) dWvdu － ∫
t

0 ∫
u

0
k( v，u) ( dWv － ∫

∞

v
k( ρ，v) dWρdv) du =

Wt － ∫
t

0 ∫
∞

u
k( v，u) dWvdu － ∫

t

0 ∫
u

0
k( u，v) dWvdu +

∫
t

0 ∫
u

0 ∫
ρ

0
k( u，v) k( ρ，v) dvdWρdu + ∫

t

0 ∫
∞

u ∫
u

0
k( u，v) k( ρ，

v) dvdWρdu．
因为 k是自再生的，方程的最后 4 项可以消掉，

X0
t 是方程( 4) 的解．接下来，如果 X 是 1 个解，则通

过令 X = X0 + Z可以看到 Z必须满足 dZr = ∫
r

0
k( r，

v) dZvdr，0 ＜ r ＜ ∞ ． 两边同时乘以 f( r) ，关于 r在
［0，t］上积分，得

∫
t

0
f( v) dZv = ∫

t

0
f( v) φ* ( v) · ∫

v

0
f( r) dZrdv =

∫
t

0
mv·φ( v) φ

* ( v) ·∫
v

0
f( r) dZrdv = － ∫

t

0
mv·

d
dvαv·

∫
v

0
f( r) dZrdv．

这里利用定理 2 中证明给出的 α' 表达式去得
到最后的等式．因为 α是矩阵 m 的逆，最后的关系

可以写成
d
dtαt·∫

t

0
f( s) dZs = 0． 综合起来，对一些随

机向量 Y有 αt·∫
t

0
f( s) dZs = Y． 因此 ∫

t

0
f( r) dZr =

mt·Y蕴含了 Zt = Y* ·∫
t

0
f( s) ds． 这完成了第 1 个

命题第 1 部分的证明．对于第 2 部分，由定理 2 得
φ( t) dWt = φ( t) dXt － φ( t) φ* ( t) ·

∫
t

0
f( u) dXudt = αt·d( ∫

t

0
f( u) dXu ) － φ( t) φ* ( t) ·

∫
t

0
f( u) dXudt = d( αt·∫

t

0
f( u) dXu ) ．

两边在［s，t］上积分得

∫
t

s
φ( u) dWu = αt·∫

t

0
f( u) dXu － αs·∫

s

0
f( u) dXu．

然后，注意到当 t→ ∞ 时，左边几乎处处收敛．那么

对以一些表示为 Y
～
的极限右边也收敛．更确切地说，

设 Y
～
= lim

t→∞
αt·∫

t

0
f( u) dXu，已经证明了

∫
∞

t
φ( u) dWu = Y

～
－ αt·∫

t

0
f( u) dXu，0 ＜ t≤∞ ． ( 8)

因此，有

∫
t

0 ∫
∞

u
f* ( u) ·φ( v) dWvdu － Y

～
* ·∫

t

0
f( u) du =

∫
t

0
f* ( u) α( u) ·∫

u

0
f( v) dXvdu =

∫
t

0 ∫
u

0
φ* ( u) ·f( v) dXvdu．

所以，有

∫
t

0 ∫
∞

u
k( v，u) dWvdu － Y

～
* ·∫

t

0
f( u) du =

－ ∫
t

0 ∫
u

0
k( u，v) dXvdu = Wt － Xt ．

比较之前的运算得到 Y = Y
～
，P0 几乎必然．

( ii) 定理 2 蕴含了

E［X0
s X

0
t］ = s∧ t － ∫

s∧t

0 ∫
t

0
f* ( r)·α∞·f( v) dvdr． ( 9)

很显然 X0 是 1 个布朗运动当且仅当 α∞ ≡ 0．
接下来，若如( 9 ) 式所规定的那样，并且实际上 α∞

是 Y的协方差矩阵，则有

E［XsXt］ = s∧ t － ∫
s

0 ∫
t

0
f* ( u)·α∞·f( v) dvdu +

∫
s

0 ∫
t

0
E［( Y* ·f( u) ) ( Y* ·f( v) ) ］dvdu = s∧ t．

因为 X是 1 个连续高斯过程，所以可以得出它
是 1 个布朗运动． 相反地，如果 X 是 ( 4 ) 式的布朗
解，则它有( 7) 式的形式．由于 Goursat-Volterra 变换
的正交性，可以看到对任意固定的 t ＞ 0，Y 是独立
于 FΣ( X)

t = FW
t 的．接下来，通过令 t→ ∞，可以得到

Y是独立于 FX0
∞  FW

∞ 的．因此，Y 是具有协方差矩

阵 α∞ 并且独立于给定 FX0
∞ 的高斯向量．

由于对称矩阵 α∞ 的重要性，以定理 2 为例，可
以很自然地得到它的结构描述． 隐藏在定理 3 证明
中的结果给出了列向量或者行向量为 0 的充要
条件．
推论 1 对于 1 ≤ i≤ n和所有 j有 ( α∞ ) i，j =

( α∞ ) j，i，当且仅当‖fi‖ = ∞ ．

证 对于固定的 t ＞ 0，αt 是 αt·∫
t

0
f( s) dBs 的

协方差矩阵．此外，由定理 3 得 αt·∫
t

0
f( s) dBs 收敛

到 Y，可能有一些零分量，使得 E( Y·Y* ) = α∞ ． 因
此，对一些 i，Yi≡0当且仅当 ( α∞ ) i，i = 0并且当且
仅当‖fi‖ = ∞ ． ( α∞ ) i，i = 0当且仅当对于所有 j，
( α∞ ) i，j = 0． 为了得到这个结果，令 t→∞ 且利用对
称正定矩阵的著名不等式 ( αt ) i，j

2 ≤ ( αt ) i，i·
( αt ) j，j 的连续性．
下面分析由 Goursat-Volterra变换引起的滤过的
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正交分解，并且给出说明．
推论 2 由( 3) 式给出的正交分解成立． 此外，

逐步分解

FB
t = FΣ( B)

t  σ( Y － ∫
∞

t
φ( u) dΣ( B) u ) ，0 ＜ t ＜ ∞

成立，这里 Y≡ 0，如果 α∞ ≡ 0． 否则，Y是 1 个有
协方差矩阵 α∞ 的独立于 FΣ( B)

∞ 的高斯向量．因此，当
α∞ ≡ 0时，FB

∞ = FΣ( B)
∞ ． 否则 FB

∞ = FΣ( B)
∞ ∨ σ{ Y} ．

证 对于固定的 t ＞ 0，定理 3 蕴含了

Bt = Σ ( B) t － ∫
t

0 ∫
∞

u
k( u，v) dΣ ( B) vdu +Y*·∫

t

0
f( u) du，

这里 Y是 1 个有协方差 α∞ 的独立于 FΣ( B)
∞ 的高斯

向量．因此，有

∫
t

0
f( u) dBu = mt·( Y － ∫

∞

t
φ( u) dΣ ( B) u ) ，

这使 σ{ ∫
t

0
f( u) dBu} = σ{ Y － ∫

∞

t
φ( u) dΣ ( B) u} ． 当

t→+ ∞ 时，上式蕴含了第 1 个结论．

3 一些正鞅的联系

令 ( k( t，s) ，t≥ s ＞ 0) 是 1 个阶为 n的 Goursat-
Volterra核，这里 n ∈ N． 假设 f 是 1 个基于 k 的再
生，或者基于相应的 Volterra变换 Σ，并且继续沿用
引言中的记号．考虑由标准布朗运动 W驱动的关于
k的 1 个奇异随机微分方程( 4) ．目的是去描述集合
Y( k) = { P 是 1 个在 ( C( ［0，∞ ) ，Ｒ) ，F*

∞ ) 上的连

续半鞅 X的概率，使得方程( 4) 满足 Σ( X) 是 1 个布
朗运动且对于所有 0 ＜ t ＜ ∞，FΣ( X)

t 是独立于

∫
t

0
f( s) dXs 的 } ．

由定理 3 知 α∞ ≡ 0 当且仅当对于所有 i，
‖fi‖ = ∞ ． 陈述集合 Y( k) 的如下统一特性描述．
定理 4 如果 α∞ ≡ 0 ，则以下命题等价:
( i) P∈ Y( k) ;

( ii) P满足 B + Y* ·∫
·

0
f( s) ds，这里 B是 1个标

准布朗运动，Y是 1个独立于 FB
∞ 的随机变量向量;

( iii) 存在 1 个正函数 h∈C1，2 ( Ｒ + × Ｒn，Ｒ + ) 使

得 h(·，∫
·

0
f* ( s) dBs ) 是 1 个期望为 1 的连续 ( P0，

F) 鞅，并且 P = Ph
0 有 Ph

0 Ft
= h( t，∫

t

0
f* ( s) dBs ) ·

P0 Ft
，0 ＜ t ＜ ∞，这里 P0 代表维纳测度．

证 ( i)  ( ii) 令 P ∈ Y( k) ． 定理 3 蕴含了

存在 1 个向量 Y使得 P满足 X0
t + Y

*·∫
t

0
f( u) du． 联

合假设 α∞ ≡ 0得到 X0 是 1 个布朗运动．因此，说明

Y是独立于 X0的．由( 8) 式得 Y = ∫
∞

t
φ( u) d Bu +αt·

∫
t

0
f( u) dXu ;向量 ∫

t

0
f( u) dXu 是独立于 B 的，因此它

同样是独立于 X0 的．所以，当 Z∈ L2 ( FX0
∞ ) 时，对任

意固定的 t≥ 0，有

[E E［Z FX0
t ］φ( Y － ∫

t

0
φ( u) dBu ]) =

E［Z］ [E φ( Y － ∫
t

0
φ( u) dBu ]) ，

对任意有界函数 φ: Ｒn → Ｒ． 令 t → ∞ 得到
E［Z·φ( Y) ］ = E［Z］E［φ( Y) ］，蕴含了独立性要求．
( ii)  ( i) 令 k是 1 个 Goursat-Volterra核．通

过 f 定义 1 个基于 k 的再生，设 Xt = Bt + Y* ·

∫
t

0
f( s) ds ( t ＞ 0) ． 对固定的 t ＞ 0，∫

u

0
f( u) dBu ∈Γ ( k)t ，

可以写作

Xt － ∫
t

0∫
u

0
k( u，v) dXvdu = Bt － ∫

t

0 ∫
u

0
k( u，v) dXvdu =

Σ( B) t ．
这当然是 1 个布朗运动．另外，再用 1 次上述的

讨论可以看到 ∫
t

0
f( u) dXu 是独立于 FΣ( B)

t 的．

( ii)  ( iii) 将 Y的分布表示为 v( dy) ． 对于
任意的可测函数 φ，有

E［φ( Bs + Y
*·∫

s

0
f( u) du: s≤ t) ］= ∫Ｒn

E［φ ( Bs +

y* ·∫
s

0
f( u) du: s ≤ t) ］v( dy) = ∫Ｒn [E exp( ∫

t

0
y* ·

f( u) dBu － 1
2 ∫

t

0
( y* ·f( u) ) 2du) φ( Bs : s≤ t ]) v( dy) ，

这里最后 1 个等式是通过 Girsanov 定理获得． 在
Ｒ + × Ｒn 上的间隔调和函数为

h( t，x) = ∫Ｒn (exp y*·x － 1
2 ∫

t

0
( y*·f( s) ) 2ds) v( dy) ．

( iii)  ( ii) 固定 0 ＜ u≤ t ＜ + ∞，设 ψ( u，

t) = αt·∫
u

0
f( s) ds． 写出显而易见的分解

Bu = ( Bu －ψ
* ( u，t)·∫

t

0
f( s) dBs) +ψ

* ( u，t)·∫
t

0
f( s) dBs，

将右边的第 1 项表示为 Ht
u． 注意到过程 ( H

t
u，u ＜ t)

在 P0 和 Ph
0 下有相同的规律．接下来，简写为

H
∧ t

u = ψ* ( u，t) ·∫
t

0
f( s) dBs = Y*

t ·∫
u

0
f( s) ds，

这里设 Y*
t = αt·∫

t

0
f( r) dBr． s( 0 ≤ s≤ u≤ t) ，

有 E［Ht
sH

t
u］= s － ψ* ( s，t)·∫

u

0
f( v) dv和 ψ* ( s，t)·
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∫
u

0
f( v) dv = ∫

u

0
f* ( v) dv· αt · ∫

s

0
f( r) dr → 0 ( 当

t→∞ ) ，因为 α∞ ≡ 0，得出的结论是依分布收敛
Ht
·→ B ( h)· 成立，这里 B ( h)· 是 1 个 Ph

0 布朗运动．这蕴

含了 H
∧ t
·的收敛同样是 1 个有限极限．但是当且仅当

Y*
t 收敛到有限极限 Y* ，最后，从以上讨论看到 Y*

是独立于 FB( h)
∞ 的，定理 4 得证．

注 1 本文的主要结果推广了文献［3，15］的一
些结果，为文献［15］中所介绍和研究的带有条件和
约束的随机微分方程提供了 1 个明确的例子． 推论
2 给出形如( 4) 式的奇异方程和渐进的扩张滤过可
以很容易地应用于文献［4，16-17］中阐述的内线交
易模型．
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The Several Ｒesults of Singular Linear Stochastic Differential Equations

HU Hua
( School of Mathematics and Computer Science，Ningxia University，Yinchuan Ningxia 750021，China)

Abstract: The type with Goursat kernel function retained the Wiener measure on the Volterra transformation is stud-
ied． This kind of kernel function satisfy a self-reproduction property． Some results on the inverses of the associated
Gramian matrices which lead to a new self-reproduction property are provided． And it links with the classical repro-
duction property． The result is applied to a class of singular linear stochastic differential equation with corresponding
filter decomposition’s study． The equation is regarded as some non-standard decomposition of generalized bridges．
Key words: stochastic differential equations; Volterra transform; Brownian motion; enlargement of filtrations; Gour-
sat kernels; self-reproducing kernels

(责任编辑:曾剑锋)

053 江西师范大学学报( 自然科学版) 2015 年


