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杆振动方程的高阶紧致差分格式
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摘要:利用不同节点处空间导数的线性组合等于函数值线性组合，或者利用方程自身，得到了梁振动方
程的 3 个模板小、精度高的高阶紧致差分格式，通过分析得到它们都是无条件稳定的．最后借助数值算例
验证了理论分析的正确性，格式具有非常高的精度．
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0 引言

考虑等截面梁横向自由振动方程的周期初值

问题

utt + a2uxxxx = 0， ( 1)
u( x，0) = f1 ( x) ，ut ( x，0) = f2 ( x) ， ( 2)
u( x，t) = u( x + 2π，t) ， ( 3

{
)

其中 a = EJ / ( ρA) ，E为单位面积梁的质量，A为梁
横截面积，E为材料弹性模量，J为截面对中心轴的
惯性矩，EJ为抗弯刚度，它们均为常数．这是 Bouss-
inesq类方程的简化模型［1］．对梁振动方程的数值方
法已经有了很多的研究，一般的数值格式的精度仅

为 O( τ2 + h2 ) ． 文献［2-3］研究了其广义差分法，文
献［4-5］研究了其无条件稳定的辛算法．
高阶紧致格式由于其在相同节点模板的情况下

比通常差分格式精度更高，具有精度高、模板小、易
于处理边界条件等优点而受到很大的关注［6-12］，其

基本思想是利用不同节点处空间导数值的线性组合

等于不同节点处函数值的线性组合，利用待定系数

法，根据不同的精度要求得到这些组合系数，也就是

把通常情况下的导数值用邻近几个点的函数值显式

表示转变成充分利用周围点的信息，把邻近几个点

的导数值组合起来用相应点的函数值隐式表示［6］．
这里虽然是隐式，但是对于一般隐式格式而言，并不

增加计算的复杂度，然而精度却得到了很大的提高．
本文把上述数值格式的构造思想应用到梁振动

方程中．同时，充分利用梁振动方程本身，通过把通
常数值格式的误差主项的高阶空间导数用时间导数

代替，得到了比同样网格节点高 2 阶的紧致差分格
式．通过 Fourier分析，这些格式是无条件稳定的．

1 差分格式的构造

对求解区域做网格剖分，设 h 和 τ 分别表示空
间 x方向和时间 t 方向的步长，用 2 族平行线 xj =
jh，tn = nτ( j = 0，1，…，J; n = 0，1，…，N) 将原时空
区域［0，2π］×［0，T］做一致网格剖分．
为了获得更高的精度，采用文献［6，9-10］的隐

式格式离散空间导数，对 4 阶导数的离散有
αf( 4)j －1 + f( 4)j + αf( 4)j +1 = b( fj+3 － 9fj+1 + 16fj － 9fj－1 +

fj－3 ) / ( 6h
4 ) + a( fj+2 － 4fj+1 + 6fj － 4fj－1 + fj－2 ) /h

4，

其中 a，b，α是待定参数．将以上各个点的导数值和
函数值在 xj 处做泰勒展开，并且根据 hm ( m = 0，1，
2，…) 合并同类项，得到 2 阶、4 阶、6 阶精度的线性
方程组
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根据前 2 个约束条件，以 α为自由参数，得
a = 2( 1 － α) ，b = 4α － 1，



此时截断误差主项为 ( 7 － 26α) h4 f( 8) ( xj ) /240．
当 α = 1 /4 时，得到 4 阶紧致格式
1
4 f( 4)j －1 + f( 4)j + 1

4 f( 4)j +1 =

3
2

fj+2 － 4fj+1 + 6fj － 4fj－1 + fj－2
h4 ． ( 4)

当 α = 7 /26 时，得到 6 阶紧致格式
7
26f
( 4)
j －1 + f( 4)j + 7

26f
( 4)
j +1 =［fj+3 + 114fj+2 － 465fj+1 +

700fj － 465fj－1 + 114fj－2 + fj－3］ ( 78h
4 ) ， ( 5)

此时截断误差主项为 193h6 f( 10) ( xj ) /393 120．
为方便起见，把( 4) 式和( 5) 式写成差分算子的

形式

A1 ( fxxxx ) j = B1 fj，A2 ( fxxxx ) j = B2 fj，
其中A1fj = fj－1 /4 + fj + fj+1 /4，B1fj = ( 3fj+2 － 12fj+1 +
18fj － 12fj－1 + 3fj－2 ) / ( 2h

4 ) ，A2 fj = 7fj－1 /26 + fj +
7fj+1 /26，B2 fj = ( fj+3 + 114fj+2 － 465fj+1 + 700fj －
465fj－1 + 114fj－2 + fj－3 ) / ( 78h

4 ) ．
对梁振动方程( 1) 构造 2 个紧致差分格式:

格式( A)
un+1
j － 2un

j + un－1
j

τ2
+ a2

4 A
－1
1 B1·

( un+1
j + 2un

j + un－1
j ) = 0 ;

格式( B)
un+1
j － 2un

j + un－1
j

τ2
+ a2

4 A
－1
2 B2·

( un+1
j + 2un

j + un－1
j ) = 0．

通过 Taylor展开及其前面高阶紧致格式的推导
过程分析可知，格式( A) 的局部截断误差为 O( τ2 +
h4 ) ，格式( B) 的局部截断误差为 O( τ2 + h6 ) ． 在同
样的模板节点下，格式( A) 与( B) 均比通常的中心
格式高 2 阶．
为了构造第 3 个高阶紧致格式，给出如下记号．
令 δ2t u

n
j，δ

2
xu

n
j，δ

4
xu

n
j 分别是关于时间和空间的 2

阶和 4 阶中心差分，其截断误差均为 2 阶．为提高计
算精度，在此保留其误差主项，把其中的高阶空间导

数用原方程代替．
δ4xu

n
j
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6
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对于
h2

6a2
4

t2x2( )u n

j
中关于 x的 2 阶偏导数用如下 5

点 4 阶格式

2

x2( )u n

j

= 1
12h2［－ un

j－2 + 16un
j－1 － 30un
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16un
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n
j /h

2 ( 8)
去逼近．
把( 7) 式和( 8) 式代入( 6) 式得

4

x4( )u n

j

=
δ4xu

n
j

h4 + 1
6a2τ2

δ2t δ
2
x，4u

n
j +

1
80a2τ2

δ2t δ
4
xu

n
j +

O( τ2 + h6 ) ， ( 9)
把( 9) 式代入到梁振动方程( 1) 中，并把时间导数用
相应的 2 阶中心差商离散，舍弃相应的高阶项，得到
高阶紧致差分格式:

格式( C) 1
τ2
δ2t 1 + 1

6 δ
2
x，4 + 1

80δ
4( )x un

j + a2
4·

1
h4 δ

4
x ( u

n+1
j + 2un

j + un－1
j ) = 0．

格式( C) 的局部截断误差是 O( τ2 + h6 ) ． 这样
充分利用了原方程所提供的信息，在不增加网格节

点的情况下，把空间精度由 2 阶提高到了 6 阶，而计
算的复杂度与空间是 2 阶的隐格式是一样的． 由于
此模板每个时间层只用到了 5 个节点，它应该比同
样具有 6 阶精度的格式( B) 更省时． 这将在数值实
验中得到验证．

2 稳定性分析

本节分析格式的稳定性，为此先给出如下引理．
引理 1［13］ 实系数 2 次方程

Ax2 + Bx + C = 0，A ＞ 0 ( 10)
的 2 个根的模小于等于 1 的充要条件为 A － C≥ 0，
A + B + C≥ 0，A － B + C≥ 0．
利用 Fourier 分析法研究差分格式的稳定性．令

un
j = ρn ( ω) eijα，其中 i2 = － 1，－ π ＜ α = ωh ＜ π，
ω是波频率，把它代入
A －1

k Bku
n
j = λku

n
j，k = 1，2，δ2xu

n
j = λ3u

n
j，δ

4
xu

n
j = λ4u

n
j，

从而得到差分算子A －1
1 B1，A

－1
2 B2，δ

2
x，δ

4
x 的特征值

分别为

λ1 = 6( cos α － 1) 2

( ( cos α) /2 + 1) h4
，λ2 = 4( cos α － 1) 2( cos α + 59)

39( ( 7cos α) /13 + 1) h4
，

λ3 = － 4sin2 α
2 ，λ4 = 16sin4 α

2 ．

把 un
j = ρn ( ω) eijα 分别代入格式 ( A) ，( B ) 和

( C) ，则得到其分别如( 8) 式的特征方程．
定理 1 梁振动方程周期初值问题 ( 1 ) ～ ( 3 )

的 3 个 3 层格式( A) ，( B) 和( C) 是无条件稳定的．
证 将格式( A) 或格式( B) 改写成
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1 + a2

4 τ
2A －1

k B( )k un+1
j + 1

2 a2τ2A －1
k Bk －( )2 un

j +

1 + a2

4 τ
2A －1

k B( )k un－1
j = 0．

令 un
j = ρn ( ω) eijα，得到其特征方程为

1 + a2
4 τ

2λ( )k ρ2 + 1
2 a2τ2λk －( )2 ρ + 1 + a2

4 τ
2λ( )k = 0．

由引理 1 知

A = 1 + a2

4 τ
2λk，B = 1

2 a2τ2λk － 2，C = 1 + a2

4 τ
2λk ．

显见 A － C≥ 0，A + B + C = a2τ2λk ＞ 0，A －
B + C = 4 ＞ 0，故特征方程 2 个根的模不超过 1，即
Von Neumann条件成立． 由于特征方程不可能有等
于 1 或 － 1 的重根，因此，格式( A) 和格式( B) 是无
条件稳定的．用同样的方法可以证明格式( C) 也是
无条件稳定的．

3 数值算例

考虑如下 4 阶梁振动方程的周期边值问题
utt + uxxxx = 0，
u( x，0) = sin x，ut ( x，0) = 0，
u( x，t) = u( x + 2π，t

{
) ，

易知其解析解为 u( x，t) = sin xcos t．
下面考察时空方向的收敛阶． 给出如下记号和

公式:

enj = un
j － u( xj，tn ) ，‖en‖2 = h∑

j
enj槡

2，

‖en‖! = max
j

enj ，

order = ln( ‖e( s1 ) ‖p / ‖e( s2 ) ‖p ) ln( s1 / s2 ) ，
其中 s1，s2 表示 2 种不同的网格步长．
首先检验格式在时间方向的精度． 为此取固定

的空间步长，如 h = π /80，而取不同的时间步长 τ，
如 1 /10，1 /20，1 /40，1 /80，表 1 列出了当 t = 5时 l2

范数和 l!范数的误差和时间收敛阶以及计算所消
耗的时间．从表 1 可看出所构造的 3 个格式在时间
方向均是 2 阶收敛的． 由于格式 ( A) 和 ( C) 均是 5
个节点模板，它们的计算时间大致相同，比 7 个节点
模板的格式( B) 消耗的时间更短．
然后，考察空间方向的收敛精度．为此取足够小

的时间步长，以使时间离散产生的误差足够小，取

τ = 0． 000 1，h分别取 π /4，π /8，π /16，所得到的数
值误差和收敛阶以及所消耗的计算时间如表 2 所
示．从表 2 可以看出，随着步长的减小，误差迅速减
小，达到了预期的收敛阶．而且格式( B) 与( C) 有相
同的收敛精度，但是格式( C) 计算所消耗的时间却
与格式( A) 相当，计算效率比格式( B) 高．
下面用构造的 3 个格式模拟此问题到时间 t =

500． 取 h = π /80，τ = 1 /100，用格式( B) 模拟得到
的各个时刻的波形如图 1 所示，而另外 2 个格式得
到的图形大致相似．由图 1 可以看出，3 个格式均能
在较长的时间内非常准确地模拟原问题，得到的波

形图始终保持正弦波形状，但是振幅随时间发生变

化，这与解本身非常吻合．

表 1 格式的时间精度及计算效率( h = π /80 )

N
格式 A 格式 B 格式 C

‖e‖! 阶 CPU时间 ‖e‖! 阶 CPU时间 ‖e‖! 阶 CPU时间

50 3． 912 1e － 3 － 0． 03 3． 912 1e － 3 － 0． 047 3． 912 1e － 3 － 0． 031

100 9． 886 8e － 4 1． 98 0． 08 9． 886 7e － 4 1． 98 0． 094 9． 886 7e － 4 1． 98 0． 078

200 2． 484 7e － 4 1． 99 0． 14 2． 484 6e － 4 1． 99 0． 170 2． 484 6e － 4 1． 99 0． 141

400 6． 228 1e － 5 2． 00 0． 26 6． 227 4e － 5 2． 00 0． 380 6． 227 3e － 5 2． 00 0． 297

表 2 格式的空间精度及计算效率( τ = 10 －4 )

J
格式 A 格式 B 格式 C

‖en‖2 阶 CPU时间 ‖en‖2 阶 CPU时间 ‖en‖2 阶 CPU时间

8 2． 593 2e － 3 － 1． 73 3． 372 0e － 4 － 1． 73 1． 965 4e － 4 － 1． 72

16 1． 455 9e － 4 4． 15 5． 63 4． 992 1e － 6 6． 07 6． 55 2． 881 5e － 6 6． 09 5． 61

32 8． 879 0e － 6 4． 03 9． 16 7． 230 4e － 8 6． 10 10． 92 5． 907 7e － 8 5． 60 9． 17
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图 1 格式( B)得到的各个时刻的波形
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The High-Order Compact Difference Schemes for the Ｒod Equation

WANG Lan
( College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: Three compact difference schemes with small stencil，high-order for the rod equation are proposed． These
scheme are based on the idea that the combination of spatial derivative at different nodes equaling to the combina-
tion of functions or the original equation itself． These schemes are unconditionally stable by theoretical analysis and
numerical experiments． They are of high accuracy．
Key words: rod equation; high-order compact difference scheme; node stencil
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