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摘要:基于方差相关保费原理研究了聚合风险模型中方差相关保费的非参数估计，并证明了估计的相合性
以及渐近正态性，最后，通过数值模拟的方法验证了估计的大样本性质，给出风险保费的渐近置信区间．
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0 引言

保费是指被保险人参加保险时，根据其投保时

所制定的保险费率，向保险人交付的费用．当保险财
产遭受灾害和意外事故造成全部或部分损失，或人

身保险中人身发生意外时，保险人均要支付保险金．
保费由保险金额、保险费率和保险期限共同决定．保
费定价是精算师对保险产品制定一个合理价格的过

程，从精算的角度来看，保费定价就是要给出一个合

理的保费，它不仅足以应付理赔，而且保证保险公司

有一个预定的收益．对于商业保险来说，保费计算原
理是要在风险和保费之间建立一种对应关系，使风

险较小的被保险人缴纳较少的保费，使风险较大的

被保险人缴纳相对较多的保费，从而达到对被保险

人的公平对待．
精算师根据不同的保险情况选择不同的保费原

理，V． Ｒ． Young［1］提出了 11 种保费原理，而 K． S．
Tan等［2］提出了 17 种保费原理，关于保费原理的研
究可参见文献［3-4］． 然而在保险公司的实际操作
中，最常用的保费原理为期望值保费原理、指数保费
原理、方差保费原理、标准差保费原理等． Y． Chi
等［5］认为方差保费原理与标准差保费原理在精算

学中扮演重要角色，除净保费原理以外，方差保费原

理和标准差保费原理是保险实际中应用最为广泛的

保费． M． Kaluszka［6］通过假设方差保费和标准差保
费的一类凸原则，研究最优再保险问题． K． S． Tan

等［2］研究了标准差保费和方差保费原理下的最优

再保险策略．
注意到方差相关保费原理是融合了方差原理和

标准差原理的一种推广的保费原理，M． Guerra 等［7］

首次提出并在该原理下讨论了最优再保险策略． 随
后，一些学者对方差相关保费原理进行研究［8-9］． 本
文将建立聚合风险模型，研究方差相关保费原理下

风险保费的非参数估计．

1 聚合风险模型下的方差相关保费
原理

非寿险保险一般都是短期保险，短期保险合同

是按相应保单在短期限内发生的索赔水平确定保

费，弥补一次风险的短期保险合同，风险是一个单独

的保单或一组特定的保单． 设随机变量 S 表示保险
人在这一年里对这项风险所支付的索赔总额，随机

变量 S的模型包括聚合风险模型和个体风险模型．
本文主要研究聚合风险模型．如果用 Xj 表示该风险

在该保单期内的第 j次索赔额，而N表示在这个保单
期内的索赔次数，则该保单期内的总索赔为

S = ∑
N

j = 1
Xj，

称该模型为聚合风险模型．一般地，在聚合风险模型
中常假设索赔次数 N和索赔额过程{ Xj，j≥ 1} 满足
如下条件:

( C1 ) 索赔额{ Xj，j = 1，2，…} 与索赔次数 N相



互独立;

( C2 ) 索赔次数 N服从 Poisson分布，即 P( N =
k) = θke －θ / k! ，k = 0，1，2，…;
( C3 ) 索赔额 Xj ( j = 1，2，…) 独立同分布，具有

概率分布函数 FX ( x) ，密度函数 f( x) ，矩母函数
MX ( t) = E( eX1t ) 以及矩 pk = E( Xk ) ，k = 1，2，…．
聚合风险模型是非寿险精算中的一种重要的数

理模型．瑞典精算师 Filip Lundberg 在 1903 年发表
的博士论文中开创了破产理论的研究，首次提出了

聚合风险模型．随着保险精算的发展，该模型受到了
越来越多的学者和保险从业人员的关注，在精算学

中有重要的应用．关于聚合风险模型的研究可以参
见文献［10-12］．
在非寿险中，精算师的重要任务之一就是对保

单制定 1 个合适的保费． 将所有可保风险随机变量

的集合记为 χ．对某个聚合风险 S =∑
N

j = 1
Xj∈ χ，保费

定价是指对风险 S分配 1 个固定的价格 H( S) ．
定义1 设 S∈ χ是取值非负的风险随机变量，

其分布函数为 FS ( s) ，保费原理就是给风险 S 分配
1 个实值泛函 H(·) ，记为 S→ H( S) ．
在精算学中，常用的保费原理有

( i) 净保费原理: H［X］ = E［X］，该原理也称为
等价原理，它只适用于风险中性的保险人;

( ii) 期望值保费原理: H［X］ = ( 1 + α) E［X］，
这里附加保费为 αE［X］，其中 α ＞ 0是参数．它适用
于生命保险，很少用于财产保险和偶然性保险;

( iii) 指数保费原理: H［X］ = log( MX ( α) ) /α，
这里的参数 α ＞ 0 为风险厌恶系数． 指数保费原理
由于其简单的数学形式以及作为风险测度，满足保

费原理的性质，在实际中应用很广泛;

( iv) 方 差 保 费 原 理: H［X］ = E［X］ +
αVar( X) ，这里附加保费与方差成正比，其中 α ＞ 0
仍是参数．它经常适用于财产保险和偶然性保险;
( v) 标 准 差 保 费 原 理: H［X］ = E［X］ +

ασ( X) ，其中 α ＞ 0 为参数，σ( x) 为标准差，H．
Bühlmann［13］提到的标准差保费最常用于财产保险
和意外保险．
与上述保费原理不同，文献［7］提出 1 种新的保

费原理———方差相关保费原理，其具体表述如下．
定义 2 对风险 S，定义 S的方差相关保费为
H( S) = E( S) + g( Var( S) ) ， ( 1)

其中 g( x) 为［0，+ ∞］→［0，+ ∞］的单调递增连
续函数且 g( 0) = 0．
注意到，在方差相关保费原理中，当 g( x) =

ωx( ω为正的参数) 时，该原理为方差保费原理，记

为 V( S) ．而当 g( x) = β槡x( β为正的参数) 时，该原
理为标准差保费原理，记为 π( S) ． 方差保费原理在
实际应用中常被用来作为商业保险保费计算原理，

因为该原理不仅体现保费随风险变化的原则，而且

易于操作．所谓方差保费原理实际上就是净保费加
上附加保费，附加保费就是损失赔付方差的比例．文
献［13］详细介绍了方差保费原理．与方差保费原理
类似，标准差保费原理是净保费加上附加保费，但附

加保费是损失赔付标准差的比例．
而方差相关保费原理是融合了方差保费原理和

标准差保费原理的一种推广的保费原理． 方差相关
保费原理的应用非常广泛，本文主要研究聚合风险

模型下的方差相关保费原理的非参数估计及大样本

性质．

2 方差相关保费原理下风险保费的
非参数估计

2． 1 方差相关保费原理下风险保费

在保险的实际运用中，由于风险是未知的且取

值是随机的． 因此，风险对应的保费 H( S) 是未知
的，称之为风险保费． 但是，保险公司在长期的经营
中可能已经对风险 S有了若干年的索赔记录 S1，S2，

…，Sn，在统计中称之为样本．根据样本的信息，可以
对风险保费 H( S) 进行估计．
对于方差相关保费原理的风险保费，容易验证

满足如下的性质．其证明过程参见文献［14］．
引理 1 由 ( 1) 式给出的风险保费满足独立

性、正的安全负荷、合理风险附加、转移不变性和连
续性等．
记 mk = E( Sk ) 和 MS ( t) 分别表示聚合风险模

型总索赔 S的 k阶矩和矩母函数．
命题1 在模型假设( C1 ) ～ ( C3 ) 下，总索赔 S

的矩母函数为

MS ( t) = E［etS］ = exp( θ( MX ( t) － 1) ) ，
且总索赔 S的前 4 阶原点矩为

m1 = θp1，m2 = θp2 + θ2 ( p1 )
2，m3 = θp3 +

3θ2p1p2 + θ3 ( M'X ( 0) )
3，m4 = θp4 + 3θ2 ( p2 )

2 +
4θ2p1p3 + 6θ3 ( p1 )

2p2 + θ4 ( p1 )
4 ．

根据命题 1，容易得到风险保费更简洁的形式．
命题 2 在模型假设( C1 ) ～ ( C3 ) 下，基于方

差相关保费原理的聚合风险 S对应的风险保费为
H( S) = θp1 + g( θp2 ) ．
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2． 2 聚合风险模型下风险保费的非参数估计

设 Si =∑
Ni

j = 1
Xij表示第 i年的总索赔额，满足聚合

风险模型的假设( C1 ) ～ ( C3 ) ，各年之间的索赔都

是独立的，则 S1，S2，…，Sn可看成 S的1个统计样本．
若用 S的经验分布函数估计其分布函数，则容易得
到风险保费 H( S) 的非参数估计为

H
∧
( S) = 1

n∑
n

i = 1
Si (+ g 1

n∑
n

i = 1
( Si )

2 －

1
n∑

n

i = 1
S( )i )2

→ H( S) ，a． s．，

这证明了估计的强相合性．
当 g( x) = ωx 时，方差保费 V( S) 的非参数估

计为

V
∧
( S) = 1

n∑
n

i = 1
∑
Ni

j = 1
Xij + (ω 1

n∑
n

i =
(

1
∑
Ni

j = 1
X )ij

2
－

1
n∑

n

i = 1
∑
Ni

j = 1
X( )ij )2
，

可以得到如下推论．

推论 1 当 n→ ∞ 时，V
∧
( S) 是方差保费 V( S)

的强相合估计，即 V
∧
( S) → V( S) ，a． s． ．

当 g( x) = β槡x时，标准差保费 π( S) 的 1个非
参数估计为

π
∧
( S) = 1

n∑
n

i = 1
∑
Ni

j = 1
Xij +

β 1
n∑

n

i =
(

1
∑
Ni

j = 1
X )ij

2
－ 1

n∑
n

i = 1
∑
Ni

j = 1
X( )ij槡

2
，

有如下推论．

推论 2 当 n → ∞ 时，π
∧
( S) 是标准差保费

π( S) 的强相合估计，即 π
∧
( S) → π( S) ，a． s． ．

另一方面，考察估计 H
∧
( S) 的渐近正态性，有如

下命题．

命题 3 当 n→∞ 时，H
∧
( S) 是 H( S) 的渐近正

态估计，即

槡n( H
∧
( S) － H( S) ) →

L
N( 0，σ2 ) ，

其中渐近方差为

σ2 = ( 1 － 2θp1g /( μφ) )
2θp2 + 2g /( μψ) ( 1 －

2θp1g /( μφ) ) ( θp3 + 3θ2p1p
2
2 － θ2p1p2 ) +

g /( μψ) ［θp4 + 3θ2p22 + 4θ2p21p3 + 6θ3p21p2 + θ4p41 －
( θp2 + θ2p21 )

2］，

这里 μφ = M'S ( 0) ，μψ = M″S ( 0) ．

证 记

Φi = Si，Ψi = S2
i，μφ = E( Φi ) ，μψ = E( Ψi ) ，

σ2
φ = Var( Φi ) ，σ

2
ψ = Var( Ψi ) ，Cφψ = Cov( Φ，Ψ) ．

根据命题 1 知，
μφ = θp1，σ

2
φ = θp2，μψ = M″S( 0) ，σ

4
ψ = M( 4)S ( 0) －

( M″S( 0) )
2，Cφψ = M( 3)S ( 0) － θp1M″S( 0) ，

从而( Φi，Ψi ) ( i = 1，2，…，n) 可以看成是 ( Φ，Ψ)
的样本．由独立同分布的中心极限定理得

槡n ( )Φ
Ψ

－ μφ

μ( )( )
ψ

→
L

N 0，
σ2

φ Cφψ

Cφψ σ2( )( )
ψ

．

令 f( φ，ψ) = φ + ω( ψ － φ2 ) ，f( φ，ψ) 的偏导数
在( μφ，μψ ) 邻域内连续．注意到，

h( Φ，Ψ) = 1
n∑

n

i = 1
Si (+ g 1

n∑
n

i = 1
S2
i －

1
n∑

n

i = 1
S( )i )2

= H
∧
( S) ，

h( μφ，μψ ) = E( S) + g( Var( S) ) = H( S) ，
则由 Cramer定理［15-16］有

槡n( H
∧
( S) － H( S) ) →

L (N 0，( h /( μφ ) ，

h /( μψ ) )
σ2

φ Cφψ

Cφψ σ2( )
ψ

h /( μφ )

h /( μψ
( ) )

)
，

其中 h /( μφ ) = 1 － 2μφg /( μφ ) ，h /( μψ ) =
g /( μψ ) ．
由此得到

( h /( μφ ) ，

h /( μψ ) )
σ2

φ Cφψ

Cφψ σ2( )
ψ

h /( μφ )

h /( μψ
( )) =

( 1 － 2μφg /( μφ ) )
2σ2

φ + 2Cφψg /( μψ )

( 1 － 2μφg /( μφ ) ) + ( g /( μψ ) )
2σ2

ψ =
( 1 － 2θp1g /( μφ ) )

2θp2 + 2g /( μψ ) ·
( 1 － 2θp1g /( μφ ) ) ( M

( 3)
S ( 0) － θp1M″S ( 0) ) +

( g /( μψ ) )
2 ( M( 4)S ( 0) － ( M″S ( 0) )

2 ) =
( 1 － 2θp1g /( μφ ) )

2θp2 + 2g /( μψ ) ·
( 1 － 2θp1g /( μφ) ) ·［θM

( 3)
X ( 0) +

3θ2M'X ( 0) M″X ( 0) － θ2p1M
2
X ( 0) ］+

( g /( μψ ) ) )
2［θM( 4)X ( 0) + 3θ2 ( M″X ( 0) )

2 +
4θ2M'X ( 0) M

3
X ( 0) + 6θ3 ( M″X ( 0) )

2M2
X ( 0) +

θ4 ( M'X ( 0) )
4 － ( θM2

X ( 0) + θ2 ( M'X ( 0) )
2 ) 2］ =

( 1 － 2θp1g /( μφ ) )
2θp2 + 2g /( μψ ) ·

( 1 － 2θp1g /( μφ ) ) ( θp3 + 3θ2p1p
2
2 － θ2p1p2 ) +

( g /( μψ) )
2［θp4 + 3θ2p22 + 4θ2p21p3 + 6θ3p21p2 + θ4p41 －

( θp2 + θ2p21)
2］，
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即槡n( H
∧
( S) － H( S) ) →

L
N( 0，σ2 ) ．

推论 3 当 n→ ∞ 时，H
∧

Var ( S) － HVar ( S) 是渐
近正态的，即

槡n( H
∧

Var ( S) － HVar ( S) ) →
L

N( 0，σ2
Var ) ，

其中渐近方差为

σ2
Var = ( 1 － 2ωθp1 )

2θp2 + 2ω( 1 － 2ωθp1) ［θp3 +
3θ2p1p

2
2 － θ2p1p2］ + ω2［θp4 + 3θ2p22 + 4θ2p21p3 +

6θ3p21p2 + θ4p41 － ( θp2 + θ2p21 )
2］．

推论 4 当 n→∞ 时，π
∧
( S) － π( S) 是渐近正

态的，即

槡n( π
∧
( S) － π( S) ) →

L
N( 0，σ2

std ) ，

其中渐近方差为

σ2
std = ( 1 － βθp1 ( θp2 )

－1 /2 ) 2θp2 + β( θp2 )
－1 /2 －

β2θ3p1p2 ( θp3 + 2θp1p2 ) + β2θ2p2 ( p4 + 2θp22 +
4θp1p3 +4θ2p21p2 ) /4．

3 数值模拟

将利用数值模拟的方法验证聚合风险下方差保

费估计 H
∧

Var ( S) 和标准差保费估计 π
∧
( S) 的相合性，

并构造置信区间，验证其渐近正态性． 假定 Xi ( i =
1，2，…) 独立同分布且服从指数分布，密度函数为
f( x) = λe －λx，x ＞ 0．因此有

θp1 = θ /λ，θp2 = 2θ /λ2，M″X ( 0) = 2 /λ2，

M( 3)X ( 0) = 6 /λ3，M( 4)X ( 0) = 24 /λ4 ．
在模拟中，取ω = 0． 2，β = 0． 2，λ = 2，θ = 1，则

方差保费与标准差保费分别为

V( S) = θp1 + ωθp2 = 0． 6，

π( S) = θp1 + β θp槡 2 = 0． 64，
渐近方差分别为

σ2
Var = ( 1 － 2ωθp1 )

2θp2 + 2ω( 1 － 2ωθp1) ［θp3 +
3θ2p1p

2
2 － θ2p1p2］ + ω2［θp4 + 3θ2p22 + 4θ2p21p3 +

6θ3p21p2 + θ4p41 － ( θp2 + θ2p21 )
2］ = 2θ( 1 －

2ωθ /λ) 2 /λ2 + 2ω( 1 － 2ωθ /λ) ( 4θ2 + 6θ) /λ3 +
ω2 ( 24θ + 36θ2 + 12θ3 + θ4 ) /λ4 － ( θ4 + 4θ2 +
4θ3 ) /λ4，

σ2
std = ( 1 － βθp1 ( θp2 )

－1 /2 ) 2θp2 + β( θp2 )
－1 /2 －

β2θ3p1p2 ( θp3 + 2θp1p2 ) + β2θ2p2 ( p4 + 2θp22 +

4θp1p3 +4θ2p21p2 ) /4 = 2θ( 1 － βθ 2槡 θ /λ2 ) 2 /λ2 +

( ( 2βθ /λ2 ) －1 /2 － β2θ / 2槡 θ) ( 6θ + 4θ2 ) /λ3 + β2 ( 24 +

32θ + 8θ2 ) / ( 槡4 2λ3 ) ．
分别取 n = 10，30，50，200，500，800，1 000进行

模拟，每次模拟重复 5 000 次，计算得到估计的均方
误差及置信区间如表 1 所示．
取定不同的α，在给定的 n下得到方差保费和标

准差保费的 1 － α /2置信度的置信区间如表 2所示．

表 1 聚合风险模型下方差保费和标准差保费的经验估计的相合性模拟

样本容量 n 10 30 50 200 500 800 1 000

方差保费的均方误差 0． 079 8 0． 029 1 0． 017 6 0． 004 4 0． 001 4 0． 001 1 0． 000 8

标准差保费的均方误差 0． 044 7 0． 022 0 0． 008 3 0． 002 5 0． 002 1 0． 001 1 0． 000 4

表 2 不同置信水平 α下的近似置信区间

n = 30 n = 200 1 000
置信水平 α

0． 05 0． 01 0． 05 0． 01 0． 05 0． 01

方差保费的

置信区间
( 0． 28，0． 91) ( 0． 18，1． 01) ( 0． 48，0． 72) ( 0． 44，0． 76) ( 0． 54，0． 65) ( 0． 53，0． 67)

标准差保费

的置信区间
( 0． 45，0． 64) ( 0． 54，0． 79) ( 0． 51，0． 70) ( 0． 53，0． 78) ( 0． 56，0． 75) ( 0． 51，0． 76)
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The Nonparametric Estimation of Ｒisk Premium under
Variance Ｒelated Premium Principle

WEN Limin1，2，ZHANG Linna1，ZHANG Mei1，FANG Jing1

( 1． Department of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China;
2． Department of Information and Management，Jiangxi University of Finance and Economics，Nanchang Jiangxi 330013，China)

Abstract: Based on variance related premium principle，the nonparametric estimation of the variance related premi-
um principle in the aggregate risk models is studied，and the consistency and asymptotic normality of the estimator
are proved． Finally，the large sample properties of the estimation through numerical simulation are verified and the
asymptotic confidence intervals of the risk premium are given．
Key words: variance related premium principle; nonparametric estimation; consistency; confidence interval
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