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摘要:考虑纵向数据的线性误差模型，其中协变量含有测量误差．使用 2 次函数推断方法得到回归参数
的估计，证明所得到的估计渐近地服从正态分布;对参数的假设检验问题，证明所得统计量渐近地服从

χ2 分布，并通过数值模拟讨论方法的有限样本性质．最后，该方法被用于 1 组艾滋病数据的实证分析中．
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0 引言

数据的测量误差问题广泛存在于实际中．如果忽
略测量误差问题，直接对相应模型的参数进行估计，

那么所得的估计统计量是有偏的，因而也是不相合

的．在独立数据的假定下，W． A． Fuller 等［1-2］介绍线
性回归模型和非线性回归模型下的参数估计问题．
对于纵向数据，也有大量文献研究混合模型和

转移误差模型的统计推断问题． J． Buonaccorsi 等［3-4］

考虑了线性和非线性混合模型中的测量误差问题．
W． Pan等［5］研究了广义转移误差模型的极大似然
估计．以上文献所得结论需要对模型的分布做一些
特别的假定． Zhang Tao等［6］讨论了相关结构对参数
估计的影响，但是没有考虑数据的测量误差问题．
在没有假定任何分布的条件下，对含有测量误

差问题的纵向数据模型的统计推断往往因个体内部

相关结构而变得复杂． 目前国内对这一领域问题的
研究，往往建立在一种工作独立的基础上，即忽略纵

向数据个体内部的相关结构［2］． 但是该假定会导致
估计参数效率的损失．因而，提高参数估计效率的一
个方法就是在估计过程中考虑个体的相关结构． A．
Qu等［7］提出了 2 次推断函数方法，把广义矩方法推
广到纵向数据． Lai Peng 等［8-10］从不同的角度推广了
2次函数方法． 但是以上文献没有考虑测量误差问
题．陈广雷等［11-12］考虑变系数模型的测量误差问题．

本文考虑纵向数据的线性模型，其中假设响应

变量为连续，部分协变量含有测量误差．在估计的过
程中，通过 2 次推断函数方法考虑个体内部的相关
结构．与现有处理纵向数据测量误差问题的文献相
比，本文是在没有假定任何分布的情况下考虑个体

的相关结构．

1 模型和参数估计过程

令 Y i 为 ni × 1维响应变量，Xi，Z i 分别为 ni × p

和 ni × q维协变量．假定个体之间的观测相互独立．
考虑如下模型 Y i = Xiβ1 + Z iβ2 + εi，Wi = Z i + Ui，

其中 β = ( β1，β2 ) 表示未知的回归参数向量． 假定
Eεi = 0，EUi = 0; Z i，Ui和 εi不相关．随机误差 εi =
( εi1，…，εini ) ' 的分布是未知的．i，j，令 K =
min( ni，nj ) ，假定 εi = ( εi1，…，εiK ) ' 和 εj = ( ε j1，

…，ε jK ) ' 有相同的协方差结构 VK ．
在真实的协方差矩阵已知的情况下，广义估计

方程为∑
n

i = 1
μ
·

iV
－1
i ( Y i － μ i ) = 0，其中 μ i = Xiβ1 +

Z iβ2，μ
·

i 是 ni × p矩阵，它表示 μ i 对参数 β的 1阶导
数，Vi = A1 /2

i Ｒi ( α) A
1 /2
i ，Ai表示第 i个体的协方差矩

阵对角线元素所构成的矩阵，Ｒi ( α) 表示相关结构

矩阵．上式又可以表示为∑
n

i = 1
( Xi，Z i ) 'A

－1 /2
i Ｒ －1

i ( α) ·

A －1 /2
i ( Y i － Xiβ1 － Z iβ2 ) = 0．



由于 Z i 含有测量误差，提出修正的广义估计方

程为

∑
n

i = 1
{ ( Xi，Wi ) 'A

－1 /2
i Ｒ －1

i ( α) A
－1 /2
i ( Y i － Xiβ1 －

Wiβ2 ) － Diβ} = 0， ( 1)
其中 Di = E［( 0ni×p，Ui ) 'A

－1 /2
i Ｒ －1

i ( α) A
－1 /2
i ( 0ni×p，

Ui) ］．
类似于文献［7］，把 Ｒi ( α) 分解为一系列基矩

阵的线性组合

Ｒ －1
i ( α) = ∑

m

j = 1
αjMj， ( 2)

其中 α1，…，αm 为未知常数，M1，…，Mm 为已知矩

阵．一些已知常用的相关结构都包含在( 2) 式之中．
把( 2) 式代入( 1) 式，可以得到

∑
n

i =1
{ ( Xi，Wi ) 'A

－1 /2
i ( α1M1，…，αmMm) A

－1 /2
i ( Yi －

Xiβ1 － Wiβ2) － ( α1D
( 1)
i ，…，αmD

( m)
i ) β} = 0，

其中D( k)i = E［ξ' iA
－1 /2
i MkA

－1 /2
i ξ i］，ξ i = ( 0ni×p，Ui ) ．

定义 Gn ( β) = n－1∑
n

i = 1
gi ( β) ，其中

gi ( β) =
( Xi，W) 'A

－1 /2
i M1A

－1 /2
i ( Y i － Xiβ1 － Wiβ2 ) － D( 1)i β


( Xi，W) 'A

－1 /2
i MmA

－1 /2
i ( Y i － Xiβ1 － Wiβ2 ) － D( m)i









β

，

则 2 次推断函数定义为
Qn ( β) = G'n ( β) C

－1
n ( β) Gn ( β) ，

其中Cn ( β) = n－1∑
n

i = 1
gi ( β) g' i ( β) ．参数β的估计可

以定义为 β = argmin
β

Qn ( β) ．

2 渐近性质

为了得到参数的渐近性质，需要以下假设:

( S1 ) 参数空间Θ是 Ｒp+q的 1个紧集，真实参数
β0 是其一内点;

( S2 ) 随机误差向量满足 E‖εi‖
4 ＜ + ∞ ;

( S3 ) E‖( Xi，Z i ) ‖
4 ＜ + ∞ ;

( S4 ) 令

lim
x→∞

1
n∑

n

i = 1
E
( Xi，Z i ) 'A

－1 /2
i M1A

－1 /2
i ( Xi，Z i )


( Xi，Z i ) 'A

－1 /2
i MmA

－1 /2
i ( Xi，Z i









)

= J0 ．

引理 1 假定( S1 ) ～ ( S4 ) 成立，则

( i) 当 n → ∞ 时，β ∈ Θ，G
·

n 依概率收敛到

－ J0，Gn( β) 依概率收敛到 J0( β0 － β) ，其中G
·

n( β) =

Gn( β) /β;
( ii) Gn ( β0 ) 满足 Lyapunov中心极限定理条件，

即

n1 /2C －1 /2
0 Gn ( β0 ) →

D
N( 0，Im( p+q) ) ，

其中C0为Cn ( β) 在β0处的极限，Im( p+q) 为m( p + q)
阶单位矩阵;

( iii) β∈ Θ，Cn ( β) 一致收敛于某一 C( β) ．
证 类似于文献［13］可以证明，详细过程略．

定理 1 在( S1 ) ～ ( S4 ) 的假定下，β
∧
依概率收

敛到 β0，且有

槡n( β
∧
－ β0 ) →

D
N( 0，( J'0C

－1
0 J0 )

－1 ) ．
证 根据引理 1，有

槡nGn ( β0 ) →
D

N( 0，C0 ) ， ( 3)

根据 β
∧
的定义，显然有 Qn ( β

∧
) ≤ Qn ( β0 ) ．

由 ( 3) 式得 Qn ( β0 ) = G'n ( β0 ) C
－1
n ( β0 ) ·

Gn ( β0 ) = Op ( n
－1 ) = op ( 1) ，即 Qn ( β

∧
) →

P
0．

据文献［13］的引理 4得 β
∧
→
P

β0，因为 β
∧
满足

Qn ( β) 最小．因而有Q
·

n ( β
∧
) = 0．根据 Taylor展开式

可得

0 = Q
·

n ( β
∧
) = Q

·

n ( β
∧

0 ) + Q¨ n ( β
～
) ( β

∧
－ β0 ) ，

其中 β
～
介于 β

∧
和 β

∧

0 之间．因此有

β
∧
－ β = － Q¨ n

－1 ( β
～
) Q
·

n ( β) ．

注意到Q
¨
n = 2G

·
'nC

－1
n G
·

n + op ( 1) ，结合引理1可

得 Q¨ n ( β
～
) →

P
2J'0C

－1
0 J0，并经过简单计算槡n( β

∧
－

β0 ) 槡= － n( J'0C
－1
0 J0 )

－1 ( J'0C
－1
0 Gn ( β0 ) ) + op ( 1) ．

结合( 3) 式有

槡n( β
∧
－ β0 ) →

D
N( 0，( J'0C

－1
0 J0 )

－1 ) ．
假定参数 β = ( γ，δ) ，其中 γ是 s 维感兴趣参

数，δ 是( p + q － s) 维讨厌参数．定义

δ
～
= argmin

δ
Qn ( γ，δ) ，( γ

∧
，δ
∧
) = argmin

( γ，δ)
Qn ( γ，δ) ，

可以得到定理 2．
定理 2 假定( S1 ) ～ ( S4 ) 成立，对于原假设

H0 : γ = γ0，则

Qn ( γ0，δ
～
) － Qn ( γ

∧
，δ
∧
) →

D
χ2 ( s) ．

证 类似于文献［7］中定理 1 的证明，详细过
程略．
定理 2 提供了一种对感兴趣的回归参数的检验

方法．与定理 1 的渐近正态性结论相比，定理 2 的检
验方法避免了估计参数 γ的协方差矩阵．
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3 数值模拟

将通过数值模拟来说明以上理论的有限样本性

质．在模拟中，产生50个个体，每个个体包含着10次
观测．另一方面，允许每个观测以 0． 2 的概率随机缺
失．考虑如下模型:

y i = β1xi + β2zi + εi，wi = zi + ui ．

对模型参数假定 β1 = β2 = 1，εi服从10维正态
分布 N( 0，σ2

εＲ( ρ) ) ，xi 和 zi 来自多元正态分布
N( μ，I) ，其中 μ = ( 0． 1，0． 2，…，1． 0) '，Ｒ( ρ) 表示
可交换相关结构或者 AＲ( 1) 相关结构，Ui 服从 10
维正态分布 N( 0，σ2

uI) ．在模拟中，设定 σ2
ε = 1． 0和

σ2
u = 0． 62 ．为了估计 D( k) ，对 Wij 进行重复观测． 以
上模拟进行 5 000 次，模拟结果如表 1 所示．

表 1 真实相关结构为可交换的模拟结果

工作相关结构 相关参数 ρ
参数 1 参数 2

偏差 标准差 标准误差 偏差 标准差 标准误差

忽略结构

0． 3 0． 034 0． 053 0． 052 － 0． 123 0． 049 0． 048

0． 5 0． 035 0． 057 0． 055 － 0． 124 0． 051 0． 050

0． 7 0． 033 0． 061 0． 058 － 0． 125 0． 054 0． 053

真实结构

0． 3 － 0． 001 0． 046 0． 046 0． 002 0． 052 0． 049

0． 5 0． 000 0． 042 0． 042 0． 002 0． 047 0． 045

0． 7 － 0． 002 0． 038 0． 036 0． 001 0． 041 0． 040

独立

0． 3 － 0． 001 0． 053 0． 052 0． 002 0． 058 0． 056

0． 5 0． 000 0． 058 0． 055 0． 001 0． 060 0． 058

0． 7 － 0． 002 0． 061 0． 058 － 0． 001 0． 063 0． 061

可交换

0． 3 － 0． 001 0． 047 0． 044 0． 003 0． 053 0． 048

0． 5 0． 000 0． 043 0． 040 0． 002 0． 048 0． 044

0． 7 － 0． 002 0． 038 0． 035 0． 001 0． 042 0． 038

AＲ( 1)

0． 3 － 0． 002 0． 052 0． 046 0． 005 0． 058 0． 050

0． 5 － 0． 001 0． 050 0． 044 0． 005 0． 056 0． 048

0． 7 － 0． 002 0． 046 0． 040 0． 003 0． 051 0． 044

从表 1可以得到结论: 1) 当测量误差完全被忽
略时，对应估计的偏差比较大．而考虑测量误差所得
到的结果，偏差都比较小; 2) 在工作独立的假定下，
随着相关参数 ρ的增大，相应的标准差和标准误差
增大，这表明相关性越强，工作对相关参数的估计效

率越有重要的影响; 3) 当工作相关结构被正确指定
时，所得到的估计最有效．

4 实证分析

本部分对 1 组艾滋病数据进行实证分析． 数据
来自 1984—1991年感染 HIV病毒的 283个个体．数
据包含患者感染 HIV 病毒时的年龄、抽烟情况、感
染前血液中 CD4 细胞的百分比，以及随着观测时间
变化感染 HIV病毒后血液 CD4 细胞的百分比等变
量．本文的目的是研究年龄、吸烟的状态和感染 HIV
病毒前血液中 CD4 细胞的百分比等因素对感染后

血液中 CD4 百分比的影响是否显著．
假定 Yij 表示 CD4细胞的百分比，X1、X2 和 Z分

别表示年龄、吸烟状态和感染艾滋病以前的 CD4 细
胞的百分比．考虑模型

Yij = X1，iβ1 + X2，iβ2 + Ziβ3 + γ0 +∑
3

i = 1
γr tr

ij + εij ．

文献［14］研究了 CD4细胞的测量误差问题．因此假
定 Wi = Zi + Ui ．
由于没有重复测量数据，类似于文献［14］，取

σ2
u 为 W的方差的 15% 和 30% ． 因此，这里假定 σ2

u

分别为 0，10． 536和21． 072等 3种情形，分别在工作
独立、可交换和 AＲ( 1) 相关结构下，表 2 提供了参
数的估计和标准差． 结果显示在 0． 05 的显著水平
下，年龄和吸烟对 CD4 百分比的影响在统计学意义
上是不显著的．而 CD4细胞的百分比和感染 HIV病
毒以前 CD4 细胞的百分比之间存在着强烈的正相
关关系．
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表 2 AID数据的参数估计(标准误差)

情形 参 数
工作结构

独立 可交换 AＲ( 1)

1

年龄 － 0． 072( 0． 078) － 0． 044( 0． 066) － 0． 014( 0． 066)

吸烟 0． 622( 1． 134) 0． 515( 1． 054) 0． 559( 1． 047)

感染前 CD4 细胞 0． 375( 0． 067) 0． 374( 0． 064) 0． 384( 0． 063)

2

年龄 － 0． 090( 0． 079) － 0． 060( 0． 066) － 0． 031( 0． 067)

吸烟 0． 414( 1． 144) 0． 273( 1． 064) 0． 320( 1． 057)

感染前 CD4 细胞 0． 448( 0． 082) 0． 454( 0． 078) 0． 469( 0． 078)

3

年龄 － 0． 116( 0． 081) － 0． 082( 0． 069) － 0． 060( 0． 070)

吸烟 0． 107( 1． 175) － 0． 069( 1． 096) － 0． 052( 1． 088)

感染前 CD4 细胞 0． 557( 0． 109) 0． 576( 0． 103) 0． 606( 0． 105)

根据定理 2，考虑模型参数的假设检验问题．假
定工作相关结构为可交换和 AＲ( 1) ，σ2

u = 0，表 3 给
出相应问题的检验结果． 情形 2 和情形 3 的结果类
似，这里没有单独列出． 表 2 和表 3 显示，对假设检
验问题 β1 = 0，β2 = 0 和 β3 = 0，定理 1 和定理 2 的 2
种方法得到的结论是一致的． 为了检验年龄和吸烟
状态是否同时显著，在可交换相关结构的假定下，计

算统计量的值为 0． 727; 在 1 阶自相关工作结构的
假定下，计算统计量的值为 0． 293，对应的 P 值分别
为 0． 695 1 和 0． 863 8．这表明年龄和吸烟状态不是
显著因素．该结论与现有研究成果［15］是一致的．

表 3 对艾滋病数据参数的假设检验

可交换 AＲ( 1)

原假设 统计量 P值 统计量 P值

β1 = 0 0． 336 0． 562 0． 029 0． 864

β2 = 0 0． 270 0． 603 0． 229 0． 632

β3 = 0 23． 319 0． 000 21． 881 0． 000

( β1，β2 ) = 0 0． 727 0． 695 0． 293 0． 864

5 结论

在前人的工作基础上，考虑了含有测量误差问

题的纵向数据的统计推断． 给出了参数估计的大样
本性质，并且解决了对感兴趣参数的假设检验问题．
模拟结果显示:

1) 直接忽略测量误差所得到的估计是有偏的;
2) 相关结构对参数估计的效率有重要的影响，
当正确的相关结构被指定时，所得到的估计效率

最高;

3) 对 1 组艾滋病数据进行了实证研究，结果表
明，年龄和吸烟状态这 2 个因素对感染 HIV 病毒以

后血液中 CD4 细胞百分比这一指标影响在统计学
意义上是不显著的，而感染以前血液中 CD4 细胞所
占百分比在统计学意义上是显著因素．
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Abstract: A linear model for longitudinal data with continuous responses and error-prone covariates via quadratic in-
ference functions methods is considered． Asymptotic normality of the parameter estimators is established by quadratic
inference functions． In order to testing interested parameter，the statistic that proposed asymptotically follows a chi-
squared distribution． The finite-sample properties of the procedures are studied through Monte Carlo simulations． At
last，an application to a longitudinal study is used to illustrate the procedure developed here．
Key words: longitudinal data; measurement error; QIF method

(责任编辑:曾剑锋)

463 江西师范大学学报( 自然科学版) 2015 年


