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基于属性蕴含的 Q矩阵理论
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摘要: 认知诊断( CD) 是认知心理学与心理和教育测量学相结合的前沿研究领域．在属性间约束关系的
Q矩阵理论中，其认知模型仅考虑了属性集与属性间的层级关系，忽略了属性间可能存在非层级关系的
蕴含关系．该文探讨基于属性蕴含的 Q矩阵生成，以及属性蕴含关系的挖掘．研究成果扩充了现有 Q 矩
阵理论，完善认知诊断的理论、方法和应用．
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0 研究背景

认知诊断( cognitive diagnosis，CD) 是心理学、现
代数学和计算机科学相结合的产物，用于测量个体

特定的知识结构( knowledge structure) 和加工技能
( processing skills) ［1］． 认知诊断对促进教育发展有
举足轻重的作用，特别是 2001 年，美国 NCLB 法案
规定美国政府的学术评估系统应该向每个学生提供

解释性、描述性和诊断性的报告，2002 年美国教育
部随后的草案则详细规定了学生评估报告的要求．
2009 年，奥巴马行政当局提出斥资 43． 5 亿美元启
动《力争上游计划( race to the top) 》，以鼓励各州展
开卓有成效的教育改革，现已正式启动．教育改革需
要教育评估，2009 年《Science》中“Perspective Tech-
nology and Testing”指出必须平衡各州的评估系统．
2010 年 7 月，我国颁布了《2010—2020 年国家中长
期教育改革和发展规划纲要》，随着我国教育改革
的深入发展，认知诊断正成为日益重要的研究课题，

戴海琦［1］、丁树良等［2-10］对认知诊断进行了相关的
研究．
认知诊断模型中，K． K． Tatsuoka 提出的规则空

间模型( rule space model，ＲSM) 是较有影响力的模
型之一［11-12］，是 GＲE、SAT及 PSAT等考试报告与分
析的参考模型． ＲSM 分为两大部分: Q 矩阵理论和
判别分类． Q矩阵理论将被试属性掌握模式转化为
被试在既不猜测也不失误的情况下的理想项目反应

模式，建立不可观察的属性掌握模式( 知识状态) 与

可观察的项目反应模式的对应关系，从而对观察反

应模式进行判别，以达到认知诊断的目的．认知诊断
模型在认知诊断中的重要性是不言而喻的，Q 矩阵
对于大多数认知诊断模型也是不可缺少的，如何评

论 Q矩阵以及 Q 矩阵理论在认知诊断中作用都不
为过［13］．
研究表明，K． K． Tatsuoka的 Q矩阵理论至少存

在两个方面的问题或不足: ( i) K． K． Tatsuoka 认为
布尔代数是 Q 矩阵理论的基础，而此观点是错误
的［2］; ( ii) K． K． Tatsuoka 只考虑属性之间的约束关
系． K． K． Tatsuoka 用 Q阵中行的包含关系给出表征
属性之间关系的邻接矩阵( adjacency matrix) ，然后
构造可达阵、简化 Q 阵( Qr ) 阵，最后确定属性层级

关系［12］． J． P． Leighton等［14］提出先确定属性层级关
系，再对被试进行分类诊断的属性层级方法

( AHM) ．由于 Q矩阵存在错误，在 AHM 的基础上，
丁树良等［2］对 Q矩阵理论作了进一步补充和修正，
修正后的 Q矩阵理论更合理、科学，至此，在属性层
级关系明确的基础上发展起来的 Q 矩阵理论问题
得到比较妥善的解决．
然而，属性之间不仅存在先决关系，还有蕴含关

系，并且先决关系为蕴含关系的特殊形式［13］． 考虑
属性的蕴含关系后，传统的 Q矩阵理论难以表达属
性的蕴含关系，显示了其局限性．若考虑属性间蕴含
关系，怎样确定被试的知识状态的集合和理想反应

模式将成为更具挑战性的问题．



1 国内外研究现状及发展动态分析

截止到 2007 年，心理测量学者们已开发了 60
多种认知诊断模型，其中规则空间方法( ＲSM) 、属
性层级方法( AHM) 与 DINA 模型近年来受到了广
泛关注． M． Gierl 等［15］从逻辑上修正了规则空间模
型，J． P． Leighton等［14］对此工作进行了深化并提出
AHM． AHM与 ＲSM不同的是采取事前分析，即强调
施测前属性层级关系的确定． 丁树良等［2］认同事前
分析，对 Q矩阵理论的错误进行了修正，并且对 Q
矩阵理论进行扩展，给出充分必要 Q 矩阵的定义，
讨论编制高质量的认知诊断测验的原则，以及如何

评估试卷质量的方法．至此，Q矩阵理论在考虑属性
约束关系的前提下比较科学与完备．

ＲSM是由学科专家从测验中抽取出属性，给出
测验关联 Q 阵再导出属性之间的层级关系． 因为
ＲSM项目属性标注的错误而导致 Q矩阵的错误，所
得到的属性之间的层级关系难以保证正确，甚至可

能出现层级关系不唯一的矛盾现象［1］．喻晓峰等［10］

利用贝叶斯网进行结构学习，从被试的属性掌握模

式中挖掘出属性之间的层级关系，模拟实验和实证

研究表明所得到的属性层级关系是有参考价值的．
然而以上这些内容都是在考虑属性约束关系的属性

层级关系的框架下进行讨论的．
文献［11］讨论过属性之间的蕴含关系，指出属

性的先决关系式为蕴含关系的特殊情况．于是，寻求
具有坚实的理论基础且有简单易行的分类方法的新

模型是认知诊断模型发展趋势．

2 属性蕴含的 Q矩阵理论

2． 1 基本概念

蕴含关系的定义: A、B为属性集，A蕴含 B 当且
仅当每个具有 A 中属性的对象就一定具有 B 中的
属性．蕴含的例子非常多，数学中的所有定理都表明
了蕴含关系．如“三角形两边的和大于第三边”，A为
“三角形”，B为“两边的和大于第三边”，A 蕴含 B．
再如，集合论中的关系，一般从自反、对称、反对称及
传递来考察关系的性质．众所周知，具有对称与反对
称的关系一定具有传递性，即对称与反对称蕴含传

递．属性的先决关系为蕴含关系的特殊情况． 再如，
属性 A为同分母分数减法( 5 /6 － 2 /6) ，属性 A1为整

数减法( 5 － 2) ，属性 A2为整数的除法，要掌握属性

A，首先要掌握属性 A1与属性 A2，而 A1与 A2之间没

有先决关系，因此属性集{ A1，A2 } 蕴含属性 A．

2． 2 基于属性蕴含的 Q矩阵生成

首先给出充分 Q矩阵的定义: 所有满足属性蕴
含关系的项目构成充分 Q矩阵．研究科学编制测验
的原则有利于提高认知诊断准确率，命题专家要命

拟符合属性蕴含的考题( 项目) ．因此，充分 Q 矩阵
的生成的重要性不言而喻．充分 Q 矩阵的子矩阵亦
是符合属性蕴含的 Q矩阵．与 K． K． Tatsuoka定义的
充分 Q矩阵不同的是，K． K． Tatsuoka 称所有满足先
决关系的项目构成充分 Q矩阵．
为简单起见，符合属性蕴含的项目称为有效项

目，不符合则称无效项目，所有有效项目便构成了充

分 Q矩阵．如何判定有效、无效项目是生成 Q 矩阵
的关键，杨淑群等［16］曾给出有效、无效对象的判定
方法，但该方法是基于属性层级结构( 即先决关系

为前提) 的基础． 文献［13］指出蕴含关系为先决关
系的特殊情况，基于文献［16］思想，本文给出基于
向后回归思想的缩减法．
首先，基于属性蕴含，什么是有效、无效项目?

本文沿用文献［13］中的记法，{ a，b} → c 表示属性
集 { a，b} 蕴含属性 c，a → b 表示属性 a 蕴含属
性 b．
若有属性蕴含集{ { a，b} → c，c → d } ，若项目

中有属性 a与 b 则一定有属性 c，同时还要满足若
若项目中有属性 c 则一定有属性 d，则该项目为有
效项目，否则为无效项目．
考虑二值属性，若属性个数为 n，则可能的有效

项目有 2n － 1个，这 2n － 1个项目构成初始 Q矩阵，
采用有效、无效项目的判定方法，从 2n － 1个可能的
项目中删除无效项目，便得到充分 Q矩阵．
例 1 求满足蕴含集{ { a，b} → c，c→ d } 的充

分 Q矩阵．
图 1 为具有属性 { a，b，c，d} 的所有可能的项

目，因为有 4 个属性，且皆为二值属性，因此具有 16
个可能项目．显然，项目 1 不是有效项目，因为不存
在没有属性的项目． 项目 14 不是有效项目，因为具
有属性属性 a 与属性 b，但不具有属性 c，不满足
{ a，b} → c蕴含关系．依此可得，项目 2、4、5、6、8、9、
10、12 与 16 为有效项目，项目 1、3、7、11、13、14、15
不是有效项目．所有有效项目( 项目 2、4、5、6、8、9、
10、12) 构成了充分 Q举证．得到的充分 Q矩阵如图
2 所示．
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
a 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
b 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
c 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
d













0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

图 1 Q矩阵

2 4 5 6 8 9 10 12
a 0 0 0 0 0 1 1 1
b 0 0 1 1 1 0 0 0
c 0 1 0 0 1 0 0 1
d













1 1 0 1 1 0 1 1

图 2 充分 Q矩阵

2． 3 属性蕴含的挖掘

如何获取属性蕴含是另一重要的问题． B． Gan-
ter等［17］给出一种生成属性蕴含的方法，下面为文

中的例子．
在集合论中的关系具有一些性质，文中给出常

用的 9 个属性，见表 1 说明． Q矩阵见图 3．

表 1 属性说明

属性简称 属性( 关系性质) 属性定义

r 自反 xＲx对所有 x∈S

i 反自反  xＲx对所有 x∈S

s 对称 xＲyyＲx对所有 x，y∈S

as 不对称 xＲy yＲx对所有 x，y∈S

an 反对称 xＲy且 yＲxx = y对所有 x，y∈S

t 传递 xＲy且 yＲzxＲz对所有 x，y，z∈S

nt 负传递  xＲy且 yＲz xＲz对所有 x，y，z∈S

c 连通 xＲy或 yＲx对所有 x≠y∈S

sc 严格连通 xＲy或 yＲx对所有 x，y∈S

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
r 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 1
i 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0
s 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1
as 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0
an 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0
t 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0
nt 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0
c 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0
sc





























0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0

图 3 一个 Q矩阵

根据文献［17］的方法，可得到如下蕴含关系
集: as→i，an ; { t，c} → nt ; { an，nt} → t ; { s，c} →
nt ; { s，an} → t ; { i，t} → as，an ; { i，an} → as ; { i，
s，as，an，t} → nt ; { r，c} → sc ; { r，nt} → c，sc ; { r，
s，nt，c，sc} → t ; sc→ r，c ; { r，i} → all ．

3 结论

Q矩阵理论对认知诊断不言而喻，基于属性的
先决关系的 Q矩阵理论研究很丰富．但属性关系不
仅限于先决关系，且先决关系是属性蕴含关系的特

殊形式．本文探讨了从属性先决关系推广到蕴含关

系后 Q矩阵理论的延伸，主要研究了 Q矩阵与属性
蕴含之间的关系． 就二值属性，采用向前回归思想，
从所有可能的项目中把不符合属性蕴含关系的项目

删除，即可得到符合属性蕴含关系的完备 Q 矩阵．
采用从形式背景中挖掘属性蕴含的方法，实现从 Q
矩阵中挖掘出属性蕴含．
本文研究为建立 Q 矩阵理论的扩展走出重要

的一步，由此也产生了较多其它相关的问题． 比如，
基于属性蕴含，如何进行辅助属性标定，认知诊断计

算机自适应测验中的题库如何建设，属性的标定对

认知诊断计算机自适应测验题库的开发与维护至关

重要．
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Q Matrix Theory Based on Attribute Implication

YANG Shuqun
( Faculty of Software，Fujian Normal University，Fuzhou Fujian 350007，China)

Abstract: Cognitive diagnosis is a cutting-edge research integrated with cognitive psychology，psychometrics and ed-
ucation measurement． In the Q matrix theory in which the constraint relationships of attributesare considered，the
cognitive model of the theory can be described by a set of attributes and the hierarchical relations among them．
Nonetheless，the model ignores the possible non-hierarchical implication relations． The paper is aimed to explore the
generation of the Q matrix and the method to mine out theattribute application． The research project is also expected
to advance the theories of cognitive diagnosis and to promote its pragmatic application． The research will have a pos-
itive academic value of expanding the field of Q matrix theory．
Key words: implication relation; Q matrix; the generation of the Q matrix
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