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生化反应系统的二项矩和属性因子
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摘要: 化学主方程对生化反应系统提供了一个建模框架，但它的分析与模拟一直是计算系统生物学的一

个挑战．另一方面，矩封闭方法对化学主方程提供了一种逼近，但普通的矩当其阶趋于无穷时并不趋于
0，因此具有局限性．这里，对概率密度函数引进二项矩，它具有 2 个突出的特点: 1) 当二项矩的阶充分大

时二项矩趋于 0; 2) 二项矩能够方便地用来重构相应的概率密度函数．基于二项矩，进一步引进反应物种

的属性因子，它比普通的统计指标( 如噪声强度、Fano因子) 具有某些优势．此外，还给出了用二项矩来表

示噪声强度和 Fano因子的显式公式，并用简单的生物例子来说明二项矩的优势与 3 种统计指标的特征．
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0 引言

随机反应系统广泛存在于自然系统中，如化学

领域的俄勒冈振子( Oregonator) ［1］、生物学领域的基
因调控网［2-3］、生态学领域的微观种群模型［4］等． 为
了特征化这些微观系统的动力学行为，确定性方程

( 即 ODE 方程) 在大多数情形无效，常常需要考虑
反应系统的随机性方程或描述．众所周知，化学主方
程( 描述反应系统中反应物种分子的联合概率密度

的时间演化［5］) 在原理上对任何反应系统提供了一

个数学建模框架．然而，这种方程的分析与模拟一直
是计算系统生物学的一个挑战，到目前为止并没有

很好的方法来处理高维情形( 即反应物种数目是很

多的情形) ． 这是因为化学主方程关于反应物种数
目是指数增长的，因此以前的数值方法，如著名的

Gillespie随机模拟算法［5］和有限状态映射法［6］，具
有有限的应用前景，不能处理高维反应系统的随机

行为．
作为化学主方程的一种近似，矩封闭方法［7-10］

越来越来受到重视．在大多数矩封闭方法中，仅考虑
最初的几个低阶矩，如 1 阶矩和 2 阶矩( 包括原点矩

和中心矩) ． 这些低阶矩主要是用来计算反应系统
中特定反应物种的统计量，如平均( 或期望) 、方差、
噪声强度( 被定义为标准差与平均之比) 、Fano 因子
( 被定义为方差与平均之比) 、分布的偏度( 它特征
化分布的非对称性的程度) 、分布的峰度( 它测量分
布的尖峰的程度) 等． 这些统计指标一方面可以用
来简化随机分析和模拟，另一方面也常常被生物学

家用来刻画某些感兴趣的化学物种的随机涨落程

度，因此被广泛地使用． 然而，当分子数目比较少或
随机涨落比较大时，这些指标具有局限性，甚至不能

很好地刻画反应物种数目或浓度的随机性． 本质原
因是普通的矩当其阶充分大时并不趋于 0 ( 看下面
的例子分析) ．为克服普通矩的局限性，下面将引进
二项矩，其最主要的优势是: 当二项矩的阶趋于无穷

时二项矩趋于 0．
基于二项矩，将进一步( 或自然地) 引进一个定

量化反应物种的随机张量程度的新因子，即属性因

子，它被定义为 2 阶二项矩与 1 阶二项矩之比．这种
新因子的一个突出优点是: 若其值等于 1，则意味着
相应的分布是泊松的( Poissonian) ; 若其值小于 1，
则隐含着相应的分布是次泊松的( sub-Poissonian) ;
若其值大于 1，则隐含着相应的分布是超泊松的



( sup-Poissonian) ．这些特性可类比于 Fano 因子［11］．
属性因子的另一个优点是它能很好刻画基因爆发表

达的特征，这是普通的噪声指标所不能办到的．

1 二项矩的引入

为方便，这里仅考虑 1 维情形．众所周知，一个
概率分布 P( n) 的普通矩在数学上被定义为( 这里
只考虑离散变量情形，完全类似地可考虑连续变量

情形)

〈nk〉= ∑
!

n = 0
nkP( n) ( 原点矩) ，

〈( n －〈n〉) k〉= ∑
!

n = 0
( n －〈n〉) kP( n) ( 中心矩) ．

这里整数 k代表矩的阶．假如对于 k ≥ 3，所有
的高级中心矩都等于 0，则前 2 个矩能够用来重构
此分布( 这是因为在连续随机变量情形时的分布是

高斯分布，它完全由最初的 2 个矩决定) ．然而，2 阶
以上的矩一般并不等于 0，而是当 k→ !时可能会发
散到无穷．为此，考察下列简单的生化例子，其反应
式为

 →
g

X，2X →
d
， ( 1)

其中反应比率 g代表反应物种 X 的生成率，d 代表
X的降解率．让 n代表物种 X在时刻 t 的分子数目，
P( n; t) 代表相应的概率密度函数．假设相应的生化
过程是马氏的，以便化学主方程可以应用，且相应的

主方程为


t
P( n; t) = g［P( n － 1; t) － P( n; t) ］+

d［n( n + 1) P( n; t) － n( n － 1) P( n; t) ］．
感兴趣于静态概率分布，记为 P( n) ． 不难导出

相应的 k阶原点矩和 k阶中心矩分别满足下列迭代
形式:

〈nk+1〉= 1
k∑

k－1

i =0
S k( )i 〈ni〉+ ( － 1) k－i+1 k + 1( )i

〈ni+1[ ]〉，
〈( n －〈n〉) k+1〉=∑

k+1

i =0
( － 1) k+1－i k + 1( )i

〈n〉k+1－i〈ni〉，

其中 k = 0，1，2，…，S = g /d代表系统的静态．用数
学归纳法，不难证明: 〈nk+1〉＞〈ni〉，蕴含着当 k→
!时原点矩并不趋于 0．数值模拟证实了: 当 k→ !时
中心矩也不趋于 0． 这些表明普通矩当它们的阶趋
于无穷时并不趋于 0，见图 1．
由图 1 可得出: 当矩的阶充分大时，普通矩( 原

点矩和中心矩) 并不趋于 0，但二项矩趋于 0，这里参
数值被设为 g = 20，d = 1．

由于普通矩的上述缺陷，故引进二项矩，它被定

义为

bk ( t) = ∑
N≥k

( )N
k

P( N; t) ，k = 0，1，2，…，

这里 ( )N
k
代表普通的二项系数．类似于普通矩的情

形，k 叫做二项矩的阶．这一定义并不奇怪，这是因
为二项矩实际是相应于概率密度函数的母函数在特

定点的泰勒展开式的系数． 事实上，假如 G( z; t) =

∑
∞

n = 0
P( n; t) zn 是概率密度函数 P( n; t) 的母函数，则

并不困难地显示出

bk ( t) =
1
k!
kG( z; t)
zk z = 1

，k = 0，1，2，…

更为重要的是，能够用二项矩来重构相应的概率密

度函数．事实上，有重构公式

P( N; t) =∑
k≥N
( － 1) k ( )k

N
bk ( t) ，N = 0，1，2，…． ( 2)

图 1 一个简单生化例子

下面考察前面的例子，即生化系统( 1 ) ．基于二
项矩的定义并结合化学主方程，并不困难地导出下

列二项矩方程:

dbk

dt = gbk－1 － 2dk( k + 1) bk+1 － dk( k － 1) bk，

其中 k = 0，1，2，…． 注意到: 由于概率的保守性，有
b0 = 1． 有趣的是，对于这一例子，静态二项矩当其
阶趋于无穷时趋于 0，见图 1．此外，能够显示出下列
关系:

bk+1 = 1
( k + 1 [) ! 〈nk+1〉+ ( k + 1) ( k + 2)

2 〈nk〉+

… + ( k + 1 ]) ! ．

更一般地，能够显示出 k阶中心矩，记为 μk ( t) ，
与二项矩具有下列关系:

2 江西师范大学学报( 自然科学版) 2016 年



μk ( t) = ( － b1 ( t) )
k +∑

k－1

i = 0
∑
k－i

j = 1
R( k，i，j) ·

( j! ) ( b1 ( t) )
i bj ( t) ，

其中 R( k，i，j) = ( － 1) i k( )i S( k － i，j) ，S( n，k) =

∑
k

i = 0
( － 1) k－i k( )i in 是第 2 类 Stirling 数［11］．故利用上

述关系，假如预先知道二项矩，则容易给出分布的偏

度( 记为 γ1 ( t) ) 与峰度( 记为 γ2 ( t) ) 的计算公式．
事实上，有

γ1 ( t) =
μ3 ( t)
μ3 /2
2 ( t)
，γ2 ( t) =

μ4 ( t)
μ2
2 ( t)

－ 3．

2 属性因子及其应用

首先，能够用二项矩来表示普通的统计指标．事
实上，根据噪声强度( 记为 NI ) 与 Fano 因子( 记为
FF ) 的定义，能够显示出

NI2 = ( 2b2 + b1 － b21 ) b21，
FF = ( 2b2 + b1 － b21 ) b1 ．
这里 b1 和 b2 分别代表 1 阶二项矩和 2 阶二项

矩．这 2 个统计指标已经广泛用于生化反应系统的
随机分析．类比于噪声强度或 Fano 因子的定义，自
然地引入下列定义:

AF = 2b2 b21，
它代表 2 阶二项矩的 2 倍与 1 阶二项矩的平方之
比，称 AF为属性因子． 显然，上面定义的 3 个统计
量均能够刻画反应物种的随机涨落程度．
为了帮助读者理解上面的定义，下面考察一个

最简单的反应系统，即单物种的生灭过程:  →
g

X →
d
． 让 n表示反应物种 X的分子数目，P( n;

t) 为随机变量 X的概率密度函数，则相应的二项矩
方程为

dbk

dt = gbk－1 － dkbk，k = 0，1，2，…．

由此，容易求得静态二项矩的分析表达: bk =
λk / k! ，其中 λ = g /d． 这样，利用重构公式( 2) 可获
得静态分布，记为 P( n) ，其分析表达式为 P( n) =
e －λλn /n! ，它是一个 Poisson分布，其特征参数为 λ．
由此，很容易计算出此分布的 2 阶二项矩和 1 阶二
项矩，它们是: b1 = λ，b2 = λ2 /2． 这样，NI = 1 /λ，
FF = AF = 1． 回忆起下列事实［12］: 若 FF ＜ 1，则相
应的分布是次泊松的; 若 FF = 1，则相应的分布是
泊松的; 若 FF ＞ 1，则相应的分布是超泊松的． 故

得出: 假如 AF ＜ 1，则相应的分布是超泊松的; 假如
AF = 1，则相应的分布是泊松的; 假如 AF ＞ 1，则相
应的分布是超泊松的．故表明属性因子与 Fano 因子
具有同等的功能．
为了显示出属性因子比 Fano 因子具有更大优

势，分析另外一个例子．这一例子是一个 2 状态的基
因表达模型［13-15］，其生化反应式包括

A
f

g
I，A →

μ
A + X，X →

d
， ( 3)

其中 A 代表基因的活性状态，I 代表基因的非活性
状态，X代表基因产物( mRNA或蛋白质) ，f和 g分
别代表基因从活性状态到非活性状态、从非活性状
态到活性状态的转移率，μ代表基因产物的产生率，
d代表基因产物的降解率． 基于式( 3 ) 的静态主方
程，容易计算出基因产物 X的 3 个统计量:

NI2 = 1
〈n〉+

〈τoff〉
2

( 1 +〈τoff〉) ( 1 +〈τon〉) － 1，

FF = 1 +
〈τoff〉

2

( 1 +〈τoff〉) ( 1 +〈τon〉) － 1〈n〉，

AF = 1 +
〈τoff〉

2

( 1 +〈τoff〉) ( 1 +〈τon〉) － 1，

其中〈n〉= ( μ
～
〈τon〉) /( 〈τon〉+〈τoff〉) 代表基因产

物分子的平均数目( 这里 μ
～
= μ /d) ，〈τon〉和〈τoff〉

分别代表基因处在活性和非活性状态的平均时间，

即〈τon〉= 1 / f，〈τoff〉= 1 /g． 从上面的 3 个显式表
达可看出: 1) Fano 因子和属性因子总是大于 1; 2 )
转录率越大，则噪声强度越小，Fano 因子越大，但噪
声强度属性因子与转录率无关; 3) 假如基因停留在
非活性状态非常长，即〈τoff〉很大，则噪声强度和属
性因子均很大，但 Fano 因子趋于 1 + μ / ( 1 +
〈τon〉) ; 4 ) 假如基因停留在活性状态非常长，即
〈τon〉很大，则噪声强度趋于 1 /μ，Fano因子趋于 1，
属性因子也趋于 1． 由文献［16-17］知，属性因子即
为基因表达的爆发大小．

3 结论与讨论

本文对概率密度函数引入了二项矩以及对反应

物种引进了一种新的统计指标( 即属性因子) ．由上
面的简单例子分析可看出: 二项矩比普通的矩( 如

原点矩和中心矩) 具有更大优势，属性因子也比普

通的统计指标( 噪声强度和 Fano 因子) 在定量化噪
声方面具有更大优势．
尽管上面的二项矩和属性因子的定义是在 1 维

情形给出的，但这些定义亦容易扩充到高维情形．例
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如，一般地，有

bk ( t) = ∑
N≥k

( )N
k

P( N; t) ，

其中 ( )N
k

= ∏
n

i = 1

Ni

k( )
i

，N = ( N1，…，Nn ) ，k = ( k1，

…，kn ) ． 假如想要刻画某个反应物种的随机涨落程
度，则可根据下列公式来计算相应的属性因子:

AF ( i) = 2b ( i)2 ( b
( i)
1 )

2 ．
最后，对于一般的生化反应网络，也能够导出二

项矩的时间演化方程．为此，假如一个反应系统包含

M个反应物种( 记为 Xi ) 和 J 个反应式． 让 r
c
→
s
r

s
代表发生在此反应系统中一个代表性的反应式:

∑
M

i = 1
riXi

c
→
s
r ∑

M

i = 1
siXi，其中化学计量系数是 ri和 si为

非负整数．让向量 N = ( N1，…，NM ) 代表整个系统

的微观状态，其中 Ni 是物种 Xi 的拷贝数，则相应的

二项矩方程为［18］

dbk ( t)
dt = ∑

r→s
( r! ) c [s

r ∑
k

i = 0

s( )i 1 s－i － r( )i 1( )r－i ·

r + k － i( )r
br+k－i ( t ]) ， ( 4)

这里规定: 假如 s = ( s1，…，sM ) 中存在某个成分 si
小于 r = ( r1，…，rM ) 中相应的成分 ri，即 si ＜ ri，则
定义 1 s－i = 0． 容易看出: 1 ) 方程( 4 ) 关于二项矩是
一个线性方程组; 2) 低阶二项矩方程依赖于高阶二
项矩，因此为了获得一个封闭系统，需要截取． 至于
在什么条件下可以截取，需要进一步讨论，这里就不

讨论了．
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The miRNA Regulation-Induced Random Gain and Bimodal Expression

SHI Changhong
( School of Public Health，Guangzhou Medical University，Guangzhou Guangdong 510275，China)

Abstract:While miRNA often post-transcriptionally regulates gene expression through accelerating the degradation
of mRNA，recent studies indicate that miRNA in some cells can regulate the expression of mRNA in a switching
manner． Based on this，in this paper a model of gene expression at the transcription level is established，which con-
siders miRNA post-transcriptional regulation of mRNA degradation． By analytical solution to and numerical simula-
tions of the corresponding chemical master equation，the effect of noise in the miRNA regulation process on the mR-
NA expression is studied both quantitatively and qualitatively． Our analysis shows that this noise can not only raise
the expression level of mRNA ( such a phenomenon is called as random gain) but also can induce the bimodal ex-
pression of mRNA． These results indicate that miRNA post-transcriptional regulation is a mechanism of efficiently
controlling gene expression．
Key words: miRNA; post-transcriptional regulation; random gain; bimodal expression; gene model
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The Binomial Moments and Attribute Factors for Biochemical Reaction Systems

ZHOU Tianshou
( School of Mathematics and Computational Science，Sun Yet-Sen University，Guangzhou Guangdong 510275，China)

Abstract: Chemical master equations ( CMEs) provide a framework for modeling of biochemical reaction systems，
but its analysis and simulation are a challenge in computational systems biology． On the other hand，moment-closure
methods provide approximations for CMEs but ordinary moments have shortcomings，e． g．，they do not tend to zero
as their orders go to infinity． Binomial moments for a distribution are introduced，which have two remarkable fea-
tures: 1) binomial moments tend to zero as their orders go to infinity; 2) they can be conveniently used to recon-
struction of the corresponding distribution． Based on binomial moments，it further introduces the attribution factor of
a reactive species，which has more advantages than common statistical indices such as noise intensity and Fano fac-
tor． In addition，it gives explicit formulae for calculating common statistical indices，and uses simple biological exam-
ples to show advantages of binomial moments and characteristics of three statistics．
Key words: binomial moment; attribute factor; noise intensity; Fano factor; reaction system
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