
第 40 卷 第 1 期 江西师范大学学报( 自然科学版) Vol． 40 No． 1
2016 年 1 月 Journal of Jiangxi Normal University( Natural Science) Jan． 2016

收稿日期: 2015-09-28
基金项目:中国科学院西部之光在职博士研究生课题( Y307YR9101) 资助项目．
作者简介:林 睿( 1972-) ，男，重庆市人，讲师，博士，主要从事光学信息处理的研究．

文章编号: 1000-5862( 2016) 01-0071-06

应用量纲归一化方法改进的
分数傅里叶变换快速算法

林 睿1，2，3

( 1．重庆工商大学计算科学与信息工程学院，重庆 400067;
2．中国科学院国家授时中心，陕西 西安 710600; 3．中国科学院大学，北京 100049)

摘要: 提出了一种实现分数傅里叶变换快速计算的改进算法，该算法将量纲归一化的方法应用到分数傅

里叶变换光学系统中，严格导出了空域、分数傅里叶变换域和傅里叶变换域的采样间隔，并根据该采样间
隔模拟分数傅里叶变换光学系统实现了分数傅里叶变换快速算法．相应的数值模拟实验表明: 该算法计
算的强度值结果与 Kutay的算法相应的计算结果一致; 以 Kutay算法的计算结果为参考，该算法计算的准
确性要优于 Bultheel的算法的计算结果; 与 Kutay的算法和 Bultheel 的算法相比较，该算法的计算速度较
快．实验还表明，该算法的计算结果不会随人为确定的 2 个参数( 波长和透镜焦距) 的变化而变化，具有
良好的稳定性．
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0 引言

分数傅里叶变换( Fractional Fourier Transform，
FRFT) 作为一种能在相空间对输入函数实现任意角
度旋转的数学工具［1］，自从 1993 年被引入光学领域
以来，已经广泛应用于量子力学［2］、光学［3-4］、信号
处理［5-6］、图像处理［7］及通信等领域． FRFT 的数值
计算对于 FRFT 的在各个领域的应用是非常重要
的，到目前为止计算速度最快的一种 FRFT 数值计
算方法是由 H． M． Ozaktas 研究小组提出的分解型
算法［8］，这种算法在计算前必须对输入信号施行量

纲归一化的操作［8-11］．经过量纲归一化操作后，信号
在时域和频域的表示都是无量纲的，这就统一了时

域和频域的尺度，其计算结果接近连续的分数傅里

叶变换的结果．分解型算法目前有 2 种公认的计算
性能较好的且公开了源码的实现算法: M． A． Kutay
编写的算法［12］和 A． Bultheel 编写的算法［13］． 另一
种 FRFT的快速算法是根据光波衍射与分数傅里叶
变换的关系［14］，通过模拟计算光波在分数傅里叶变

换光学系统中的传播来实现相应的分数傅里叶变换

的计算［15-19］，但这种算法的实现都没有进行量纲归

一化的操作，其离散化计算的采样间隔缺乏严格的

数学推导; 并且除了文献［15］在计算中统一了输入
输出的尺度外，文献［16-19］在计算中会涉及到尺度
变换的问题，最终计算结果需要进行插值计算，这就

降低了计算精度和计算速度．
量纲归一化的方法自从 H． M． Ozaktas 提出后，

逐渐在信号处理中得到应用［9-11，20-21］，特别是在处理

chirp信号和线性频率调制( LFM) 信号时应用量纲
归一化已经有较好的效果［10-11，20］．因此，本文在量纲
归一化的条件下提出一种改进的模拟 FRFT 光学系
统实现 FRFT快速计算的算法，即将量纲归一化的
方法应用到 Lohmman 型分数傅里叶变换的光学系
统中，对输入信号的时域和频域施行量纲归一化的

操作，导出了在离散化计算时严格数学意义上的采

样间隔关系，统一了时域和频域信号的尺度，避免了

模拟 FRFT光学系统时的尺度变换，在此基础上实
现了分数傅里叶变换的快速算法．仿真实验表明，以
Kutay的实现算法的计算结果为参考，本文所提算
法较 Bultheel的实现算法的计算更准确; 对于长序
列信号，本文所提算法的计算速度要快于 Kutay 和
Bultheel的实现算法．



1 量纲归一化的采样间隔的推导及
FRFT数值算法

信号 g( x) 的 p 阶连续 FRFT 的线性积分形式
定义［8］为

G( u) = F p{ g( x) } = ∫
!

－!
g( x) Kp ( x，u) dx，( 1)

其中积分核为

Kp ( x，u) =

Cpexp［jπ( u
2 + x2) cotφ － j2πuxcscφ］，0 ＜ p ＜ 2，

δ( u － x) ， p = 0，
δ( u + x) ， p = ± 2

{
．

( 2)

F p{ * } 表示 p 阶 FRFT，φ = pπ /2，Cp =

1 － icot槡 φ． ( 1) 式的定义可以扩展到 － 2 ≤ p≤ 2
之外的所有实数［8］． 在光学中 FRFT 可以采用薄透
镜构成的 FRFT光学单元［22-23］来实现，如图 1所示．

( a) LohmannⅠ型 ( b) LohmannⅡ型
图 1 p阶 FRFT光学实现单元

f是薄透镜焦距，其中图 1( b) 的 2 个薄透镜焦

距相同． f
～
为标准焦距，d 是间距参数，P1 是输入平

面，坐标表示为 x0，P4 是输出平面，坐标表示为 u0，

P2和P3是紧贴透镜表面的平面．根据上述光学实现
单元，在波长为 λ的单色平面光波照明下，在输入平
面上复振幅分布为 g( x0 ) 的光学信号，经过光学单
元的变换后，在输出面上得到的复振幅输出分布

G( u0 )
［22］ 为

G( u0 ) = C'p ∫
!

－!
g( x0 ) exp{ jπ［( x

2
0 + u2

0 ) cotφ －

2x0u0cscφ］/λ f～ } dx0， ( 3)

其中 φ = pπ /2，C'p = exp［j2π f
～ tanφ /λ］/ jλ f～ sinφ ．

引入量纲归一化坐标［22-23］

x = x0 / λ f槡 ～
，u = u0 / λ f槡 ～

， ( 4)
( 3) 式变为

G'( u) = C'p λ f槡 ～ ∫
!

－!
g'( x) exp{ jπ［( x2 +

u2 ) cotφ － 2xucscφ］} dx = F p{ g'( x) } ， ( 5)

其中 G'( u) = G( u λ f槡 ～
) ，g'( x) = g( x λ f槡 ～

) ，可

以看到( 5) 式对比( 1) 式和( 2) 式，除了一个复常数
不同外，它们都是计算的 p阶 FRFT．由此可知，函数
g( x) 要利用图 1 的光学单元实现 p 阶分数傅里叶
变换 G( u) = F p{ g( x) } ，则必须按照尺度因子

λ f槡 ～
进行坐标变换

x0 = x λ f槡 ～
，u0 = u λ f槡 ～ ． ( 6)

根据图 1，采用 Lohmann Ⅱ型光学单元可以用
较小的计算量完成( 3) 式的计算，所以本文模拟 Lo-
hmann Ⅱ型光学单元完成 FRFT的快速计算．在1 维
的情况下 Lohmann Ⅱ型光学单元角谱衍射过程如
下: 对于薄透镜，可以认为平面 P1 的坐标系统和平

面 P2 一致，平面 P3 的坐标系统和平面 P4 一致． 设
波长为 λ的单位振幅单色平面光波照明平面 P1 上

复振幅透过率为 g( x0 ) 的物体，则各个平面上的复
振幅和角谱分别为: 平面 P1 的复振幅分布g( x0 ) ，
平面 P2 的透镜相位变换后的复振幅分布

g1 ( x0 ) = g( x0 ) exp［－ jπx20 / ( λf) ］， ( 7)
相应的角谱为

A1 ( ν) = F{ g1 ( x0 ) } ， ( 8)
经过距离为 d的衍射后，平面 P3 的角谱为

A2 ( ν) = A1 ( ν) exp［j2πd 1 － ( λν)槡 2 λ］， ( 9)
相应的复振幅分布为

g2 ( u0 ) = F －1 { A2 ( ν) } ， ( 10)
透镜相位变换后平面 P4 的复振幅分布为

G( u0) = g3( u0) = g2( u0) exp［－ jπu20 / ( λf) ］， ( 11)
从上面的分析可以看到，模拟 Lohmann Ⅱ型光

学单元完成( 3 ) 式的计算需做 2 次傅里叶变换
( Fourier Transform，FT) ． 文献［8］详细论述了当采
样点数为 N的信号 g( x) 按照( 1) 式进行 p阶 FRFT
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时，时域和频域在坐标量纲归一化条件下的采样间

隔关系满足

Δx = Δu = 1 槡/ N， ( 12)
而信号 g( x) 利用 Lohmann Ⅱ型光学单元实现 p 阶
FRFT时，按照( 6) 式有

Δx0 = Δx λ f槡 ～
，Δu0 = Δu λ f槡 ～

， ( 13)
则 Lohmann Ⅱ型光学单元输入和输出平面上的采
样间隔为

Δx0 = Δu0 = λ f～槡 /N． ( 14)
从 Lohmann Ⅱ型光学单元的角谱分析中可看

到，( 8) ～ ( 10) 式需要进行傅里叶变换和在傅里叶
域进行计算，在计算机中就是 FFT 计算． 由 DFT 的
规律可知，FT频域的采样间隔满足

Δν = 1 / ( NΔx0 ) = 1 / λ f～槡 N． ( 15)
在上述工作的基础上，模拟 Lohmann Ⅱ型光学

单元的 FRFT算法部分如下:
( i) 根据分数阶 p、波长 λ和薄透镜的焦距 f计

算出族参数 f～ 、间距参数 d ; 根据计算出的族参数、
输入信号 g( x) 的采样点数 N以及( 12) ～ ( 15) 式计
算出各个光学平面的采样间隔 Δx0、Δu0及傅里叶变

换域的采样间隔 Δν ;
( ii) 将各个平面的坐标( 包括傅里叶变换域坐

标) 离散化 x0 =mΔx0，u0 = nΔu0，ν = kΔν;
对于 N为偶数的情况: m，n，k = － N/2，－ N/2 +

1，…，0，1，2，…，N /2 － 1; 对于 N 为奇数的情况: m，
n，k = － ( N － 1) /2，－ ( N － 1) /2 + 1，…，0，1，2，…，
( N － 1) /2;

( iii) 根据离散化的坐标计算 2 个透镜的离散化
相位变换因子 exp［－ jπ ( mΔx0 )

2 /λf］和exp［－ jπ·
( nΔu0 )

2 /λf］以及角谱衍射的传递函数的离散化相
位因子

exp［j2πd 1 － ( λkΔν)槡 2 /λ］．
将信号 g( x) 的离散序列按采样间隔 Δx0 重采

样后得到的信号 g( mΔx0 ) 作为输入信号，按照
( 7) ～ ( 11) 式的计算过程，将步骤( iii) 中的各个离
散化的相位因子代入进行计算，对于( 8) 式和( 10 )
式的傅里叶变换则以 FFT 来完成，这样即可计算出
信号 g( x) 的 p阶 FRFT的离散序列 G( u) ．

2 数值模拟实验及性能分析

2． 1 算法的有效性分析要求

为验证本文所提算法的有效性，应用本文算法

及分解型算法的 2 种实现方式［12］和计算矩形函数
信号在同一个分数阶下的 FRFT［13］． 所用矩形函数
信号序列长度为 1 024 个点，矩形脉冲宽为信号序
列长度的 1 /4，强度为 1，脉冲位于信号序列的中央，
信号序列的其余各点强度为 0，计算采用的分数阶
分别为 p = 0． 123、p = 0． 456 和 p = 0． 789，并假定
所模拟的光学系统的光波长为 632． 8 nm，透镜的焦
距为 300 mm． 计算结果的强度值按最大值归一化
后，取序列中央 500 个点的范围绘制的强度分布曲
线如图 2 所示．

图 2 矩形函数信号的 FRFT的强度分布曲线

在图 2 可以看到，从小的分数阶( p = 0． 123) 到
大的分数阶( p = 0． 789) ，本文的算法与 Bultheel 的
算法计算出的序列中的各点都在 Kutay 的算法计算
出的的曲线上，且本文算法所计算出的结果序列点与

Kutay的算法所计算出的结果序列点大致重合，这表
明本文提出的量纲归一化条件下 FRFT 算法的计算
结果与用 H． M． Ozaktas 小组提出的分解型算法计算

出的结果是相符的．因而，本文算法是有效的．

2． 2 算法的准确性分析

引入相关系数来考察本文所提算法的计算准确

性，设 I0 为参考序列，Im ( m = 1，2 ) 为待考察序列，
其相关系数( correlation coefficient，CC ) 为
CC = E { ［I0 － E ( I0 ) ］［Im － E ( Im ) ］} ·

( E{ ［I0 － E( I0) ］
2槡 } E{ ［Im － E( Im) ］

2槡 } ) ，
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这里 E{ * } 表示求期望值运算． 以 Kutay 算法的计
算结果的强度值序列作为参考序列 I0，本文所提算
法的计算结果的强度值序列为 I1 ，Bultheel 算法的
计算结果的强度值序列为 I2，分别计算 I1 与 I0、I2 与
I0 的相关系数 CC，CC 最接近于 1 的算法的计算结果
较另一算法的计算结果更准确． 为了更好研究本文
所提算法的计算的准确性，本文在分数阶为

［0. 005，1． 005］的范围内，采用上述 3 种算法分别
计算矩形函数信号、高斯函数信号和余弦函数信号
的 FRFT，其中矩形函数采用与图 2 相同的信号，高
斯函数为 f( x) = exp( － x2 /2) ，余弦函数为 f( x) =
cos( xπ /2) ，所有的信号序列长度为 1 024 个点．采
用上述 3 种算法对其中一种信号施行某一分数阶的
FRFT后，其结果强度序列分别为 I0、I1 和 I2 ，按照
( 18) 式分别计算出 2 个相关系数; 当使分数阶从
0. 005 开始，以 0． 005 的步长逐渐增加到 1． 005 时，
就可以得到 2 个相关系数序列 A 和 B，其中序列 A
为 I1 与 I0 的相关系数序列，序列 B 为 I2 与 I0 的相
关系数序列．本文对上述 3 个函数信号序列分别计

算出 3 组相关系数序列，据此作出相关系数随分数
阶变化的曲线如图 3 所示．从图 3 ( a) 和图 3 ( b) 中
可以看到，对于高斯函数信号和余弦函数信号的

FRFT计算，本文算法和 Bultheel 算法在［0. 005，
0. 95］的分数阶范围内与 Kutay 算法的计算结果符
合得好，相关系数都在 0. 999 9 以上; 而在( 0. 950，
1. 005］的分数阶范围内，本文算法的计算结果产生
的相关系数仍然能保持在 0． 999 9 以上，Bultheel 算
法的计算结果产生的相关系数除分数阶为 1 的点
外，其余各点数值均小于 0. 999 9，最小值小于
0. 980 0．对于矩形函数信号的 FRFT 计算( 见图 3
( c) ) ，本文算法在分数阶［0． 005，1． 005］范围内的
计算结果产生的相关系数能保持在 0. 998 0 以上，
而 Bultheel算法仅在分数阶［0. 500，0. 715］的范围
内和分数阶为 1 处能保持在 0. 998 0 以上，在其他
分数阶处计算的相关系数都小于 0. 998 0． 由此可
知，本文所提出的 FRFT 算法计算的准确性比
Bultheel算法的计算结果更好．

注: 曲线 A为本文算法与 Kutay的算法的计算结果的强度相关系数，
曲线 B为 Bultheel的算法与 Kutay的算法的计算结果的强度相关系数．

图 3 CC 曲线

2． 3 算法的快速性分析

在同一台计算机上研究上述 3 种算法的计算速
度．所用计算机配置为: CPU采用 Intel 酷睿 i3 550，
CPU的频率为 3． 2 GHz，2G 的 DDR1600 内存，显存
为 1 GB、显示芯片为 ATI Radeon HD 5450 的独立显
卡，32 位 Win7 操作系统，软件平台为 Matlab，版本
号为 7． 8． 0． 347．在上述软、硬件环境下研究采用 3
种算法分别计算同一个矩形函数信号序列在分数阶

为 0． 234 时的 FRFT 所耗费的时间． 矩形函数的矩
形脉冲宽为信号序列长度的 1 /4，强度为 1，脉冲位
于信号序列的中央，信号序列的其余各点强度为 0．
为了更好的对比研究各个算法的计算速度，本文在

保持矩形函数信号占空比的情况下，分别计算了 4
个不同长度的信号序列，其长度分别为 1 K、2 K、

4 K和 8 K( 1 K =1 024 个点) ．对于每一个长度序列
信号，在相同条件下用同一种算法分别独立计算 10
次，所耗费时间的平均值作为相应算法的计算时间，

其结果如表 1 所示．
表 1 不同算法的计算时间比较 s

信号长度

1 K 2 K 4 K 8 K

Kutay 0． 010 986 0． 025 454 0． 055 095 0． 121 098

Butheel 0． 007 383 0． 016 688 0． 033 796 0． 076 803

本文算法 0． 001 013 0． 001 829 0． 003 392 0． 006 175

从表 1 中可以看到，在相同的条件下，本文算法
的计算时间明显比 Kutay 和 Butheel 的算法的计算
时间更短，这表明本文算法的计算速度较 Kutay 和
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Butheel的算法更快; 并且从表 1 中可以看到，在处
理长序列信号时本文算法在计算时间上更有优势．

2． 4 算法的稳定性分析

算法设计中光波波长 λ和薄透镜焦距 f是人为
设定的，这 2 个物理参数的变化，对于计算结果有没
有影响这是需要考虑的． 为此，对于序列长度为
1 024点的矩形函数信号( 矩形脉冲宽为信号序列长

度的 1 /4，强度为 1，脉冲位于信号序列的中央，信号
序列的其余各点强度为 0) ，先考察 f = 300 mm保持
不变，而 λ 分别取值为 378、632． 8 和 738 nm，分数
阶任意取值，如 p = 0． 123，计算结果如图 4 ( a) 所
示．然后考察 λ = 632． 8nm保持不变，而 f分别取值
为 30、300 和 3 000 mm，而分数阶任意取值，如 p =
0． 789 的计算结果如图 4( b) 所示．

图 4 算法稳定性实验结果
从实验结果可看到，算法尽管有 2 个物理参数

是人为设定，但这 2 个物理参数的变化不会影响计
算结果，因而本文算法是稳定的．

3 结论

本文将量纲归一化的方法应用到 Lohmman II
型 FRFT光学系统中，严格推导出了进行 FRFT计算
时离散化的采样间隔，在此基础上完成了 FRFT 的
快速算法．相应的仿真实验研究表明，对于计算同一
信号在相同分数阶下的 FRFT，本文算法的计算结果
的强度值与 Kutay 算法的计算结果是一致的，其强
度值计算结果较 Bultheel 算法的计算结果更准确;
而对于计算相同长度的信号序列的 FRFT，在相同的
分数阶的情况下，本文算法的计算速度要快于

Kutay和 Bultheel的算法．本文算法的稳定性实验表
明，由于采用了归一化的采样间隔，算法对于人为设

定的透镜间距和光波波长这 2 个参数是稳定的，计
算结果不会随这 2 个参数的变化而变化．
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An Improved Fast Algorithm for the Fractional Fourier Transform Based
on the Method of the Dimensional Normalization

LIN Rui1，2，3

( 1． School of Computer Science and Information Engineering，Chongqing Technology and Business University，Chongqing 400067，China;
2． National Time Service Centre，Chinese Academy of Science，Xi' an Shanxi 710060，China;

3． University of Chinese Academy of Sciences，Beijing 100049，China)

Abstract: An improved algorithm，based on the method of the dimensional normalization，for the fast calculation of
the fractional Fourier transform is proposed． In the algorithm，the sampling intervals of the transform domains，such
as spatial domain，Fourier domain and fractional Fourier domain，are strictly deduced out in the condition of dimen-
sional normalization． Based on these sampling intervals，the fast algorithm for the fractional Fourier transform is im-
plemented by simulating the optical fractional Fourier transform system． Numerical simulation experiments demon-
strate that the calculated intensity results of this algorithm are consistent with that of Kutay＇s algorithm ( in the Ozak-
tas group) ． Referring to the computed results of the Kutay＇s algorithm，the calculation accuracy of the algorithm pro-
posed in this paper is better than that of Bultheel＇s algorithm． Compared with the Kutay＇s algorithm and the Bultheel
＇s algorithm，the algorithm proposed in this paper calculates faster． Experiments also show that the computed results
of the algorithm proposed in this paper do not vary with the variation of the two artificially determined parameters
( such as wavelength and the focal length of the lens) ，which proves the robust of the algorithm．
Key words: fractional Fourier transform; angle spectrum diffraction; dimensional normalization; sample interval; dis-
cretization
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