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基于流固耦合的直接虚拟区域法离散 δ函数研究
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摘要:研究直接虚拟区域法中欧拉点和拉格朗日点上速度、虚拟力等物理量的交换函数在流固耦合计算
中的应用．通过直接虚拟区域法中运用不同类型和收敛阶的离散 δ函数，对颗粒在液体中自由沉降的流
固耦合问题进行分析，得出了选择直接虚拟区域法中离散 δ函数的原则．根据欧拉网格特点选择 δ1h ( r) 函

数和拉格朗日网格特点选择 δ2h ( r) 函数，率先提出了 δ1h ( r) ≠δ2h ( r) 的新构造方法，使直接虚拟区域法能更
加精确和高效地模拟出颗粒在流体中自由沉降这一重要问题，并通过了数值试验论证．
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0 引言

粒子悬浮流通常指固体颗粒在流体中的流动，

属于一种典型的固液 2 相流，它广泛出现在自然界
和工业应用中，如江河中的泥沙沉积、地质灾害的泥
石流、流化床中的气固流动等，以及粉尘洁净、造纸
过程和食品加工等实际应用领域中［1-5］．以 Ｒ． Glow-
inski［1-3］为代表的虚拟区域法是求解此类问题的一
种有效方法．虚拟区域法的应用十分广泛，是一种直
接求解流固耦合问题的有效方法，在航空、航天、造
船、水利等工程技术领域中都得到广泛应用．通过假
设流体充满颗粒占据的空间，这样把一个几何复杂

区域( 可能随时间变化) 内的问题扩展到一个相对

大的、但几何简单的区域( 虚拟区域) 中，控制流体
流动的 N-S方程和控制颗粒运动的刚体运动方程通
过无滑移边界条件及作用在颗粒上的力和力矩耦合

在一起进行求解，而刚体运动的限制通过一个拉格

朗日乘子来施加． 这一方法的优点是: 1 ) 作用在颗
粒上的力和力矩不再需要显式计算; 2) 由于计算区
域不随时间变化，可以应用固定的结构化网格，而不

同基于移动的非结构化网格的直接模拟方法，每一

个时间步都需要重画网格和投影，从而大大节约了

计算时间; 3) 由于扩展的计算区域一般都是几何简
单的，这样可以采用规则的网格和快速求解算法．

最近十多年来，人们开始越来越多地研究和发

展虚拟区域法． 文献［5-6］发展一种结合浸入边界
法［7］优点的直接虚拟区域法． 文献［8-9］对直接虚
拟区域法进一步进行了研究和发展． 直接虚拟区域
法对于拉格朗日点上的物理量和欧拉点上的物理量

之间相互转化不是通过几何插值来实现，而是通过

δ函数来进行的．直接虚拟区域法通过离散 δ函数传
递流体相( 欧拉点) 和固体相( 拉格朗日点) 的相互

作用，因此这个离散 δ 函数质量和选择就成为影响
整个算法质量中的一个非常重要的因素．另外，在浸
入边界法中，也是通过离散 δ 函数传递流体和固体
的相互作用．鉴于离散 δ 函数对于直接虚拟区域法
和浸入边界法的重要性，有部分学者［10-12］ 对离散 δ
函数在浸入边界法中的应用进行了研究，并得到了

一些重要的结论．但是到目前为止，很少有人对离散
δ函数在直接虚拟区域法中的应用进行研究，并选
择和构造最合适于直接虚拟区域法的离散 δ 函数，
使虚拟区域法在求解流固耦合问题上更加精确和

高效．
浸入边界法［7］或直接虚拟区域法［6］ 中通常的

离散函数构造如下:先构造 1 维的离散 δ函数，通过
1 维的离散 δ函数相乘，得到高维的离散函数． 流体
相( 欧拉点) 和固体相( 拉格朗日点) 的相互传递函

数，通常的算法中只采用同一个离散 δ函数．对于这
种构造方法，就有可能由于欧拉网格和拉格朗日网



格的不同特点产生较大的数值误差和更低的效率．
采用传统的离散 δ 函数，计算的水动力有时候会产
生非物理的振荡［10］，有时候数值误差比较大［12］． 本
文根据直接虚拟区域法的本身特点，通过研究运用

不同类型、不同收敛阶的离散 δ函数，得出选择和构
造离散 δ函数的方法和原则，并且首次提出了根据
欧拉网格和拉格朗日网格不同特点采用不同离散 δ
函数的构造方法，更加高效精确地模拟出颗粒在流

体中自由沉降这一重要问题，并通过数值试验论证

本文原则和构造方法的正确性．

1 直接虚拟区域法

虚拟区域法既是一种数学建模方法又是一种数

值方法．通过假设流体也充满颗粒占据的空间，把一
个几何复杂区域内的问题扩展到一个相对大的、但
几何简单的区域( 虚拟区域) 中，控制流体流动 N-S
方程和控制颗粒运动的刚体运动方程通过无滑移边

界条件及作用在颗粒上的力和力矩耦合在一起进行

求解，而刚体运动的限制通过一个拉格朗日力来施

加．虚拟区域法计算区域见图 1．

图 1 虚拟区域法计算区域图

假设流体是不可压流体，密度和压力为常数，

固体颗粒在流体中运动的直接虚拟区域法无量纲数

学模型方程可写成［5-6］
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其中 u为虚拟流体速度，p 为虚拟流体压强，Ｒe 为
Ｒeynolds数，λ为固体作用在虚拟流体上的虚拟力，

Ω为整个求解区域，Ωf 为纯流体区域，P 为固体区
域，U为固体颗粒线速度，ω为固体颗粒角速度，r为
固体颗粒转动的半径，ρr 为固体颗粒密度和流体颗
粒密度比，Vp

* 为固体颗粒无量纲体积，Fr为 Froude

数，J* 为固体颗粒旋转矩．
无量纲流固耦合控制方程( 1) 是虚拟区域法的

强形式，方程中显含分布的虚拟体力 λ，属于直接力
方法．对于单个 2 维颗粒在不可压流体中自由沉降，
流体相采用均匀直角坐标交错网格，时间相采用向

后 Euler离散，对流相采用 QUICK格式，粘性相采用
中心格式，同时采用 SIMPLE方法求解( 1) 中流体相
动量方程为

ai，Ju
*
i，J = ∑anbu

*
nb －

p*I，J － p*I－1，J
δx ΔVu + bi，J + λ*

xi，J，

( 2)

aI，j v
*
I，j = ∑anbv

*
nb －

p*I，J － p*I－1，J
δy ΔVv + bI，j + λ*

vI，j ．

( 3)
SIMPLE方法求解流体相压力修正方程为
aI，Jp'I，J = aI－1，Jp'I－1，J + aI+1，Jp'I+1，J + aI，J－1p'I，J－1 +
aI，J +1p'I，J+1 + b'I，J ． ( 4)
压力和速度更新方程为

pI，J = p*I，J + p'I，J，

ui，J = u*
i，J + di，J ( p'I－1，J － p'I，J ) ，

vI，j = v*I，j + dI，j ( p'I，J－1 － p'I，J ) ．

( 5)

虚拟体积力作为未知的力 λ 引入到控制方程当中，
和未知的速度、压力同时间步．这种虚拟力和流场同
步迭代的过程，相当于采用了真正隐式力的方法进

行计算，使得力的计算和流场计算在同一个时刻达

到收敛，从而保证计算的稳定性和时间精度． 根据
SIMPLE的速度和压力更新式，虚拟力 λ的更新为

λ = λ* + Un+1 + ωn+1 × r － I( u* )
Δt

， ( 6)

其中 I( u* ) 是将流体速度从欧拉点传递到拉格朗日

点的插值算子，u* 表示上一次迭代的流体速度． 刚
体相( 6) 中，固体速度Un+1，ωn+1 可以由下面方程

得出．

ρrVp
* Un+1

Δt
= ( ρr － 1) Vp

* Un

Δt
+ Fr g( )g

+

∫P u*

Δt
－ λ( )n dx， ( 7)

ρr
( J* ·ωn+1)

Δt
= ( ρr －1)

J* ·ωn

Δt
－ ωn × ( J* ·ωn[ ]) +

∫Pr × u*

Δt
－ λ( )n dx， ( 8)
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最后，令λn+1 = λ* 并且更新流体速度un+1，且

un+1 = u* + ΔtD( λn+1 － λn ) ， ( 9)
其中D是将虚拟体积力从拉格朗日点传递到欧拉点
的分配算子．

2 离散 δ函数的选择和构建

直接虚拟区域法( 1) ～ ( 9) 中流体速度 u 和压
力 p是定义在欧拉点上的物理量，而颗粒速度Un+1，

ωn+1 和虚拟力 λ是定义在拉格朗日点上的物理量．圆
形颗粒拉格朗日点和流体欧拉点布置方法见图 2．直
接虚拟区域法通过方程( 6) 把欧拉点上的速度映射
到拉格朗日点上，又通过方程( 9) 将拉格朗日点的虚
拟力分配到欧拉点上．文献中一般常用几何插值法来
实现欧拉点和拉格朗日点上物理量相互作用．

图2 圆形颗粒拉格朗日点和流体欧拉点网格布置方法举例图

本文结合浸入边界法的特点，运用离散 δ 函数
实现欧拉点上物理量和拉格朗日点上物理量相互

转化

I = fE→L : fL ( Xl ) = ∑
i
fE ( xi ) δ

1
h ( xi － Xl ) ，

D = fL→E: fE( xi ) =∑
l
fL( Xl ) δ

2
h( xi － Xl ) ΔV

*
l ，

这里 fE ( xi ) 代表欧拉点( xi ) 上的物理量，fL ( Xl ) 代

表拉格朗日点( Xl ) 上的物理量，ΔV
*
l 表示拉格朗日

点的控制体体积和欧拉点的控制体体积之比，

δ1h ( xi － Xl ) 为离散 δ函数，h表示欧拉网格的大小．

对于2维问题，很多方法［5-9］都采用如下最简单构造
方法来构造离散 δ函数

δ1h ( r) = δ2h ( r) = δh ( rx ) ·δh ( ry ) ， ( 10)
其中 δh ( r) 为 1 维的离散 δ函数，文献［6，10-11］中
有不同的形式，最常见有下面几种:

( i) 1 阶帽子函数

δε ( x) =
1 － x ，x ＜ 1，
0， x ≥ 1{ ;

( 11)

( ii) 光滑化的帽子，δε 函数
［10］

δε ( x) =
3 /4 － x 2， x ≤ 0． 5，
9 /8 － 3 x /2 + x 2 /2，0． 5 ≤ x ≤ 1． 5，
0， 其他

{
;

( 12)

( iii) cos的 δε函数

δε ( x) =
( 1 － cos( πx) ) /2，x ≤ 1，
0， 其他

{ ;
( 13)

( iv) 4 点 cosine的 δε 函数

δε ( x) =
( 1 + cos( πx /2) ) /4，x ≤ 2，
0， 其他

{ ;
( 14)

( v) 3 点 2 阶常用的 δε 函数
［11］

δε ( x) =

( 1 + － 3 x 2 +槡 1) 3，x ≤ 0． 5，

( 5 － 3 x － － 3 ( 1 － x ) 2 +槡 1) 6，
0． 5 ≤ x ≤ 1． 5，
0，其他










．

( 15)

文献［5-8］中的直接虚拟区域法都是采用( 10)
和( 11) 式的形式来构造离散 δ函数，对于刚性颗粒
最外层的拉格朗日点要求不能布置在颗粒边界上，

而是要求最外层点必须远离颗粒边界 hL /3 处，这是
文献［5］在直接虚拟算法中一个明显缺陷和算法产
生误差的一个重要原因．同时到目前为止，较少的学
者研究过将( 12) ～ ( 15) 式的离散 δ函数运用于直
接虚拟区域法．由文献［13］中定理1 ～ 定理3可知，
按照 δ( r) = δh ( rx ) ·δh ( ry ) 形式构造出来的离散 δ
函数，只有应用于直角坐标网格点上函数映射到任

意网格点上函数，才能达到和1维 δh ( r) 相同的收敛
阶，不然就会产生较大误差而降阶．但是直接虚拟区
域法中拉格朗日点不断变化且是非结构的，当拉格

朗日点的虚拟力分配到欧拉点上时，由方程( 10) 所
构造出来的离散 δ 函数将产生较大误差并降阶． 本
文对直接虚拟区域法离散 δ函数构造改为

δ1h ( r) ≠ δ2h ( r) ，

其中 δ1h ( r) 作用在结构的欧拉点上，可采用高阶的
( 12) ～ ( 15) 的 δ 函数，而作用在拉格朗日点上
δ2h ( r) 则采用稳定性最好的帽子函数( 11) 式． 根据
这种全新的构造方法，直接虚拟区域法既能充分利

用高阶的离散 δ函数优点，又能避免离散 δ函数在拉
格朗日点产生较大误差的弱点，从而使得直接虚拟

区域法求解流固耦合问题更加精确和高效．
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3 数值实验

为了验证新的离散 δ 函数构造方法，取不同离
散 δ函数( 11) ～ ( 15) ，对单个圆形刚性颗粒在不可
压流体中自由沉降的标准模型来验证． 该试验具有
精确解．因此常用来检验计算方法是否正确．在小雷
诺数时，对于圆形颗粒在管道中的自由沉降问题，其

阻力 Fd和颗粒运动的速度UT有解析的关系式

Fd = 4πKμUT，

这里 K是一个和颗粒直径 D 与管道宽度 W 比值
W* = W /D有关的函数［14］

K = 1 ［lnW* － 0． 915 7 + 1． 724 4 / ( W* ) 2 －
1． 730 2 / ( W* ) 4 + 2． 405 6 / ( W* ) 6 － 4． 591 3 /
( W* ) 8］．
颗粒最终的沉降速度为 Uc，

Uc = D2

16Kμ
( ρs － ρf ) g，

以 Uc 为参考速度，无量纲化后刚体颗粒最终的沉降

速度为1．当特征长度为颗粒直径D时，Ｒe数和密度
比 ρr 作为独立的无量纲控制参数，Froude 数依赖于
Ｒe和 ρr，可写成如下形式

Fr = 16K
( ρr － 1) Ｒe．

本文对颗粒在管道中自由沉降运动的流体部分

采用结构化交错网格且Δx = Δy，其中 u 和 p 在不同
的控制体网格中．为使拉格朗日点在固体颗粒上布
置均匀，且物理量更精确地分配到欧拉点，这里采用

一个点布置在圆心，把该圆分为 Na 个小圆环，每一

个圆环上均匀布置 Nb = 6i( i = 1，…，Na ) 个点，其

中 i表示从最里面一个圆环到最外面一个圆环的个
数( 见图 2) ．
当 Ｒe = 0． 1，W/D = 4，h = Δx = Δy = 1 /32，

Δt = 0． 000 5，ρr = 1． 2，hL = 1． 33 h 时，运用新构造
的算法对圆形颗粒在流体中自由沉降的问题进行了

数值试验．图 3给出了当 t = 0． 06时，圆形颗粒在流
体中自由沉降的颗粒位置和流场的状态图． 图 4 给
出了在 δh

1 = δh
2 条件下，直接虚拟区域法取不同离

散 δ函数，圆形颗粒沉降速度随着时间发展的数值
模拟变化过程．
从图 4可以看出: 1) 使用离散 δ函数( 11) 式的

直接虚拟区域法求解圆形颗粒最终的数值沉降速度

最接近于实际值 1．使用( 13) 式的 δ函数，大小最接
近真实沉降速度，但是沉降速度有非物理的上下小

幅震动．而使用( 14) 式的 δ 函数，由于( 14) 式 δ 函

( a) 颗粒和流体的流线，( b) 颗粒和流体的压力
图 3 当 t = 0． 06 时的颗粒位置和流体的流场状态图

D2表示取( 11) 式，Ds2 表示取( 12) 式，Dcos表示取( 13)
式，Dcos4表示取( 14) 式和D3表示取( 15) 式中的 δ函数．
图 4 直接虚拟区域法取不同的离散 δ函数，
颗粒沉降速度随着时间发展变化图

数跨越一个欧拉网格点的大小，根据第 2 节分析可
知:当从拉格朗日点物理量映射到欧拉点的物理量

时，由于拉格朗日点是运动的非结构网格，会引起较

为明显的误差; 2) 采用 2 点 δ 函数，如 ( 11) 式和
( 13) 式，从拉格朗日点上物理量映射到欧拉点上物
理量过程中相对误差较小，颗粒最终数值沉降速度

最接近于真实沉降速度; 3) 直接虚拟区域法采用跨
越越多欧拉网格的 δ函数，即使这个 δ函数本身是高
阶，颗粒最终的数值沉降速度和实际沉降速度误差

越大，即 δ函数采用4点 δ函数( 14) 式的最终沉降速
度的误差比采用 3 点 δ函数( 15) 式误差大．从这些
数值结果可以得出: 采用( 10) 式构造的高阶离散 δ
函数对于直接虚拟区域法，并不意味着直接虚拟区

域法有更好的求解精度，尤其是跨越网格数越多的

离散 δ函数，直接虚拟区域法求解精度越差．这个和
高阶离散 δ函数应用于浸入边界法有更好效果是不
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同的．这也说明拉格朗日点处离散 δ 函数的选择和
构造方式对方程求解有重要的影响． 从以上分析可
得:如果直接虚拟区域法中欧拉点和拉格朗日点选

择相同的离散 δ函数，应选择稳定性较好的帽子函
数( 12) 式，并且高阶离散 δ函数不能使直接虚拟区
域法获得高阶和更高精度．
根据本文率先提出的针对拉格朗日点的物理量

和欧拉点的物理量相互转化过程中的变换函数 I和
分配函数 D，按照欧拉网格和拉格朗日网格不同的

节点布置方式采用不同的 δ 函数的策略，能获得更
准确和高效的数值解．对于 I 变换的 δ1 函数分别采
用( 14) 式或者( 15) 式，即充分利用 δ1 函数的高阶
性质，而对 D分配算子的 δ2 函数采用稳定性较好的
( 11) 式．图 5 和图 6 给出了直接虚拟区域法取不同
离散 δ函数，圆形颗粒沉降速度随着时间发展的数
值模拟变化过程和直接虚拟区域法中 SIMPLE 方法
总的迭代次数．

Dcos4 表示 δ函数取 δ1 = δ2 = ( 14) 式，Dcos4_ new表示 δ 函数取 δ1 = ( 14) 式，δ2 = ( 11) 式的数值结果．
图 5 对于不同的 δ函数( ( a) 为颗粒沉降速度，( b) 为 SIMPLE方法总的迭代次数) 随着时间发展变化图

D3 表示 δ函数取 δ1 = δ2 = ( 15) 式，D3_ new表示 δ函数取 δ1 = ( 15) 式，δ2 = ( 11) 式的数值结果．
图 6 对于不同的 δ函数( ( a) 为颗粒沉降速度，( b) 为 SIMPLE方法总的迭代次数) 随着时间发展变化图
从图 5 和图 6 中可以看出，采用本文 δ1h ( r) ≠

δ2h ( r) 的新构造方法，圆形颗粒最终的沉降速度更
接近于真实值，并且直接虚拟区域法中 SIMPLE 总
迭代次数也相对较小．同时可以看到:采用跨越网格
数越多的 δ函数，直接虚拟区域法的精度和效率改
进的效果越加明显，即对采用4点 δ函数( 14) 式，比
采用 3 点的 δ函数( 15) 式，直接虚拟区域法的精度
和效率改进的效果更加明显． 这说明本文提出的构
造方法是一种比较简单而有效的提高直接虚拟区域

法模拟精度和效率的方法，特别是对高阶跨网格数

多的 δ函数，直接虚拟区域法改进精度和效率越好．

4 结论

本文使用直接虚拟区域法对强耦合求解颗粒在

不可压流体中的自由沉降问题进行了研究，通过对

直接虚拟区域法中所使用的不同类型、不同收敛阶
离散 δ函数进行了详细的研究和比较，率先提出一
种新的离散 δ函数构造方法，能够使虚拟区域法更
加精确和高效求解自由沉降这一重要问题，并根据
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数值试验验证了本文的构造方法．
研究结果表明: 1) 在直接虚拟区域法求解流固

耦合问题时，欧拉点和拉格朗日点之间物理量转化

δ函数起了非常重要的作用，且对直接虚拟区域法
数值求解的最终结果有重要影响; 2) 为了更加快速
准确运用直接虚拟区域法求解流固耦合问题，对于

从欧拉点的物理量映射到拉格朗日点，采用浸入边

界法中常用的高阶离散 δ函数来进行映射; 3) 而将
拉格朗日网格上的物理量映射到欧拉点时，根据拉

格朗日网格的布置方式，选择稳定性最好的帽子 δ
函数; 4) 对这 2 个映射的过程采用不同的离散 δ 函
数，将使得数值结果更加准确和高效，最终数值试验

结果也验证了本文的结论．
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The Discrete Delta Function Study of Direct Fictitious Domain Method Based
on Fluid-Structure Interaction

WU Shifeng1，2，JIAN Qifei2

( 1． Department of Computer Science，Guangdong Polytechnic Normal University，Guangzhou Guangdong 510665，China;
2． College of Mechanical ＆ Automobile Engineering，South China University of Technology，Guangzhou Guangdong 510006，China)

Abstract: The exchange functions of physical quantities such as velocity，virtual force at the Euler point and La-
grange point are applied to the fluid-structure interaction in direct fictitious domain method in this paper． By using
different types and convergence order of the discrete δ functions，fluid-structure interaction problems of sedimenta-
tion of a circular particle in liquid are analyzed，and the new method of the discrete δ function is obtained． Accord-
ing to the Euler characteristics of grids select δ1h ( r) function and Lagrange grids select δ2h ( r) function，a new con-
struction method of δ1h ( r) ≠δ2h ( r) is proposed，which makes the direct fictitious domain method more accurate and
more efficient simulation of particle＇s sedimentation in liquid，and through the numerical experiments demonstrate．
Key words: fluid-structure interaction; direct fictitious domain method; discrete delta function; free settling of parti-
cles
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