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复修正 KdV方程的高阶保能量方法
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摘要:利用 4 阶平均向量场方法和拟谱方法构造了复修正 KdV方程的高阶保能量平均向量场格式，并利
用构造的高阶保能量格式数值模拟了方程孤立波的演化行为．数值结果表明:构造的 4 阶格式具有好的
稳定性，可以很好地模拟孤立波的演化行为，并且精确保持方程的能量守恒特性．
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0 引言

KdV方程是荷兰数学家 Korteweg-de Vries为了
描述表面原场特点而导出的 1 类重要的孤立波方
程，广泛存在于非谐晶体、泡沫液混合物、磁流体动
力学、离子声波中． 复修正 KdV 方程被应用于分子
链模型或者广义弹性固体中描述等离子波、横波的
传播．一般的复修正 KdV方程［1］表示为

ut + uxxx + α ( u 2u) x = 0， ( 1)
初始条件 u( x，0) = u0 ( x) ，x∈Ｒ，t ＞ 0，α ＞ 0是常
数．方程( 1) 具有保持系统能量守恒特性

E = ∫
!

－!

1
2 ( ux

2 ) － α
4 ( u 2 ) 2dx = E0，

其中 E0 为常数．现有的文献利用不同的数值方法求
解了 KdV方程，包括多辛方法［2-3］、有限差分法［4-5］

等．但这些方法一般不能完全精确保持 KdV方程的
能量守恒特性．

1984 年，冯康院士及其研究小组提出了保持哈
密尔顿系统辛结构的辛几何算法． 在辛几何算法的
基础上，T． J． Bridges等将辛几何算法发展为多辛几
何算法．理论和数值实验表明辛和多辛算法只能近
似保持哈密尔顿系统能量守恒特性［4-8］． 近年来，G．
Ｒ． W． Quispel等提出了在时间方向上具有 2 阶精度
的平均向量场( AVF) 方法． 2 阶平均向量场方法［9］

已广泛地应用于求解具有能量守恒的偏微分方

程［10-11］中，取得了很好的数值结果［12］． 基于修正向
量场的思想，G． Ｒ． W． Quispel 等［13］ 提出了在时间
方向上具有 3 阶和 4 阶精度的高阶保能量格式． 本

文利用高阶保能量平均向量场方法研究求解复修正
KdV方程．
本文先介绍了平均向量场方法的基本思想，然

后在时间方向上利用 4 阶平均向量场方法，空间方
向上用拟谱方法构造了复修正 KdV方程( 1) 的 4阶
保能量守恒格式，最后利用 4 阶保能量守恒格式求
解复修正 KdV方程，验证格式的保能量守恒特性．

1 平均向量场方法

首先介绍平均向量场方法及其保哈密尔顿系统

的能量守恒特性［13-15］．给定常微分方程
dz dt = f( z) = S "H( z) ，z( 0) = z0，z∈ Ｒ2N．
假设 H: Ｒ2N → Ｒ是哈密尔顿系统的能量函数，其中
S是反对称矩阵，且

dH( z( t) ) dt = "H ( z) Tdz dt =
"H ( z) TS "H( z) = 0． ( 2)

这表明哈密尔顿系统( 2) 具有能量守恒特性． 为了
让系统( 2) 在离散后依然保持能量守恒特性，下面
给出具有 4 阶精度的高阶平均向量场格式
zn+1 － zn

τ
= S ∫

1

0
"H( ( 1 － ξ) zn + ξzn+1 ) dξ － τ2

12S
∧
·

∫
1

0
"H( ( 1 － ξ) zn + ξzn+1 ) dξ， ( 3)

其中 S
∧
为反对称矩阵，且 S

∧
= SHSHS，Hi，j =

2H( z
∧
) /zizj ．
由于

( H( zn+1 ) － H( zn ) ) /τ = 1
τ ∫

1

0

d
dξ

H( ( 1 － ξ) zn +



ξzn+1 ) dξ = ∫
1

0
"H( ( 1 － ξ) zn + ξzn+1 ) d( )ξ T

·

S ∫
1

0
"H( ( 1 － ξ) zn + ξzn+1 ) dξ (= ∫

1

0
"H( ( 1 －

ξ) zn + ξzn+1 ) d )ξ T zn+1 － zn

τ
－ τ2 (12 ∫

1

0
"H( ( 1 － ξ) zn +

ξzn+1 ) d )ξ T
S
∧ ∫

1

0
"H( ( 1 － ξ) zn + ξzn+1 ) dξ = 0，( 4)

据( 4) 式可知 4 阶平均向量场格式( 3) 在每个时间
层上保持哈密尔顿系统离散能量守恒．

2 复修正 KdV方程的高阶保能量格式

设 u( x，t) = p( x，t) + q( x，t) i，复修正 KdV方
程( 1) 等价于

pt + pxxx + α( ( p2 + q2 ) p) x = 0，
qt + qxxx + α( ( p2 + q2 ) q) x = 0．

复修正 KdV方程( 1) 转化为无穷维哈密尔顿系统
dz
dt = J δH( z)

δu
，J = x 0

0 ( )x ， ( 5)

其中 z = ( p，q) '，x是 1阶偏导数，哈密尔顿函数为

H( z) = ∫( ( px )
2 + ( qx )

2 ) /2 － α( p2 + q2 ) 2 /4dx．

利用拟谱方法离散复修正 KdV 方程的无穷维
哈密尔顿系统 ( 5) ． 设空间积分区间 Ω = ［a，b］，
L = b － a．将 Ω分为 N等份，h = L /N为空间步长，N
是正偶数． xj = a + hj( j = 0，1，…，N － 1) 为空间配
置点．令 pj和 qj分别是 p( x，t) 和 q( x，t) 在配置点 xj

处的近似．定义
SN = { gj ( x) : － N /2 ≤ j≤ N /2 － 1}

为插值空间，其中 gj ( x) 是满足 gj ( xi ) = δij的N次正
交三角多项式，并且 gj ( x) 可以表示为

gj ( x) =
1
N ∑

N/2

l = －N/2

1
cl
eilμ( x－xj) ，

其中 cl = 1( | l |≠N /2) ，c－N/2 = cN/2 = 2，μ = 2π /L．
对函数 p( x，t) ∈ C0 ( Ω) ，定义插值逼近算子 IN 为

INp( x，t) = ∑
N－1

l = 0
plgl ( x) ，

插值算子 IN 在配置点 xj 满足

INp( xj，t) = ∑
N－1

l = 0
plgl ( xj ) = p( xj，t) ，

j = 0，1，…，N － 1．假设 P = ( p0，p1，…，pN－1 )
T，定义

( Dk ) i，j = dkgj ( xi ) dxk，称Dk为 k阶微分矩阵．通过
计算可以得到

d
dxINp( x，t) x = xj = ∑

N－1

l = 0
pl
dgl ( xj )

dx = ( D1P) j，

d2

dx2
INp( x，t) x = xj = ∑

N－1

l = 0
pl
d2gl ( xj )

dx2
= ( D2P) j ．

同理可得

d
dxINq( x，t) x = xj = ∑

N－1

l = 0
ql
dgl ( xj )

dx = ( D1Q) j，

d2

dx2
INq( x，t) x = xj = ∑

N－1

l = 0
ql
d2gl ( xj )

dx2
= ( D2Q) j，

其中 Q = ( q0，q1，…，qN－1 )
T，D1 和 D2 分别是 1阶和

2 阶谱矩阵

( D1 ) i，j =
1
2 μ ( － 1) i +jcot( μ

xi － xj

2 ) ，i≠ j，

0， i = j
{

，

( D2 ) i，j =

1
2 μ2 ( － 1) i +j+1 1

sin2 ( μ
xi － xj

2 )
，i≠ j，

－ μ2 ( N2 + 2) /12，
{

i = j．
利用 1 阶微分矩阵 D1 近似哈密尔顿微分算子

x，可以得到复修正 KdV方程半离散拟谱格式

dpi /dt = － α∑
N－1

j = 0
di，j ( pj

2 + qj
2 ) pj － ( ΑP) i，

dqi /dt = － α∑
N－1

j = 0
di，j ( pj

2 + qj
2 ) qj － ( ΑQ) i， ( 6)

其中 Α = D1D2，di，j 是矩阵 D1 第 i行第 j列元素．
( 6) 式可以表示为有限维哈密尔顿系统

dZ /dt = f( Z) = J "H( Z) ， ( 7)

其中 Z = ［PT，QT］T，J =
D1 0
0 D( )

1

．相应的离散哈

密尔顿函数为

H( Z) = － α
4∑

N－1

i =0
( p2i + q2i )

2 － 1
2 ( P

TD2P + QTD2Q) ．

在时间方向上用高阶平均向量场方法离散有限

维哈密尔顿系统( 7) ，构造了复修正 KdV 方程的高
阶保能量平均向量场格式．
Zn+1 － Zn

τ
= ∫

1

0
f( ( 1 － ξ) Zn + ξZn+1 ) dξ －

1
12τ

2 J
∧

2 ∫
1

0
f( ( 1 － ξ) Zn + ξZn+1 ) dξ， ( 8)

其中

J
∧

= JH
∧

= C － A D( )D B － A
，H
∧

i，j =
2H
ZiZj
( Z

n+1 + Zn

2 ) ，

Bii = － α∑
N－1

j =0
D1

pj
n + pj

n+1( )2

2

+ 3 qj
n + qj

n+1( )2( )( )2

i

，

Cii = － α∑
N－1

j =0
D1 3 pj

n + pj
n+1( )2

2

+ qj
n + qj

n+1( )2( )( )2

i

，

Dii = － 2α∑
N－1

j =0
D1

qj
n + qj

n+1( )2

2

+ pj
n + pj

n+1( )2( )( )2

i

，
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B，C，D为 N × N阶对角矩阵，

J
∧

2 = C － A D( )D B － A

2

= B
∧

C
∧

C
∧

D







∧
．

( 8) 式可以表示为矩阵向量形式
Pn+1 － Pn

τ
Qn+1 － Qn









τ

= F1

F( )2
－ τ2
12

B
∧

C
∧

C
∧

D







∧
F1

F( )2
， ( 9)

其中 F1 = ( F1
1，F

1
2，…，F

1
N)

T，F2 = ( F2
1，F

2
2，…，F

2
N)

T，

F1
i = － ∫

1

0
α(∑

N－1

j = 0
dij{ ［( ( 1 － ξ) pj

n + ξpj
n+1 ) 2 +

( ( 1 － ξ) qj
n + ξqj

n+1 ) 2］［( 1 － ξ) pj
n +

ξpj
n+1］} ) － ( A( ( 1 － ξ) Pn + ξPn+1 ) ) idξ， ( 10)

F2
i = － ∫

1

0
α(∑

N－1

j = 0
dij{ ［( ( 1 － ξ) pj

n + ξpj
n+1 ) 2 +

( ( 1 － ξ) qj
n + ξqj

n+1 ) 2］［( 1 － ξ) qj
n +

ξpj
n+1］} ) － ( A( ( 1 － ξ) Qn + ξQn+1 ) ) idξ． ( 11)
( 10) 式和( 11) 式等价于

F1
i = － α∑

N－1

j = 0
dij (

pn
j

3 ( ( p
n
j )

2 + ( pn+1
j )

2 + pn
j p

n+1
j +

( qn
j )

2 + ( qn+1
j )

2 + qn
j q

n+1
j ) + ( p

n+1
j － pn

j ) ( ( p
n
j )

2 /2 +
2pn

j ( p
n+1
j － pn

j ) /3 + ( pn+1
j － pn

j )
2 /4) + ( pn+1

j －
pn
j ) ( ( q

n
j )

2 /2 + 2qn
j ( q

n+1
j － qn

j ) /3 + ( qn+1
j －

qn
j )

2 /4) ) ) －∑
N－1

j = 0
aij ( p

n+1
j + pn

j ) /2，

F2
i = － α∑

N－1

j = 0
dij (

qn
j

3 ( ( p
n
j )

2 + ( pn+1
j )

2 + pn
j p

n+1
j +

( qn
j )

2 + ( qn+1
j )

2 + qn
j q

n+1
j ) + ( q

n+1
j － qn

j ) ( ( p
n
j )

2 /2 +
2pn

j ( p
n+1
j － pn

j ) /3 + ( pn+1
j － pn

j )
2 /4) + ( qn+1

j －
qn
j ) ( ( q

n
j )

2 /2 + 2qn
j ( q

n+1
j － qn

j ) /3 + ( qn+1
j －

qn
j )

2 /4) ) ) －∑
N－1

j = 0
aij ( q

n+1
j + qn

j ) /2，

( 9) 式可以改写为

( pn+1
i － pn

i ) τ = F1
i － τ2

12∑
N－1

j = 0
( b
∧

ijF
1
j + c

∧

ijF
2
j ) ，

( qn+1
i － qn

i ) τ = F2
i － τ2

12∑
N－1

j = 0
( c
∧

ijF
1
j + d

∧

ijF
2
j ) ，( 12)

其中 i = 0，1，2，…，N － 1，b
∧

ij，c
∧

ij，d
∧

ij，aij，dij 分别表

示矩阵 B
∧
，C
∧
，D
∧
，A，D1 第 i行第 j列元素．

3 数值模拟

为了验证复修正 KdV 方程的高阶精度格式
( 12) 的保能量守恒特性，利用格式( 12) 数值模拟

复修正 KdV方程的孤立波演化行为和方程的相对
能量误差变化，其中离散能量函数为

H( Zn ) = － α
4∑

N－1

i = 0
( ( pn

i )
2 + ( qn

i )
2 ) 2 －

( ( Pn ) TD2P
n + ( Qn ) TD2Q

n ) /2，
定义相对离散能量误差为

ＲE ( t) = H( Zn ) － H( Z0 ) ．
例 1 取复修正 KdV方程( 1) 的初始条件为

u( x，0) = 2c /槡 αsech［槡c( x － x0) ］e
iθ，

边界条件 u( 0，t) = u( 80，t) ，其中( x，t) ∈［0，80］×
［0，60］．取 L = 80，空间配置点 N = 230，时间步长
τ = 0． 002，α = 2，c = 1，θ = π /2，x0 = 15．
图 1表示单孤立波在 t∈［0，60］时的单孤立波

数值解的演化行为． 单孤立波以一定的速度向前传
播，孤立波的波形和振幅可以很好地保持． 图 2 表示
高阶保能量格式的相对能量误差在 t∈［0，60］时的
变化情况，离散能量误差可忽略不计．从图1和图2可
以看出，高阶保能量格式可以很好地数值模拟单孤立

波的演化行为，且精确地保持复修正 KdV方程离散
的能量守恒．

图 1 单孤立波演化行为

图 2 高阶保能量格式的相对能量
误差在 t∈［0，60］时的变化
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例 2 取复修正 KdV方程( 1) 的初始条件为

u( x，0) = ∑
2

j = 1
2cj /槡 αsech［ c槡j ( x － xj) ］e

iθj，

边界条件 u( 0，t) = u( 100，t) ，其中 ( x，t) ∈［0，
100］×［0，40］．取 c1 = 2，c2 = 0． 5，θ1 = 0，θ2 = 0，
x1 = 15，x2 = 40，α = 2，L = 100，空间配置点 N =
290，时间步长 τ = 0． 001．
图3表示双孤立波在振幅 c1 = 2，c2 = 0． 5，时间

0≤ t≤40时的相互作用．可以看到双孤立波分别从
初始位置 x1 = 15，x2 = 40相向运动，相互碰撞，然后
离开．在碰撞过程中，两孤立波的振幅发生了变化，
但当碰撞结束后，孤立波的振幅和波形没有发生变

化．数值结果表明孤立波的碰撞不改变孤立波的波
形．图 4 给出了其相应的相对能量误差变化情况．复
修正 KdV方程的离散能量可以精确地保持．

图 3 双孤立波的相互作用

图 4 高阶保能量格式的相对能量
误差在 t∈［0，40］时的变化

例 3 取复修正 KdV方程( 1) 的初始条件为

u( x，0) = ∑
2

j = 1
2cj /槡 αsech［ c槡j ( x － xj) ］e

iθj，

边界条件 u( 0，t) = u( 100，t) ，其中 ( x，t) ∈［0，
100］×［0，30］． 取 c1 = 2，c2 = 0． 5，θ1 = 0，θ2 =
π /2，x1 = 15，x2 = 40，α = 2，L = 100，空间配置点

N = 320，时间步长 τ = 0． 003．
图5表示双孤立波在振幅 c1 = 2，c2 = 0． 5，时间

0≤ t≤30时的相互作用．可以看到双孤立波分别从
初始位置 x1 = 15，x2 = 40相向运动，相互碰撞，然后
离开．在碰撞过程中，两孤立波的振幅发生了变化，
但当碰撞结束后，孤立波的振幅和波形没有发生变

化．数值结果表明孤立波的碰撞不改变孤立波的波
形．图 6 给出了其相应的相对能量误差变化情况．复
修正 KdV方程的离散能量同样可以精确地保持．

图 5 双孤立波的相互作用

图 6 高阶保能量格式的相对能量
误差在 t∈［0，30］时的变化

4 结论

本文利用 4 阶平均向量场方法和拟谱方法，在
理论上构造了复修正 KdV方程的高阶保能量格式．
利用高阶保能量格式数值模拟孤立波的演化并分析

格式的相对能量误差变化． 数值结果表明复修正
KdV方程高阶保能量格式可以很好地模拟孤立波
的演化行为，并且可以精确地保持方程的离散能量．
显然，高阶平均向量场方法为计算能量守恒偏微分

方程提供了新的选择．
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The High Order Energy Preserving Method for
the Complex Modified KdV Equation

YAN Jingye，SUN Jianqiang*

( College of Information Science and Technology，Hainan University，Haikou Hainan 570228，China)

Abstract: The fourth order energy preserving scheme for the complex modified KdV equation is obtained by apply-
ing the fourth order average vector field method( AVF) and the Fourier pseudospectral method． The new fourth order
energy preserving scheme is applied to simulate the behaviors of solitary waves of the KdV equation． Numerical re-
sults show that the fourth order scheme has a nice stability and can well simulate the solitary wave evolution behav-
iors of the complex modified KdV equation in long time，moreover preserve the discrete energy conservation of the
system．
Key words: average vector field method; energy-preserving method; the complex modified KdV equation; the solitary
wave
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