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关于半模复形同调理论的若干研究
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摘要:在半模范畴中，针对半环和半模的加法都无逆运算，利用泛代数的思想，在同余的观点下定义了半

模复形和复形链映射及复形同调函子，给出了一个半模复形为正合列的条件，并把环模上的连接同态定

理在一定的条件下推广到了半模上，且得到了较弱的半模复形的长正合列定理．
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0 引言及预备知识

关于序列复形同态的研究目前十分流行［1-5］，关

于半环半模内射性和投射性等相关性质的研究已经

很多［6-17］．在这些理论的基础上，本文沿用同余观点
来定义半模复形，对半模同调理论进行研究．希望为
研究和刻画半环半模提供一定的方法和有用结果．
关于半环及半模的定义及一些结果主要参见文

献［11］．单同态、满同态、同构分别指 injective 、sur-
jective 和 bijective 同态，用 ＲM 和MＲ 分别表示左

Ｒ-半模和右 Ｒ-半模范畴．
定义1 设M为左Ｒ-半模，a∈M．若 b ，c∈

M，由 a + b = a + c可推出 b = c，则称 a为 M中的
可消元．若 M 中所有的元素都是可消的，则称 M 为
可消半模．左Ｒ-半模M的子半模N为M的可减子半
模当且仅当m∈N，且m + m'∈Nm'∈N，对所有
m，m' ∈ M．
定义2 Ｒ是半环，M∈ＲM，设N是M的1个子

半模，则 M上的 1个同余关系≡N = { ( a，b) ∈M ×
M n1，n2 ∈ N，a + n1 = b + n2 } ．

M，N∈ＲM，若 g∈ HomＲ ( M，N) ，记
ker g = { a∈ M g( a) = 0} ，
ρker g = { ( a，b) a，b∈ M，g( a) = g( b) } ，
g( M) = { g( m) m∈ M} ，≡ker g = { ( a，b) a，
b∈ M，x1，x2 ∈ ker g，a + x1 = b + x2 } ，
则 ker g≤M，g( M) ≤ N，≡ker g和 ρker g均为M上的
同余关系．

称序列 P →
f

Q →
g

T 在 Q 处正合当且仅当
ρker g =≡f( P) ．处处正合的序列称为正合列． 称序列

0 → P →
f

Q →
g

T→ 0 为短正合列当且仅当该序
列正合且 g为满同态．
命题 1［14］ 在ＲM 中，f ∈ HomＲ ( P，Q) ，g ∈

HomＲ ( Q，T) ，则≡f( P)  ρker g 当且仅当 gf = 0．

命题 2 序列 0→ P →
f

Q在 P点正合当且仅
当 f为单同态．

命题3 序列Q →
g

T→0在 T处正合且 g( Q)
为 T的可减子半模当且仅当 g为满同态．

1 复形同调函子与连接同态

定义 3 在ＲM 中，若同态列 A ≡ … →

An+1

dn+
→
1
An

d
→
n

An－1 →…，n∈ Z满足 dndn+1 = 0，
n∈Z，则称 A为1个( ＲM) 复形或链复形，记为 A
或( A，d) ．称 dn为A的微分或边缘算子．若每个 dn均

为 k-正则的，则称 A为 k-正则复形．
由定义 3知，复形不仅是正合列的推广( 这里的

条件 dndn+1 = 0 等价于≡dn+1( An+1)
 ρker dn ) ，而且也

可看作是半模的推广，因为 M ∈ＲM 可看作是复

形…→ 0 → 0 →…→ 0 → M
I
→
M

M→ 0 →…．
定义 4 设( A，d) 为( ＲM) 复形，称 Hn ( A) =

ker dn /≡dn+1( An+1)
= ker dn /dn+1( An+1) 为( A，d) 的第 n

个同调半模，有时也称为 n维同调半模．



称 ker dn 的元素为此复形的 n-圈 ( 闭链，循
环) ，称 dn+1 ( An+1 ) 的元素为此复形的 n-边缘，常记
Zn = Zn ( A) = ker dn，Bn = Bn ( A) = dn+1 ( An+1 ) ，

Hn ( A) = Zn ( A) /Bn ( A) ，Hn ( A) 中的元素常记为
［a］ = a + Bn ( A) ，称为 a的同调类，a∈ Zn ( A) ．
定义 5 设( A，d) ，( A'，d') 为( ＲM) 复形，若

有( 左 Ｒ-半模) 同态{ fn} ，其中 fn : An → An'( n ∈
Z) 使图 1成交换图，则称 f = { fn} 为复形( A，d) 到

复形( A'，d') 的链映射，记为 f: A→ A'，或 A →
f

A'，
也称 f为复形映( 态) 射．

…→ An+1

dn+
→
1
An

d
→
n

An－1 →…

fn+↓


1 f
↓


n fn－↓


1

…→ An+1'
dn+1
→
'

An'
dn
→
'

An－1' →…
图 1 复形链映射交换图

用ＲM中同态合成定义链映射的合成，则得到1
个范畴，它以复形为对象，以链映射为态射，称

为ＲM上复形范畴，记为 Comp 或 Comp ( ＲM) ．
命题4 复形 A为正合列Hn ( A) = 0且 dn是

k-正则，n∈ Z．
证(必要性) 由复形为正合列知，≡dn+1( An+1) =

ρker dn，因而 ［an］∈ Hn( A)( an，0) ∈ ρker dn =
≡dn+1( An+1)an ≡dn+1( An+1) 0［an］ = ［0］Hn ( A) =
0，而an，an' ∈ An，满足 dn ( an ) = dn ( an') ，即( an，

an') ∈ ρker dn ≡dn+1( An+1)an + dn+1 ( an+1 ) = an' +
dn+1 ( an+1' ) ，其中 dn+1 ( an+1 ) ∈ ker dn，dn+1 ( an+1' ) ∈
ker dn，即 dn 是 k-正则．
( 充分性 ) ( an，an') ∈ ρker dndn ( an ) =

dn ( an') ，由 dn 是 k-正则知，an + bn = an' + bn'，其中
bn，bn' ∈ ker dn． 又 Hn ( A) = ker dn /dn+1( An+1) =
0［bn］ =［bn'］ =［0］bn + dn+1 ( c1 ) = dn+1 ( c2 ) ，
bn' + dn+1 ( c1') = dn+1 ( c2') ，其中 c1，c2，c1'，c2'∈ An+1，

在 an + bn = an' + bn' 两边同时加上 dn+1 ( c1 ) +
dn+1 ( c1') 得

an + dn+1 ( c2 ) + dn+1 ( c1') = an' + dn+1 ( c2') +
dn+1 ( c1 ) an ≡dn+1( An+1) an'ρker dn ≡dn+1( An+1) ，

故复形 A为正合列．
推论 1 k-正则复形 A 为正合列 Hn ( A) =

0( n∈ Z) ．
定义 6 设( A，d) 为( ＲM) 复形，若 Hn ( A) =

0，n∈ Z，则称( A，d) 为零调复形．
零调复形不一定是正合列，但当复形为正合列

时，一定零调．特别地，零调的 k-正则复形一定是正
合列．

由定义5知，链映射 f = { fn} 为复形的同构fn
为同构，n∈ Z．
在可消半模范畴中，任意半模 M的可消内射分

解 E = 0→M→ E0 → E1 → E2 →…→ En→…( 左
边可无限地补“0”) 是零调复形．
命题 5 设( A，d) 为( ＲM) 复形，F: ＲM→SM

为加法共变函子( 或者反变函子) ，则 F( A) = …→

F( An+1 )
Fdn+
→

1
F( An )

Fd
→
n
F( An－1 ) →…( 当 F 共变

时) ( F( A) = … → F( An－1 )
Fd
→
n

F( An )
Fdn+
→

1

F( An+1 ) →…≡…→ B－n+1
Fd
→
n
B －n

Fdn+
→

1
B－n－1 →

…( 当 F反变时) ，其中 B－n ≡ F( An ) ) 必是SM 复
形，因此 F: Comp ( ＲM) → Comp ( ＲM) 仍为加法共变
( 反变) 函子 ( Comp ( ＲM) 中零对象 … → 0 → 0 →
0 →…，零态射 0 = { 0} ) ．
证 当 F 共变时，由 FdjFdj+1 = F( djdj+1 ) =

F( 0) = 0即得．当F反变时，由Fdj+1Fdj = F( djdj+1) =
F( 0) = 0即得．
定义 7 设 f: A → A' 为链映射，定义 f* ≡

Hn ( f) : Hn ( A) → Hn ( A') ，［an］ a［fn ( an ) ］，则 f*
为ＲM中同态，称之为由 f诱导的同态( 映射) ．

2 主要结论

定理 1 对任意给定的 n∈ Z，Hn : Comp ( ＲM) →

ＲM为加法共变函子，记 H = { Hn} ，称之为同调

函子．
证 只需证 f* 为完全确定的． 事实上，由 f:

( A，d) → ( A'，d') 为链映射知有交换图 2．

An+1

dn+
→
1

An

d
→
n

An－1

fn+↓

1

② f
↓

n

① fn－↓

1

An+1'
dn+1
→
'

An'
dn
→
'

An－1'
图 2 链映射交换图

( i) 先证 fn ( Zn ( A) ) Zn ( A') ．an∈Zn ( A) =
ker dndn ( an ) = 0，由图 2 中的 ① 可交换得
dn'fn ( an ) = fn－1dn ( an ) = 0fn ( an ) ∈ ker dn' =
Zn ( A') ．
( ii) 若［an］ = ［an'］∈ Hn ( A) an ≡dn+1( An+1)

an'an + dn+1 ( an+1 ) = an' + dn+1 ( an+1' ) ，用 fn作用得
fn ( an ) + fndn+1 ( an+1 ) = fn ( an') + fndn+1 ( an+1' ) ，由图
2 中的②可交换得
fn( an) + dn+1' fn+1( an+1) = fn( an') + dn+1' fn+1( an+1' )
fn ( an ) ≡dn+1' ( An+1' ) fn ( an') ［fn ( an) ］ = ［fn ( an') ］．
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定义 8 设( A，d) 为( ＲM) 复形，( A'，d') 满足
An' ＜ An ( 即 An'为 An的子 Ｒ-半模) 且 dn' = dn An'

，则

称( A'，d') 为( A，d) 的子复形，记( A'，d') ＜ ( A，d) ．
设( A'，d') 为( A，d) 的子复形，若 An'是 An 的可减子

半模，n∈ Z，则称 ( A'，d') 为 ( A，d) 的可减子复

形．称 A /A' = …→ An /An'
d—

→
n

An－1 /An－1' →…为 An

对于 An' 的商复形，其中 d—n : an + An' a dn ( an ) + An－1' ，
an ∈ An．

下面验证 d—n 的合理性．［an］ = ［an'］∈
An /An'an + an″ = an' + an，an″，an∈An' dn( an) +
dn( an″) = dn( an') + dn( an) ，dn( an″) ，dn( an) ∈ An－1' 
dn ( an ) ≡An－1' dn ( an') ［dn ( an) ］ = ［dn ( an') ］．
设 f: ( A，d) → ( B，) 为复形的链映射，记

ker f = …→ ker fn
d
→
n

ker fn－1→…( dn = dn ker fn
) ，

f( A) =…→ fn( An)

→
n

fn－1( An－1) →…( n = n fn( An)
) ，

Coker f = B / f( A) = … → Bn / fn ( An )
－

→
n

Bn－1 / fn－1 ( An－1 ) →…( 
－
n 由 n 诱导)

分别称为链映射 f的核、象与上核．

若有复形链映射列…→ A →
f

B →
g

C→…
使≡f( A) = ρker g，则称此列在 B处正合，处处正合的

列称为复形正合列． 形如 O → A →
f

B →
g

C →
O…( O表零调复形，即…→0→0→0…) 的复形正
合列且 g为满同态，则称该正合列为复形短正合列．

定理 2(连接同态定理) 设 O→ A →
i

B →
p

C→ O为ＲM中复形短正合列，且 i( A) 是B的可减子
复形，则对一切 n 都有ＲM 的同态( 即连接同态) n :
Hn ( C) → Hn－1 ( A) ，［cn］a［i

( －1)
n－1 dB，np

( －1)
n ( cn ) ］，其中

dB，n表示B的第 n个边缘算子 dB，n : Bn→Bn－1，x
( －1) 表

示沿同态 x箭头相反方向的图追踪．
证 由已知得图 3．

Bn+1

pn+
→
1

Cn+1

dB，n+1↓
 ③ dC，n+↓


1

0 → An

i
→
n

Bn

p
→
n

Cn

dA，n↓
 ② dB，↓


n ① dC，↓


n

0 → An－1

in－
→
1
Bn－1

pn－
→
1

Cn－1

dA，n－1↓
 ④ dB，n－↓


1

An－2

in－
→
2
Bn－2

图 3 行正合交换图

［cn］∈Hn ( C) ，其中 cn∈ ker dC，n ＜ Cn，由 pn

为满同态，bn ∈ Bn，pn ( bn ) = cn，用 dC，n 作用得

dC，npn ( bn ) = dC，n ( cn ) = 0，由图 3中①的可交换得
pn－1dB，n ( bn ) = dC，npn ( bn ) = 0( dB，n ( bn ) ，0) ∈
ρker pn－1，且 Bn－1 处行正合，即 ρker pn－1 =≡in－1( An－1) ，则

( dB，n ( bn ) ，0) ∈≡in－1( An－1)an－1' ，an－1″ ∈ An－1，

dB，n ( bn ) + in－1 ( an－1' ) = in－1 ( an－1″ ) ，又 in－1 ( An－1 ) 是

Bn－1 的可减子半模，则 dB，n ( bn ) ∈ in－1 ( An－1 ) ，而 in－1
为单同态，则存在唯一的 an－1 ∈ An－1，in－1 ( an－1 ) =
dB，n ( bn ) ．
下面需要证明:

( i) 上述的 an－1 ∈ ker dA，n－1，因而［an－1］∈
Hn－1 ( A) ． 事实上，由图 3 中 ④ 的可交换得
in－2dA，n－1 ( an－1 ) = dB，n－1 in－1 ( an－1 ) = dB，n－1dB，n ( bn ) ，

又由 B为复形得 in－2dA，n－1 ( an－1 ) = dB，n－1dB，n ( bn ) =
0，而 in－2 为单同态，则 dA，n－1 ( an－1 ) = 0．
( ii) cn a an－1是完全确定的( 与 bn选取无关) ．只

需证当［cn］ = ［cn'］时，［i
( －1)
n－1 dB，np

( －1)
n ( cn) ］ =

［i( －1)n－1 dB，np
( －1)
n ( cn') ］，其中 pn ( bn ) = cn，pn ( bn') =

cn'，in－1 ( an－1 ) = dB，n ( bn ) ，in－1 ( an－1' ) = dB，n ( bn') ．
事实上，［cn］ = ［cn'］cn+1，cn+1' ∈ Cn+1，cn +

dC，n+1 ( cn+1 ) = cn' + dC，n+1 ( cn+1' ) ．由 pn+1 为满同态知，
bn+1，bn+1' ∈ Bn+1，pn( bn) + dC，n+1pn+1( bn+1) = pn( bn') +
dC，n+1pn+1( bn+1' ) ． 由图 3 中 ③ 的可交换得 pn( bn) +
pndB，n+1( bn+1) = pn( bn') + pndB，n+1( bn+1' )( bn +
dB，n+1( bn+1) ，bn' + dB，n+1( bn+1' ) ) ∈ ρker pn ． 而 Bn 处行正

合， 即 ρker pn =≡in( An)( bn + dB，n+1( bn+1) ，bn' +
dB，n+1( bn+1' ) ) ∈≡in( An)an'，an″∈An，bn +dB，n+1( bn+1) +
in( an') = bn' + dB，n+1( bn+1' ) + in( an″) ，用 dB，n 作用得

dB，n( bn) + dB，ndB，n+1( bn+1) + dB，nin( an') = dB，n( bn') +
dB，ndB，n+1( bn+1' ) + dB，nin( an″) ．又B为复形，即dB，ndB，n+1 =
0，于是有 dB，n ( bn ) + dB，n in ( an') = dB，n ( bn') +
dB，n in ( an″) ． 由图 3 中 ② 可交换得 in－1 ( an－1 ) +
in－1dA，n ( an') = in－1 ( an－1' ) + in－1dA，n ( an″) ．由 in－1为单
同态 得 an－1 + dA，n ( an') = an－1' + dA，n ( an″) 
an－1 ≡dA，n ( An ) an－1' ［an－1］ = ［an－1' ］．

定理 3 设 O→ A →
i

B →
p

C→ O为ＲM中
复形的短正合列，其中 B为 k-正则复形，且 i( A) 是
B的可减子复形，则

( i) 有ＲM 中 长 复 形 … → Hn ( A)
i
→
*

Hn ( B)
p
→
*

Hn ( C) →


Hn－1 ( A)
i
→
*

Hn－1 ( B)
p
→
*

Hn－1 ( C) →…，其中 为连接同态( 见图 4) ，该复形
在 Hn ( C) 处正合．
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H( A)
i
→
*

H( B)

 p*

H( C)
图 4 足码螺旋式下降的复形三角形

( ii) 连接同态 是自然的，若有如图5所示的交
换图，则有带复形行的ＲM交换图( 见图 6) ．

O→ A →
i

B →
p

C→ O

f↓
 ① ↓

g ②↓
h

O→ A' →
i'

B' →
p'

C' → O
图 5 带正合行的复形交换图

…→ Hn ( A)
i
→
*

Hn ( B)
p
→
*

Hn ( C) →


Hn－1 ( A) →…

f
↓


*
① g

↓


*
② h

↓


*
③ f

↓


*

…→ Hn ( A')
i'
→
*

Hn ( B')
p'
→
*

Hn ( C')

→
'

Hn－1 ( A') →…
图 6 带复形行的ＲM交换图

证 ( i) 先证 ≡i* ( Hn( A) )  ρker p* ． 事实上，
( ［bn］，［bn'］) ∈≡i* ( Hn( A) )［an］， ［an'］ ∈
Hn ( A) ，［bn］+ i* ( ［an］) =［bn'］+ i* ( ［an'］) ，从而，
p* i* ( ［an］) = ［pnin ( an) ］ = ［0］p* ( ［bn］) =
p* ( ［bn］+ i* ( ［an］) ) = p* ( ［bn'］+ i* ( ［an］) ) =
p* ( ［bn'］) ( ［bn］，［bn'］) ∈ ρker p* ．
然后证 ≡p* ( Hn( B) )  ρker n ． 事实上，( ［cn］，

［cn'］) ∈≡p* ( Hn( B) )［bn］，［bn'］∈ Hn ( B) ，［cn］+
p* ( ［bn］) = ［cn'］ + p* ( ［bn'］) ，而 np* ( ［bn］) =
n( ［pn ( bn ) ］) = ［i( －1)n－1 dB，np

( －1)
n pn ( bn) ］ = ［i( －1)n－1 ·

dB，n ( bn) ］ = ［0］( 由 bn ∈ ker dB，n ) n( ［cn］) =
n( ［cn'］) ．
再证 ≡( Hn( C) )  ρker i* ． 事实上，( ［an－1］，

［an－1' ］) ∈≡( Hn( C) )［cn］，［cn'］∈ Hn( C) ，［an－1］+
( ［cn］) = ［an－1' ］ + ( ［cn'］) ，而 i* ( ［cn］) =
［in－1 i

( －1)
n－1 dB，np

( －1)
n ( cn) ］ = ［dB，np

( －1)
n ( cn) ］ = 0

i* ( ［an－1］) = i* ( ［an－1' ］) ( ［an－1］，［an－1' ］) ∈
ρker i* ．
最后证 Hn ( C) 处正合，即≡p* ( Hn( B) ) = ρker n ．只

需再证 ρker n≡p* ( Hn( B) ) ．事实上，( ［cn］，［cn'］) ∈
ρker n，n( ［cn］) = n( ［cn'］) ［i

( －1)
n－1 dB，np

( －1)
n ( cn) ］=

［i( －1)n－1 dB，np
( －1)
n ( cn') ］an，an'∈ An，i

( －1)
n－1 dB，np

( －1)
n ( cn) +

dA，n( an) = i( －1)n－1 dB，np
( －1)
n ( cn') + dA，n( an')dB，np

( －1)
n ( cn) +

in－1dA，n ( an ) = dB，np
( －1)
n ( cn') + in－1dA，n ( an') ． 由图 3

中 ② 可 交 换 得 dB，np
( －1)
n ( cn ) + dB，n in ( an ) =

dB，np
( －1)
n ( cn') + dB，n in ( an') ，又由 dB，nk- 正则得

p( －1)n ( cn ) + in ( an ) + bn = p ( －1)n ( cn') + in ( an') + bn'，

其中 bn，bn'∈ ker dB，n ． 用 pn 作用得 cn + pnin ( an ) +
pn( bn) = cn' + pnin( an') + pn( bn') cn + pn( bn) = cn' +
pn( bn')［cn］+ p*［bn］=［cn'］+ p*［bn'］( ［cn］，［cn'］) ∈
≡p* ( Hn( B) ) ．
( ii) 图5中的①②为交换图，Hn为共变函子

图 6 中的 ①② 为交换图． 下证图 6 中的 ③ 为交换
图．事实上，［cn］∈ Hn ( C) ，其中 cn ∈ ker dC，n，由

pn 为满同态知，bn ∈ Bn，pn ( bn ) = cn，dB，n ( bn ) =
in－1 ( an－1 ) ．用 hn 作用及由图 5 中的②可交换得

pn'gn ( bn ) = hnpn ( bn ) = hn ( cn ) ． ( 1)
用 gn－1 作用 dB，n ( bn ) = in－1 ( an－1 ) 得

in－1' fn－1 ( an－1 ) = gn－1 in－1 ( an－1 ) = gn－1dB，n ( bn ) =
dB'，ngn ( bn ) in－1' fn－1 ( an－1 ) = dB'，ngn ( bn ) ． ( 2)
由( 1) 式和( 2) 式得

f* ( ［cn］) = f* ( ［an－1］) = ［fn－1 ( an－1 ) ］，

'h* ( ［cn］) = '( ［hn( cn) ］) = '( ［pn'gn( bn) ］) =
［i'( －1)n－1 dB'，ngn( bn) ］ =［fn－1( an－1) ］，

故 f*  = 'h* ．
推论 2 同构的复形必是同调的．

3 结论

环模上的同调理论和方法已经非常成熟，其研

究成果也十分丰富，使得环模的研究达到了一个新

的高度．借鉴这一思想，在半模范畴中建立同调理论
十分有意义和必要，而要建立同调理论，首先必须建

立复形的连接同态和复形同调的长正合列定理，本

文在一定的条件下给出了半模复形的连接同态并得

到了半模复形同调长正合列定理，为建立半模范畴

中的同调理论提供了有益的方法和基础．
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Some Studies of Homology Theory on Semimodule Complex

XU Di，HUANG Fusheng* ，LI Yang，JIANG Xiaoxia
( College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: In the category of semimodules，the concept of semimodule complex and chain mapping and complex ho-
mology functor are defined in view of congruence using the idea of universal algebra，for the addition of the semiring
and semimodule are no inverse operation，also a condition of complex to be exact sequences is given． The connecting
homomorphism theorem is extended to the semimodules under certain conditions，and got the weakly long exact se-
quence theorem of semimodules complex．
Key words: the exact sequences of semimodules; complex; connecting homomorphism

(责任编辑:曾剑锋)

262 江西师范大学学报( 自然科学版) 2016 年


