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高阶线性微分方程亚纯解的增长性
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摘要:利用亚纯函数值分布理论，研究了亚纯系数高阶线性微分方程 f( k) + Ak － 1 ( z) f
( k － 1) +… + A0 ( z) f = 0

解的增长性，证明了如果 A0 ( z) 以∞为亏值，Aj ( z) ( 1≤j≤k － 1) 满足某些条件，则上述方程的每个非零亚
纯解都为无穷级，得到解的超级的下界估计．
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0 引言和结果

设 f，α为复平面上的亚纯函数，用 μ( f) 和 σ( f)
表示 f的下级和级，σ2 ( f) 表示其超级，S( r，f) 代表
任意满足 S( r，f) = o( T( r，f) ) ( r→∞，rE) 的量，
其中E是一线测度有限的集合，如果T( r，α) = S( r，
f) ，则称 α 为 f 的小函数． 本文假定读者熟悉
Nevanlinna理论［1-2］．
考虑 2 阶线性微分方程

f ″ + A( z) f ' + B( z) f = 0． ( 1)
当 A( z) ，B( z) 为整函数时，方程( 1) 的每个非零解
都为整函数，且当 σ( A) ＜ σ( B) ＜ ∞ 或 σ( B) ＜
σ( A) ≤ 1 /2时，方程( 1) 的每一个非零解都为无穷
级［3-4］． 但当 A( z) ，B( z) 为亚纯函数时，即使有
σ( A) ＜ σ( B) ＜ ∞，方程( 1) 都可能存在有限级亚
纯解．例如，方程 f ″ － 2f ' － 2 tan2 zf = 0有一个有限
级亚纯解 f( z) = ez /cos z． 自然地，考虑当 A( z) ，
B( z) 为亚纯函数时，在什么条件下方程( 1) 的每一
个非零亚纯解都为无穷级． 陈宗煊［5］ 证明了如下
结果．
定理A 设 A0 ( z) ，A1 ( z) ，…，Ak－1 ( z) 是亚纯函

数，满足

max{ λ( 1 /A0 ) ，σ( Aj ) : j = 1，…，k － 1} ＜ μ( A0 ) ≤
σ( A0 ) ＜ + ∞ ．
如果方程

f( k) + Ak－1 ( z) f
( k－1) + … + A0 ( z) f = 0 ( 2)

有亚纯解，则每一个非零亚纯解 f满足

σ2 ( f) = σ( A0 ) ．
近年来，许多研究者将亚纯函数的亏值理论引

入微分方程解的性质的研究中，得到了一系列重要

结果［6-11］．特别地，文献［8］得到下述结果．
定理B 设 A( z) ，B( z) 是亚纯函数，其中 B( z)

以∞ 为亏值，H1 ( z) 是一分式线性变换．若 σ( A) ＜
σ( B) ，则方程

f ″ + ( H1  A) ( z) f ' + B( z) f = 0
的每一个非零亚纯解都是无穷级．
定理 C 设 A( z) 是超越亚纯函数，且满足

μ( A) ＜ 1 /2，δ( ∞，A) = 1，则方程
f ″ + A( z) f = 0

的每一个非零亚纯解都是无穷级．
注意到定理 B 中的分式线性变换 H1 ( w) 的系

数为常数．本文考虑更广泛一类的分式线性变换

H( w) = a( z) w + b( z)
c( z) w + d( z) ，

其中 a( z) ，b( z) ，c( z) ，d( z) 为亚纯函数，且满足
a( z) d( z) － b( z) c( z) ≠ 0．同时继续运用亚纯函数
的亏值对微分方程( 2) 的解的增长性进行研究，得
到下述结果．
定理 1 设 A0 ( z) ( ≠ 0) ，A1 ( z) ，…，Ak－1 ( z) ，

B( z) ( ≠ 0) 为亚纯函数，且 A0 ( z) 以 ∞ 为亏值．若
存在某个 d ∈ { 1，…，k － 1} ，使得 Ad ( z) =
( H  B) ( z) ，且 max{ σ( Aj ) ，σ( B) : j ≠ 0，d} ＜
σ( A0 ) ＜ + ∞，其中 a( z) ，b( z) ，c( z) ，d( z) 为 B( z)
的小亚纯函数，则方程( 2) 的每一个非零亚纯解 f满
足 σ( f) = ∞ 和 σ2 ( f) ≥ σ( A0 ) ．



从定理 1 的证明过程中，可以得到下述更一般
性的结果，即推论 1．
推论 1 设 A0 ( z) ( ≠ 0) ，A1 ( z) ，…，Ak－1 ( z) 为

亚纯函数，且A0 ( z) 以∞ 为亏值．若max{ σ( Aj ) : j =
1，…，k － 1} ＜ σ( A0 ) ＜ + ∞，则方程( 2) 的每一个
非零亚纯解 f满足 σ( f) = ∞ 和 σ2 ( f) ≥ σ( A0 ) ．
定理 2 设 A0 ( z) ( ≠ 0) ，A1 ( z) ，…，Ak－1 ( z) 为

亚纯函数，满足 δ( ∞，A0 ) = 1，max{ σ( Aj ) : j = 1，
…，k － 1} ＜ μ( A0 ) ＜ 1 /2，则方程( 2) 的每一个非
零亚纯解 f满足 σ( f) = ∞ 和 σ2 ( f) ≥ μ( A0 ) ．
注 1 定理 1 所得的解的超级的下界估计是精

确的．
例 1 设 p( z) 是有限级超越整函数且 σ( p) ＞

2，则 f( z) = ep( z) 为方程

f ″ + ez2 + z
ez2 － z

f ' + ( － p″ － ( p') 2 － ez2 + z
ez2 － z

p') f = 0

的解． 令 B( z) = ez2，H( w) = ( w + z) ( w － z) ，
A0 ( z) = － p″ － ( p') 2 － ( ez2 + z) p' ( ez2 － z) ，A1 ( z) =

( ez2 + z) ( ez2 － z) ．
显然A1 ( z) = ( H  B) ( z) ，2 = σ( B) ＜ σ( A0 ) =

σ( p) ，此时可得σ( f) = ∞，σ2 ( f) = σ( p) = σ( A0 ) ．
注2 当 k = 2时，在推论1的条件下，文献［8］也

证明了方程( 2) 的每一个非零亚纯解都为无穷级．
注 3 注意到当λ( 1 /A0) ＜ μ( A0) 时，必有 δ( ∞，

A0) = 1．因此推论 1和定理 2是定理 A的推广．

1 引理

引理 1［12］ 设 f( z) 为有限级超越亚纯函数，则
ε ＞ 0，
( i) 存在集合E1［0，2π) ，其线测度为0，使得

若 θ0 ∈［0，2π) \E1，则存在常数 Ｒ0 = Ｒ0 ( θ0 ) ＞ 0，
使得对所有满足 arg z = θ0 及 z ≥ Ｒ0 的 z 和所有
k ＞ j，有 f( k) ( z) / f( j) ( z) ≤ z ( k－j) ( σ( f) －1+ε) ;
( ii) 存在对数测度为有限的集合 E2  ( 1，+

∞ ) ，使得对所有满足 z = r［0，1］∪ E2 的 z及
( k，j) ∈ Γ，上式成立．
引理 2［13］ 设 f( z) 是超越亚纯函数，满足

μ( f) ＜ α ＜ 1．定义集合 E = { r ＞ 1: log L( r，f) ＞
γ( cos( πα) + δ( ∞，f) － 1) T( r，f) } ，其中 L( r，f) =
min{ f( z) : z = r} ，γ = πα /sin( πα) ， 则
logdensE≥ 1 － μ( f) /α．
引理 3［14］ 设 g( z) 为有限级亚纯函数，则

ε ＞ 0，存在一个线测度和对数测度都为有穷的

集合 E ( 1，+ ∞ ) ，使得当 z = r［0，1］∪ E，

r→+ ∞ 时，有 g( z) ≤ exp{ rσ( g) +ε} ．
引理4［15］ 设 f( z) 是一非常数亚纯函数，g( z) =

［a( z) f( z) + b( z) ］ ［c( z) f( z) + d( z) ］，其中 a( z) ，
b( z) ，c( z) ，d( z) 均 为 f( z) 的 小 亚 纯 函 数 且
a( z) d( z) － b( z) c( z) ≠ 0，则

T( r，g) = T( r，f) + S( r，f) ．
引理 5［12］ 设 f( z) 为超越亚纯函数，Γ =

{ ( k1，j1 ) ，…，( km，jm ) } 为满足 ki ＞ ji ≥ 0的整数对
组成的集合，则对任意给定的常数 α ＞ 1，存在对数
测度有限的集合 E ( 1，+ ∞ ) 和仅依赖于 α和 Γ
的常数 B ＞ 0，当 z满足 z = r［0，1］∪ E和( j，

i) ∈ Γ时，有
f( j) ( z) f( i) ( z) ≤B［T( αr，f) logαrlog T( αr，f) / r］j －i ．

2 定理的证明

定理 1的证明 设 f为方程( 2) 的一个非零亚
纯解，由方程( 2) 得

A0 = － f( k) / f － Ak－1 f
( k－1) / f － … － A1 f ' / f． ( 3)

由( 3) 式，引理 4 和对数导数引理得

m( r，A0 ) ≤∑
k－1

j = 1
m( r，Aj ) + O( log rT( r，f) ) ≤

∑
k－1

j = 1
j≠d

T( r，Aj ) + T( r，B) + o( T( r，B) ) +

O( log rT( r，f) ) ( r→ ∞，r E) ， ( 4)
其中 E为线测度有限的集合．
由级的定义知，存在序列{ rn' } ( rn' → ∞ ) 满足

lim
rn'→∞

log T( rn'，A0 ) log rn' = σ( A0 ) ．

令 mE = δ，则存在点 rn∈［rn'，rn' + δ + 1］－ E，
由于

log T( rn，A0 )
log rn

≥
log T( rn'，A0 )

log( rn' + δ + 1) =

log T( rn'，A0 )
log rn' + log( 1 + ( δ + 1) rn')

，

所以

lim
rn→∞

log T( rn，A0 )
log rn

≥

lim
rn'→∞

log T( rn'，A0 )
log rn' + log( 1 + ( δ + 1) rn')

= σ( A0 ) ．

于是存在序列{ rn} ( rn → ∞ ) 满足
lim
rn→∞

log T( rn，A0 ) log rn = σ( A0 ) ． ( 5)

令 ρ = max{ σ( Aj ) ，σ( B) : j≠ 0，d} ，则对任意
给定常数 ε( 0 ＜ 2ε ＜ σ( A0 ) － ρ) ，Ｒ0 ＞ 0，使得
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当 rn ＞ Ｒ0 时，有

T( rn，B) ＜ rρ+εn ，T( rn，Aj ) ＜ rρ+εn ( j =
1，…，k － 1，j≠ d) ， ( 6)
T( rn，A0 ) ＞ rσ( A0) －εn ． ( 7)

由亏值定义知 δ( ∞，A0 ) = δ ＞ 0，从而，Ｒ1 ＞ 0，使
得当 rn ＞ Ｒ1 时，有

m( rn，A0 ) ＞ δT( rn，A0 ) /2． ( 8)
从而由( 4) ～ ( 8) 式可得，当 rn 充分大时，有

δrnσ
( A0) －ε /2 ≤ ( k + 1) rρ+εn + O( log rT( r，f) ) ．

故 σ( f) = ∞ 且 σ2 ( f) ≥ σ( A0 ) ．定理 1 得证．
定理 2的证明 设 f为方程( 2) 的任一个非零

亚纯解，假设 σ( f) ＜ ∞，由方程( 2) 得

A0 ≤
f( k)
f

+ Ak－1
f( k－1)
f

+… + A1
f '
f

． ( 9)

由引理 1，存在对数测度为有限的集合 E1 
( 1，+∞ ) ，使得对所有满足 z = r［0，1］∪E1的

z，有
f( j) ( z) / f( z) ≤ z jσ( f) ( j = 1，…，k) ． ( 10)
令 τ = max{ σ( Aj ) : 1≤ j≤ k － 1} ，由引理3，对

任意给定常数 ε( 0 ＜ 2ε ＜ μ( A0 ) － τ) ，存在一对数
测度有限的集合 E2  ( 1，+ ∞ ) ，使得当 z = r

［0，1］∪ E2 时，有

Aj ( z) ≤ exp{ rτ+ε} ． ( 11)
由引理 2，取 α0 = ( μ( A0 ) + 1 /2) 2，则存在集

合 E3满足logdensE3≥1 － μ( A0 ) /α0，且当 z = r∈
E3 时，有

log A0 ( z) ≥
πα0

sin( πα0 )
cos( πα0 ) ·T( r，A0 ) ． ( 12)

又由 μ( A0 ) 的定义知，对上述 ε ＞ 0，r0 ＞ 1，使得
当 r ＞ r0 时，有

T( r，A0 ) ＞ rμ( A0) －ε /2 ． ( 13)
由于

πα0

sin( πα0)
cos( πα0)·rμ( A0) －ε/2

rμ( A0) －ε →+ ∞ ( r→ + ∞ ) ． ( 14)

所以由( 12) ～ ( 14) 式得，r1 ( ≥ r0 ) ，使得当 z =
r∈ E3 \［0，r1］时，有

A0 ( z) ≥ exp{ rμ( A0) －ε} ． ( 15)
故由( 9) ～ ( 11) 式和( 15) 得，当 z = r∈ E3 \［0，

r1］∪ E1 ∪ E2 时，有

exp{ rμ( A0) －ε} ≤ A0( z) ≤ k z kσ( f) exp{ rτ+ε} ． ( 16)
由于 τ ＜ μ( A0 ) ，所以( 16) 式不可能成立．因此方程
( 2) 的每一非零亚纯解 f满足 σ( f) = ∞ ．
下证 σ2 ( f) ≥ μ( A0 ) ．由于 σ( f) = ∞，所以方程

( 2) 的每一非零亚纯解 f 都为超越亚纯函数．从而由
引理5，存在一对数测度有穷的集合E4和常数B ＞ 0，

使得对所有满足 z = r［0，1］∪ E4 的 z，有

f( j) ( z) / f( z) ≤ B［T( 2r，f) ］j+1( j = 1，…，k － 1) ． ( 17)

从而由( 9) ，( 11) ，( 15) 和( 17) 式得，当 z = r ∈

E3 \［0，r1］∪ E2 ∪ E4 时，有

exp{ rμ( A0) －ε} ≤ A0 ( z) ≤ kBexp{ rτ+ε} ［T( 2r，f) ］j +1 ．
( 18)

由( 18) 式得 σ2 ( f) ≥ μ( A0 ) ．
综上定理 2 得证．
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