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0 引言及主要结果

考虑具有如下形式的 Taylor级数

∑
∞

n = 0
anz

n = a0 + a1 z + a2 z
2 + … + anz

n + …， ( 1)

其中{ an} 是复数列，n∈N，z = x + iy( x，y为实数) ．
当( 1) 式满足

lim
n→∞

n a槡 n = 0 或者lim
n→∞

an+1  an = 0 ( 2)

时，则其和函数 f( z) 在全平面内处处解析，即为整
函数［1］． 记 D 为级数 ( 1) 满足条件 ( 2) 的整函数
f( z) 的全体集合．

定义1［2］ 若 f( z) =∑
∞

n = 0
anz

n∈D，则 f( z) 的 q-

级 ρq 定义为

ρq = limsup
r→+∞

log［q］M( r，f)
log r ，q = 2，3，4，5，…， ( 3)

当 0 ＜ ρq ＜ + ∞ 时，其 q-型 τq 定义为
τq = limsup

r→+∞
log［q－1］M( r，f) rρq，q = 2，3，4，5，…．

其中M( r，f) = max
z ≤r

f( z) 为 f( z) 的最大模．当 q = 2

时，其 q-级 ρq 和 q-型 τq 分别被称为 f( z) 的级和型．
对于级数的增长性，余家荣等［3-16］ 作了大量的

研究． 2002 年，关于 Taylor 级数的增长性，K． A． M．
Sayyed等［17-18］通过研究 Taylor 级数确定的整函数
的级与其系数之间的关系，得到如下结果．
定理 A 若 f( z) ∈ D，则

ρq = limsup
n→+∞

n log［q－1］n
log( 1 / an )

，q = 2，3，4，5，…， ( 4)

当 0 ＜ ρq ＜ + ∞ 时，则

τq = limsup
n→+∞
( an

ρq /n ) log［q－2］ n
eρq
，q = 2，3，4，5，…．

本文给出一种 Taylor-Hadamard乘积定义，并讨
论 Taylor-Hadamard乘积的增长性与原 Taylor 级数
的增长性之间的关系问题．

定义 2 设 f1 ( z) = ∑
∞

n = 0
anz

n，f2 ( z) = ∑
∞

n = 0
bnz

n，

且 f1 ( z) ，f2 ( z) ∈ D，若 α，β为实常数，满足 0 ＜ α，
β ＜ + ∞，构造它们的 Taylor-Hadamard乘积为

F( z) = ( f1Δf2 ) ( u，v，α，β; z) = ∑
∞

n = 0
cnz
( α+β) n，

cn = au
nb

v
n，

其中 u，v是正实数; { an} ，{ bn} 是复数列．
本文讨论了定义 2中 F( z) 的增长性，得到了如

下结果．
定理 1 设 f1 ( z) ，f2 ( z) ∈ D具有 q-级 ρ1，ρ2和

q-型 τ1，τ2，则 Taylor-Hadamard乘积 F( z) 的 q-级 ρ
满足

ρ≤ ( α + β) ρ1ρ2( uρ2 + vρ1 ) ， ( 5)
当( 5) 式等号成立时，F( z) 型 q-型 τ满足

τ ≤
α + β [ρ
( ρ1τ1 )

u /ρ1 ( ρ2τ2 )
v /ρ ]2

ρ / ( α+β)
，q = 2，

［( τ1 )
u /ρ1 ( τ2 )

v /ρ2］ρ / ( α+β) ， q≥ 3
{

．
定理 2 设 f1 ( z) ，f2 ( z) ∈ D 具有级 ρ1，ρ2，型

τ1，τ2 以及 Taylor-Hadamard乘积 F( z) 的级 ρ 和型
τ，则 F( kz + z0 ) ( k≠ 0为实数，z0为复常数) 的级 ρ'
和型 τ' 满足 ρ' = ρ，τ' = k ρτ．

1 引理及证明

引理 1 设 f1 ( z) = ∑
∞

n = 0
anz

n ∈ D，具有 q-级 ρq



和 q-型 τq，令 g1 ( z) =∑
∞

n = 0
anzα

n ( α∈Ｒ + ) ，其具有 q-

级 ρq' 和 q-型 τq'，则 ρq' = αρq，τq' = τq ( q≥ 2) ．
证 ρq' = limsup

r→+∞
log［q］M( r，g1 ) log r =

limsup
r→+∞

log［q］M( rα，f1 ) log r = limsup
r→+∞

log［q］M( rα，

f1 ) log rα·log rα log r = αρq ．
当 ρq' = αρq时，τq' = limsup

r→+∞
log［q－1］M( r，g1) rρq' =

limsup
r→+∞

log M［q－1］( rα，f1 ) rρq' =

limsup
r→+∞

log M［q－1］( rα，f1 ) ( rα ) ρq
/α ρq = αρq

limsup
r→+∞

log M( rα，f1 ) ( rα ) ρ1 = τq ．

注 因为 limsup
n→+∞

αn log［q－1］n
log( 1 / an )

= αρq = ρq'，

limsup
n→+∞

an
ρq' / ( αn) log［q－2］ αneρq'

= τq = τq'，于是有

ρq' = limsup
r→+∞

log［q］M( r，g1)
log r ρq' = limsup

n→+∞

αn log［q－1］n
log( 1 / an )

，

τq' = limsup
r→+∞

log［q－1］M( r，g1)
rρq



τq' = limsup
n→+∞

an
ρq' / ( αn) log［q－2］ αneρq'

．

引理 2 设 f( z) = ∑
∞

n = 0
anz

n ∈ D具有级 ρ和型

τ，对于复常数 a，令 g( z) = ∑
∞

n = 0
an ( z + a) αn 的级 ρ'

和型 τ'，则 ρ' = αρ，τ' = τ．
证 令 z + a = λ， a = r0，显然，r － r0 ≤

λ≤r + r0，当 r→ ∞ 时，log r ～ log λ，

ρ' = limsup
r→+∞

loglog M( r，g)
log r = limsup

r→+∞

loglog M( λα，f)
log r ·

log λα

log λα = limsup
r→+∞

loglog M( λα，f)
log λα

log λα

log r = αρ，

τ' = limsup
r→+∞

log M( r，g)
rρ'

= limsup
r→+∞

log M( λα，f)
rρ'

=

limsup
r→+∞

log M( λα，f1 )
( λα ) ρ

·( λ
α ) ρ

rρ'
ρ' = αρ

limsup
r→+∞

log M( λα，f1 )
( λα ) ρ

·limsup
r→+∞

( λα ) ρ

r( αρ)
= τ．

2 定理的证明

定理1证明 ε ＞ 0，存在2个正整数N1，N2，

当 n ＞ N = max{ N1，N2 } 时，有

an ＜ exp － n log［q－1］n
ρ1 +{ }ε

，bn ＜ exp － n log［q－1］n
ρ2 +{ }ε

，

则 log 1
cn

＞ n u
ρ1 + ε

+ v
ρ2 +[ ]ε log［q－1］n，

由引理 1，有

ρ = limsup
n→+∞

( α + β) n log［q－1］n
log( 1 / cn )

≤

limsup
n→+∞

( α + β) n log［q－1］n

n u
ρ1 + ε

+ v
ρ2 +[ ]ε log［q－1］n

．

由 ε的任意性，得

ρ≤ ( α + β)
u /ρ1 + v /ρ2

=
( α + β) ρ1ρ2
uρ2 + vρ1

．

当 ρ =
( α + β) ρ1ρ2
uρ2 + vρ1

时，ε ＞ 0，存在 2个正整

数 N1，N2，当 n ＞ N = max{ N1，N2 } 时，有

an ＜
τ1 + ε

log［q－2］ n
eρ









1

n /ρ1

，bn ＜
τ2 + ε

log［q－2］ n
eρ









2

n /ρ2

，

cn ＜
τ1 + ε

log［q－2］ n
eρ









1

un /ρ1 τ2 + ε

log［q－2］ n
eρ









2

vn /ρ2

．

由引理 1，有

τ = limsup
n→+∞

cn
ρ
( α+β) n log［q－2］ ( α + β) n

eρ ≤

limsup
n→+ (∞

τ1 + ε

log［q－2］ n
eρ

)
1

un/ρ (1 τ2 + ε

log［q－2］ n
eρ

)
2

vn/ρ2
ρ / ( α+β) n

·

log［q－2］ ( α + β) n
eρ

．

当 q = 2 时，由 ε的任意性，得

τ≤ α + β [ρ
( ρ1τ1 )

u /ρ1 ( ρ2τ2 )
v /ρ ]2

ρ / ( α+β)
．

当 q≥ 3，n→+ ∞ 时，

log［q－2］ ( α + β) n
eρ

～ log［q－2］ n
eρ1

～ log［q－2］ n
eρ2
，

再由 ε的任意性，得 τ ≤［( τ1 )
u /ρ1 ( τ2 )

v /ρ2］ρ / ( α+β) ．
综上定理 1 得证．
定理 2 的证明 因为

F( kz + z0 ) = ∑
∞

n = 0
au
nb

v
n ( kz + z0 )

( α+β) n =

∑
∞

n = 0
au
nb

v
nk
( α+β) n ( z + z0 / k)

( α+β) n ．

令 G( ξ) = ∑
∞

n = 0
cnξ

n 的型为 ρG 和 τG，其中 cn =

au
nb

v
nk
( α+β) n ．由( 4) 式知ε ＞ 0，存在2个正整数N1，

N2，当 n ＞ N = max{ N1，N2 } 时，有

an ＜ n－n/ ( ρ1+ε) ，bn ＜ n－n/ ( ρ2+ε) ，

则

au
nb

v
nk
( α+β) n ＜ n－n［u / ( ρ1+ε) +v / ( ρ2+ε) ］k ( α+β) n，

log 1
au
nb

v
nk
( α+β) n [＞ n u

ρ1 + ε
+ v
ρ2 + ]ε

log n － ( α +
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β) nlog k．
因此

ρG ≤ limsup
n→+∞
{ nlog n ［n( u / ( ρ1 + ε) + v / ( ρ2 +

ε) ) log n － ( α + β) nlog k］} ．
由 ε的任意性，得 ρG ≤ ρ1ρ2( uρ2 + vρ1 ) ．
当 ρG = ρ1ρ2( uρ2 + vρ1 ) 时，ε ＞ 0，存在2个

正整数 N1，N2，当 n ＞ N = max{ N1，N2 } 时，有

an ＜ ( eρ1 ( τ1 + ε) /n) n /ρ1，

bn ＜ ( eρ2 ( τ2 + ε) /n) n /ρ2，

cn = au
nb

v
nk
( α+β) n ＜ ［eρ1 ( τ1 + ε) /n］un /ρ1·

［eρ2 ( τ2 + ε) /n］vn /ρ2k ( α+β) n，

则 τG = 1
eρG

limsup
n→+∞

n( cn ρG /n ) ≤

1
eρG

limsup
n→+∞

n ［eρ1 ( τ1 + ε) /n］un /ρ1·

［eρ2 ( τ2 + ε) /n］vn /ρ2k ( α+β) n
ρG /n
，

由 ε的任意性，得

τG ≤
1
ρG
［( ρ1τ1 )

u /ρ1 ( ρ2τ2 )
v /ρ1］ρGk ( α+β) ρG，

再由引理 2 知
ρ' = ( α + β) ρG ≤ ( α + β) ρ1ρ2 ( uρ2 + vρ1 ) ．

令 ρG = ρ' / ( α + β) ，则

τ' = τG ≤
α + β
ρ'
［( ρ1τ1 )

u /ρ1 ( ρ2τ2 )
v /ρ1］ρ' / ( α+β) k ρ'，

由定理 1 知，定理 2 成立．

3 相关例子

例 1 令 f1 ( z) =∑
∞

n = 0

2n

n! z
n，an = 2n

n! ，于是 f1 ( z)

满足( 2) 式，f2 ( z) = ∑
∞

n = 0

1
nn z

n，bn = 1
nn，f2 ( z) 满足

( 3) 式，所以 f1 ( z) ，f2 ( z) ∈ D，并且

ρ1 = limsup
n→+∞

nlog n
log( n! /2n )

= 1，

ρ2 = limsup
n→+∞

nlog n
log( nn )

= 1，

τ1 = 1
eρ1

limsup
n→+∞

n an
ρ1 /n =

1
e limsup

n→+∞
2n( e /n) = 2，τ2 = 1

eρ2
limsup
n→+∞

n bn
ρ2 /n =

1
e limsup

n→+∞
n 1

nn

1 /n

= 1
e ．

若令 u = 5，v = 4，α + β = 5，即

F( z) = ∑
∞

n = 0

2n

n( )!
5 1

n( )n

4

z5n，

则由定理 1 有
ρ≤ 5ρ1ρ2 ( 5ρ2 + 4ρ1 ) = 5 /9，

τ≤ α + β
ρ
［( ρ1τ1 )

u /ρ1 ( ρ2τ2 )
v /ρ2］

ρ
α+β = 9 25

e( )4

1 /9

．

又由引理 1，有

ρ = limsup
n→+∞

5nlog n

－ 5log 2
n

n! + 4log nn
=

limsup
n→+∞

1

－ 5log 2
5log n + 5log n!

5nlog n + 4
5

= 5
9 ，

τ = 9
e limsup

n→+∞
5n ( 2

n

n! )
5 ( 1

nn[ ]) 4( 1 /9n)

= 9 25

e( )4

1 /9

．

因此该例说明当 q = 2 时定理 1 是成立的．

例 2 f1 ( z) = ∑
∞

n = 0
anz

n，f2 ( z) = ∑
∞

n = 0
bnz

n，其中

an = 1
log［q－2］( )n

n

，bn = 1
log［q－2］( )n

n!

．令 f1 ( z) ，f2 ( z)

的 q-级分别为 ρ1，ρ2 和 q-型分别为 τ1，τ2，则

ρ1 = limsup
n→+∞

n log［q－1］n
log ( log［q－2］n) n

= 1，

ρ2 = limsup
n→+∞

n log［q－1］n
log ( log［q－2］n) n n槡 !

=

limsup
n→+∞

n log［q－1］n
n n槡 ! log

［q－1］n
= e，

τ1 = limsup
n→+∞

1
log［q－2］( )n[ ]n ρi / n

log［q－2］n = 1，

τ2 = limsup
n→+∞

1
log［q－2］( )n

n n槡[ ]! ρi / n

log［q－2］n = 1．

取 u = 3，v = 4，α + β = 5，即 F( z) =

∑
∞

n = 0
a3
nb

4
nz

5n，则由定理 1 有

ρq≤ ( α + β) ρ1ρ2 ( uρ2 + vρ1 ) = 5e ( 3e + 4) ，
当上式等号成立时，由定理 1 可得

τq ≤［( τ1 )
u /ρ1 ( τ2 )

v /ρ2］ρq / ( α+β) = 1．
又由引理 1，有

ρq = limsup
n→+∞

( α + β) n log［q－1］n
log( 1 / cn )

=

limsup
n→+∞

5n log［q－1］n

3log 1
an

+ 4log 1
bn

≤

limsup
n→+∞

5
3log ( log［q－2］n) n

n log［q－1］n
+ 4log ( log［q－2］n) n n槡 !

n log［q－1］n

=

limsup
n→+∞

5
3nlog( log［q－2］n)

n log［q－1］n
+ 4 n n槡 ! log( log

［q－2］n)
n log［q－1］n

=

5e
3e + 4．
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τq = limsup
n→+∞

cn
ρq
( α+β) n log［q－2］n≤

limsup
n→+∞

1
log［q－2］( )n

3n 1
log［q－2］( )n

4n槡n!
e
( 3e+4) n．

log［q－2］n = 1．

因此，此例说明了当 q≥ 3 时定理 1 也成立．
例 3 若 f1 ( z) ，f2 ( z) ，u，v，α，β均由例1给出以

及 k = 3，z0 = 6，则

F( kz + z0 ) = ∑
∞

n = 0

2n

n( )!
5 1

n( )n

4

( 3z + 6) 5n =

∑
∞

n = 0

2n

n( )!
5 1

n( )n

4

35n ( z + 2) 5n ．

令 G( ξ) = ∑
∞

n = 0

2n

n( )!
5 1

n( )n

4

35nξn，这里 ξ = z +

2，则 G( ξ) 的级 ρG 与型 τG 有

ρG = limsup
n→+∞

nlog n
－ log［( 2n /n! ) 5 ( 1 /nn ) 435n］

=

limsup
n→+∞

nlog n
－ 5nlog 2 + 5log( n! ) + 4nlog n + 5nlog 3 = 1

9，

τG = 1
eρG

limsup
n→+∞

n( ( 2n /n! ) 5 ( 1 /nn ) 435n ρq /n ) =

9
e limsup

n→+∞
n 2n

n( )!
5 1

n( )n

4

35n
1
9( )n

= 35 /9［9( 25 /9e－4 /9) ］．

又由引理2知F( 2z + 6) 的级 ρ' = 5ρG = 5 /9 =
ρ，型 τ' = τG = 35 /9［9( 25 /9e －4 /9) ］ = 3ρτ．
至此，例 3 说明了定理 2 的结论成立．
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On Some q-Order and q-Type of Taylor-Hadamard Product Function

TANG Wenju，CUI Yongqin，XU Huiqing，XU Hongyan*

( Department of Informatics and Engineering，Jingdezhen Ceramic Institute，Jingdezhen Jiangxi 333403，China)

Abstract: The purpose of this paper is to investigate the growth of entire functions represented by Taylor series，and
some relationship theorems about q-order and q-type between Taylor series and its Taylor-Hadamard product are ob-
tained，by constructing a Taylor-Hadamard product of Taylor series． Some examples show that our results had given．
Key words: Taylor series; Taylor-Hadamard product; q-order; q-type

(责任编辑:王金莲)

972第 3 期 汤文菊，等: Taylor-Hadamard乘积的 q-级和 q-型


