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属性蕴含 Q矩阵理论的认知诊断模型
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摘要:引入属性蕴含的 Q矩阵理论扩展了传统 Q矩阵理论．属性的先决关系是属性蕴含的特殊形式，寻
找属性蕴含 Q矩阵理论中合适的认知诊断模型具有重要的理论与应用意义．就满足属性蕴含的 Q矩阵，
视其为形式概念分析中的形式背景，形势背景诱导的概念格亦为认知诊断模型．研究成果可进一步丰富
Q矩阵理论与方法．
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0 引言

认知诊断( Cognitive Diagnosis，CD) 是测量个体
特定的知识结构 ( knowledge structure) 和加工技能
( processing skills) ［1］． 认知诊断模型在认知诊断中
的重要性是不言而喻的，Q 矩阵 ( 项目与属性的关
联矩阵) 对于大多数认知诊断模型也是不可缺少

的，无论如何评论 Q矩阵以及 Q矩阵理论在认知诊
断中作用都不过分［3］． Q 矩阵的研究吸引了众多学
者的兴趣，亦有大量的研究成果． Q矩阵从提出［3-4］，
到 J． P． Leighton等［5］提出先确定属性层级关系，对
被试进行分类诊断的属性层级方法 ( AHM ) ，在
AHM 的基础上，丁树良等［6］对 Q 矩阵理论作了进
一步补充和修正，修正后的 Q 矩阵理论更合理、科
学．杨淑群等［2］将 AHM拓广至更一般的属性蕴含，
并给出基于属性蕴含的 Q矩阵理论［7］，但引入属性
蕴含的认知诊断模型的研究尚未有报道．

1 国内外研究现状及发展动态分析

迄今为止，心理测量学者们已开发了近百种认

知诊断模型． Q矩阵对于大多数认知诊断模型不可
或缺，其中规则空间方法 ( ＲSM ) 、属性层级方法
( AHM) 与 DINA等模型都要求必须有 Q 矩阵． ＲSM

通过测验项目得到描述项目与属性关系的 Q 矩阵，
用代数方法把不可观察的属性掌握模式转化为可观

察的理想反应模式，然后进行判别分类，达到认知诊

断的目的．与 ＲSM不同的是，AHM先确定属性之间
的先决关系，给出满足先决关系的理想反应模式，再

判别分类．杨淑群等［8］基于给定的先决关系，生成
满足先决关系的 Q 矩阵，视此 Q 矩阵为形式背
景［9］，形式背景诱导的概念格可作为认知诊断模

型，具有良好的诊断能力［10-12］．

2 基本概念

2． 1 属性蕴含关系

蕴含关系的定义为: A、B为属性集，A蕴含 B 当
且仅当每个具有 A中属性的对象就一定具有 B中的
属性．蕴含的例子非常多，数学中的所有定理都表明
了蕴含关系． 如大家熟悉“三角形两边的和大于第
三边”，A为“三角形”，B为“两边的和大于第三边”，
A蕴含B．再如，集合论中的关系，一般从自反、对称、
反对称及传递来考察关系的性质．众所周知，具有对
称与反对称的关系一定具有传递性，即对称与反对

称蕴含传递． 如属性 A 为同分母分数减法 ( 5 /6 －
2 /6) ，属性 A1为整数减法( 5 － 2) ，属性 A2为整数的

除法，要掌握属性 A，首先要掌握属性 A1 与属性 A2，



而 A1 与 A2 之间没有先决关系，因此属性集{ A1，A2 }

蕴含属性 A．
K． K． Tatsuoka对先决关系给出过数学化定义，

即将 Q矩阵行向量进行两两比较，采用集合的包含
关系以产生属性之间的先决关系． 属性的先决关系
为蕴含关系的特殊情况［6］．

2． 2 形式概念分析

形式概念分析中，数据是以二元关系的形式背

景来表示．本文沿用标准的 FCA 记法［13］．下面给出
一个形式背景，如表 1 所示．

表 1 一个形式背景

编号 a b c d

1 1 0 0 1

2 1 1 0 0

3 1 0 1 1

4 1 0 1 1

给定一个形式背景( G，M，I) ，定义 2个单目运算:
A∈P( G) ，A* = {m∈M gIm，g∈A} ∈P( M) ，

B∈P( M) ，B* = { g∈G gIm，m∈B} ∈P( G) ．

可检验公式 2个运算的复合分别是偏序集〈P( G) ，〉
和〈P( M) ，〉的闭包算子．
设( G，M，I) 为一个形式背景，有序对 ( A，B) ，

A∈ P( G) ，B∈ P( M) ，P为幂集，若( A，B) ∈ P( G) ×
P( M) 满足 A* = B且 B* = A，则称( A，B) 为形式概
念．形式背景的概念可定义序关系( A，B) ≤ ( C，D)
A C( 或BD) ，可诱导出( P( G) × P( M) ，≤) 为一
个格，称为概念格．

3 基于形式概念分析的认知诊断模型

3． 1 属性先决关系下的认知诊断模型

图 1 为满足属性先决关系的一个属性层级结
构，属性 A1 是其他 3 个属性的先决属性，属性 A3 是

A4 的先决属性，A2 与 A4 不是任何属性的先决属性．

图 1 一个满足属性先决关系的属性层次结构

根据文献［8］中的算法，满足图 1 的 Q矩阵为

Q1 =

1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1
0 0 1 1 1 1











0 0 0 0 1 1

．

Q1 转置后为形式背景，从文献［12］可得此形
式背景诱导的概念格如图 2 所示．

图 2 Q1 诱导的概念格

每个概念有二元信息，一是项目集，二是属性

集．项目集的共同属性构成了属性集，具有属性集的
项目就是项目集．概念格不仅表达了概念之间的序
关系，还表达了概念之间的包含关系．比如，概念 #2
包含了项目集{ 2，5，6} ，属性集{ a，b} ，表示项目 2、
项目 5 与项目 6 都具有属性 a与 b，被试测试了这 3
个项目意味着诊断其是否掌握了属性 a与 b．概念格
自上而下，概念中的属性集的属性数目逐层递增 1，
项目难度依次增强，是理想的认知诊断模型． Monte
Carlo模拟实验表明，满足先决关系的Q矩阵诱导的
概念格作为认知诊断模型，被试的知识状态较好的

被诊断，能力估计精度也较高［11］．

3． 2 属性蕴含的认知诊断模型

属性先决关系是属性蕴含关系的特例．显然，当
属性蕴含为先决关系时，上述概念格是良好的认知

诊断模型．但是，属性关系满足一般的属性蕴含关系
时，概念格是否依然是理想的认知诊断模型是本文

讨论的重点．
文献［7］中介绍了满足属性蕴含的 Q 矩阵，给

定属性蕴含集{ { a，b} → c，c→ d} ，其对应的充分 Q
矩阵为
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Q2 =

1 2 3 4 5 6 7 8
a 0 0 0 0 0 1 1 1
b 0 0 1 1 1 0 0 0
c 0 1 0 0 1 0 0 1
d















1 1 0 1 1 0 1 1

，

Q2 转置后可得形式背景如表 2 所示．
表 2 Q2 转置所得形式背景

编号 a b c d

1 0 0 0 1

2 0 0 1 1

3 0 1 0 0

4 0 1 0 1

5 0 1 1 1

6 1 0 0 0

7 1 0 0 1

8 1 0 1 1

按照概念格的生成算法，其诱导的概念格如图

3 所示．

图 3 表 2 诱导的概念格

从图 3 来看，与基于属性先决关系生成的概念
格相比，概念包含的信息相同，概念格自上而下，概

念的属性数目递增，项目难度依次增强，也可作为认

知诊断模型．所不同的是，格中上下层之间属性集的
数目不一定相差 1，比如概念 #4 的属性集有一个属
性 a，概念 #8有 3个属性 a、c与 d．诊断中，被试掌握
了属性 a，如果要诊断属性 c，只能同时诊断属性 c与
d，原因是受蕴含关系的约束．
既然属性蕴含诱导的概念格可作为认知诊断模

型，其诊断方法的思想、算法与步骤可参考文献
［11］．基于属性蕴含的题库可囊括属性先决关系的
题库，只要效率与精度不低于属性先决关系的诊断

就是进步．以后的论文会专门阐述这个问题．

4 结论

属性先决关系是属性蕴含的特例，满足属性蕴

含关系的充分 Q矩阵视为形式背景，诱导的概念格
可作为认知诊断模型． 较之基于属性先决关系的概
念格研究理论，本文所不同的在于充分 Q 矩阵与其
诱导的概念格特性，对认知诊断的效率与精度无影

响，因此基于属性蕴含的概念格依然是理想的认知

诊断模型．
诊断中涉及的属性多，如果充分 Q 矩阵与概念

格的生成算法效率不能容忍，在自适应的考试中难

以应用．因此进一步的工作是，研究属性蕴含关系的
性质，得出高效的充分 Q矩阵与其诱导的概念格生
成算法．
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Abstract: The Q matrix theory introduced with attribute implication has expanded the traditional Q matrix theory．
The prerequisite relationship of attributes is a distinctive form of attribute implication and an appropriate cognitive
diagnosis model for Q matrix theory can realize profound significance both theoretically and pragmatically． The Q
matrices that meet the conditions of the formal concept analysis are considered as the formal context of formal cogni-
tive analysis and the concept lattices induced by formal concept are regarded as cognitive analysis models． The re-
sults of this study can broaden the prospects of Q matrix theory and its methods．
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Abstract : A reachability matrix Ｒ has two important properties: one is that any column in Q matrix can be expressed
by a linear combination of the columns of Ｒ with the combination coefficients being 1 or 0，the other is that under
the conditions of 0-1 scoring rubric and the noncompensatory among the attributes，if Ｒ ( or a permutation of its col-
umns) is a sub-matrix of the test Q matrix，then the ideal response patterns corresponding to any two different
knowledge states are different． It is proved that these properties of Ｒ are irreplaceability，i． e．，any other Q matrix
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