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方程解的复振荡

罗丽琴，郑秀敏*

( 江西师范大学数学与信息科学学院，江西 南昌 330022)

摘要:运用亚纯函数的 Nevanlinna值分布理论和方法，对具［p，q］-φ级亚纯系数的 2 阶线性微分方程的亚
纯解的性质进行了研究，得到了亚纯解的增长级和( 不同) 零极点收敛指数与系数的增长级的关系，所得

结果推广了前人的相应结论．
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0 引言与结果

本文使用 Nevanlinna值分布理论中的标准记号
和基本结果［1-2］．
首先，引入测度的定义如下［3］: 集合 E ［1，

+ !) 的线测度和对数测度分别定义为 mE = ∫Edt和
mlE = ∫Edt / t; 其次，对复平面上的亚纯函数引入以
下与［p，q］-φ级相关的常用定义，其中 p，q都是正整
数且满足 p≥ q≥ 1．
定义 1 ～ 定义 3 见文献［4］．
定义 1 设 φ( r) : ［0，+ !) → ( 0，+ !) 为非减

无界函数，则亚纯函数 f( z) 的［p，q］-φ级和［p，q］-φ
下级分别定义为

σ［p，q］( f，φ) = lim
r→!

logpT( r，f) logqφ( r) ，

μ［p，q］( f，φ) = lim
r→!

logpT( r，f) logqφ( r) ．

定义 2 设 φ( r) : ［0，+ !) → ( 0，+ !) 为非减
无界函数，则亚纯函数 f( z) 的零点和不同零点的
［p，q］-φ收敛指数分别定义为

λ［p，q］( f，φ) = lim
r→!

logpn( r，1 / f) logqφ( r) ，

λ
－
［p，q］( f，φ) = lim

r→!
logpn

－
( r，1 / f) logqφ( r) ．

定义 3 设 φ( r) : ［0，+ !) → ( 0，+ !) 为非减
无界函数，则亚纯函数 f( z) 的极点和不同极点的

［p，q］-φ收敛指数分别定义为
λ［p，q］( 1 / f，φ) = lim

r→!
logpn( r，f) logqφ( r) ，

λ
－
［p，q］( 1 / f，φ) = lim

r→!
logpn

－
( r，f) logqφ( r) ．

在本文中，若无特殊说明，都设 φ( r) : ［0，
+ !) → ( 0，+ !) 为非减无界函数，且满足如下2个
条件: ( i) lim

r→!
logp r logqφ( r) = 0; ( ii) 对某个

α ＞ 1，lim
r→!

logqφ( αr) logqφ( r) = 1 成立．

亚纯函数的［p，q］-φ 级和［p，q］-φ 收敛指数还
具有以下性质［4-5］．
性质 1 设 f1 ( z) ，f2 ( z) 为亚纯函数且满足

σ［p，q］( f1，φ) = a，σ［p，q］( f2，φ) = b，则
( i) σ［p，q］( f1 + f2，φ) ≤ max { a，b} ，

σ［p，q］( f1 f2，φ) ≤ max { a，b} ;
( ii) 又若 a≠ b，则σ［p，q］( f1 + f2，φ) = max { a，

b} ，σ［p，q］( f1 f2，φ) = max { a，b} ．
性质 2 ( i) 若 f( z) 为亚纯函数，则

λ［p，q］( f，φ) = lim
r→!

logpn( r，1 / f)
logqφ( r)

= lim
r→!

logpN( r，1 / f)
logqφ( r)

，

λ
－
［p，q］( f，φ) = lim

r→!

logpn
－
( r，1 / f)

logqφ( r)
= lim

r→!

logpN
—
( r，1 / f)

logqφ( r)
;

( ii) 又若 f( z) 为整函数，则

σ［p，q］( f，φ) = lim
r→!

logpT( r，f)
logqφ( r)

= lim
r→!

logp+1M( r，f)
logqφ( r)

，

μ［p，q］( f，φ) = lim
r→!

logpT( r，f)
logqφ( r)

= lim
r→!

logp+1M( r，f)
logqφ( r)

．



特别地，单位圆内亚纯函数的［p，q］-φ级和［p，
q］-φ收敛指数也具有上述类似的性质［6-7］．
下面回顾一下关于 2 阶齐次线性微分方程

f ″ + A( z) f = 0 ( 1)
的一些结果．
文献［8］中研究了方程( 1) ，当系数为具迭代级

的亚纯函数时，得到如下结果．
定理A 设A( z) 为亚纯函数且满足0 ＜ i( A) =

n ＜ !和λ
－
n ( A) ＜ σn ( A) ≠ 0．若 f( z) 为方程( 1) 的

非零亚纯解，则 σn ( A) ≤max { λ
－
n ( f) ，λ

－
n ( 1 / f) } ．又

若 f( z) 满足 δ( !，f) ＞ 0或 f( z) 的极点重数一致有
界，则 max { λn+1 ( f) ，λn+1 ( 1 / f) } ≤ σn ( A) ≤

max { λ
－
n ( f) ，λ

－
n ( 1 / f) } ．

定理B 设A( z) 为亚纯函数且满足0 ＜ i( A) =
n ＜ !，f1 与 f2 为方程( 1) 的 2 个线性无关亚纯解且
满足max { λn ( f1 ) ，λn ( f2 ) } ＜ σn ( A) ．又设Π( z) 为
非零亚纯函数且满足 i( Π) ＜ n 或 σn ( Π) ＜
σn ( A) ，g1 与 g2 为方程

g″ + ( A( z) + Π( z) ) g = 0 ( 2)
的2个线性无关亚纯解．记F = f1f2和E = g1g2，若F和
E满足max { iλ( 1 /F) ，iλ( 1 /E) } ＜ n或max { λn( 1 /F) ，
λn ( 1 /E) } ＜ σn ( A) ，则

max { λn ( f1 ) ，λn ( f2 ) } ≥ σn ( A) ．
文献［4］中也研究了方程( 1) ，当系数为具［p，

q］-φ级的整函数时，得到如下结果．
定理C 设 A( z) 为整函数且满足σ［p，q］( A，φ) ＞

0，则方程( 1) 的任意非平凡解 f( z) 满足
σ［p+1，q］( f，φ) = σ［p，q］( A，φ) ．
定理D 设 A( z) 为整函数且满足σ［p，q］( A，φ) ＞

0，f1 与 f2为方程( 1) 的2个线性无关解．记F = f1f2，则
max { λ［p+1，q］( f1，φ) ，λ［p+1，q］( f2，φ) } = λ［p+1，q］( F，φ) =
σ［p+1，q］( F，φ) ≤ σ［p，q］( A，φ) ． 又若σ［p+1，q］( F，φ) ＜
σ［p，q］( A，φ) ，则方程( 1) 所有形如f = c1 f1 + c2 f2 ( 其
中 c1c2 ≠ 0) 的解 f( z) 满足

λ［p+1，q］( f，φ) = σ［p，q］( A，φ) ．
受上述结果启发，继续研究方程( 1) 和( 2) 的

解的性质．首先，考虑将定理 C和定理D中的整函数
系数推广至亚纯函数系数，得到定理 1 和定理 2．
定理 1 设 A( z) 为 亚 纯 函 数 且 满 足

λ［p，q］( 1 /A，φ) ＜ σ［p，q］( A，φ) ，若 f( z) 为方程( 1) 的
非零亚纯解且满足 λ［p，q］( 1 / f，φ) ＜ μ［p，q］( f，φ) ，则
σ［p+1，q］( f，φ) = σ［p，q］( A，φ) ．
定理 2 设 A( z) 为 亚 纯 函 数 且 满 足

λ［p，q］( 1 /A，φ) ＜ σ［p，q］( A，φ) ，f1 与 f2 为方程( 1) 的
2 个线性无关解且满足 λ［p，q］( 1 / fi，φ) ＜ μ［p，q］( fi，

φ) ，i = 1，2． 记 F = f1 f2，则 λ
－
［p+1，q］( F，φ) =

λ［p+1，q］( F，φ) = σ［p+1，q］( F，φ) ≤ σ［p，q］( A，φ) ．
其次，考虑将定理 A和定理 B 中的迭代情形推

广至［p，q］-φ情形，得到定理 3 和定理 4．
定理 3 设 A( z) 为亚纯函数且满足λ

－
［p，q］( A，

φ) ＜ σ［p，q］( A，φ) ，若 f( z) 为方程( 1) 的非零亚纯

解，则 σ［p，q］( A，φ) ≤ max { λ
－
［p，q］( f，φ) ，λ

－
［p，q］( 1 / f，

φ) } ．又若 f( z) 还满足 λ［p，q］( 1 / f，φ) ＜ μ［p，q］( f，φ) ，
则

max { λ［p+1，q］( f，φ) ，λ［p+1，q］( 1 / f，φ) } ≤

σ［p，q］( A，φ) ≤ max { λ
－
［p，q］( f，φ) ，λ

－
［p，q］( 1 / f，φ) } ．

定理 4 设 A( z) 为亚纯函数，f1 与 f2 为方程
( 1) 的 2 个线性无关亚纯解且满足 max { λ［p，q］( f1，
φ) ，λ［p，q］( f2，φ) } ＜ σ［p，q］( A，φ) ．又设Π( z) 为非零
亚纯函数且满足 σ［p，q］( Π，φ) ＜ σ［p，q］( A，φ) ，g1 与

g2 为方程( 2) 的2个线性无关亚纯解．记 F = f1 f2和
E = g1g2，若 F 和 E 满足 max { λ［p，q］( 1 /F，φ) ，
λ［p，q］( 1 /E，φ) } ＜ σ［p，q］( A，φ) ，则

max { λ［p，q］( g1，φ) ，λ［p，q］( g2，φ) } ≥σ［p，q］( A，φ) ．

1 引理

引理1［2］ 设 F( r) 与 G( r) 为( 0，+ !) 中的非
减函数．如果( i) F( r) ≤ G( r) ，r E，E是线测度有

限的集合，或 ( ii) 当 r  E ∪ ( 0，1］时，F( r) ≤
G( r) ，其中 E ( 1，+ !) 是对数测度有限的集合，
则对任给的常数 α ＞ 1，r0 ＞ 0，当 r ＞ r0 时，有
F( r) ≤ G( αr) ．
引理2［4］ 设 f( z) 为整函数且满足σ［p，q］( f，φ) =

σ和 μ［p，q］( f，φ) = μ，记 νf ( r) 为 f( z) 的中心指标，

则lim
r→!

logpνf ( r)
logqφ( r)

= σ，lim
r→!

logpνf ( r)
logqφ( r)

= μ．

引理3［9］ 设 f( z) 为超越亚纯函数，Γ = { ( k1，
j1 ) ，…，( kq，jq ) } 是不同整数对的有限集合，满足
ki ＞ ji≥0，i = 1，…，q，α ＞ 1是给定的实常数，则存
在对数测度有限的集合 E ( 1，+ !) 及仅依赖于 α
和 Γ的常数 B ＞ 0，使得对所有满足 z = r ［0，

1］∪E的 z及所有的( k，j) ∈ Γ，有

f( k) ( z)
f( j) ( z)

≤ B T( αr，f)
r logαrlog T( αr，f( )) k－j

．
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引理 4［4］ 设 f( z) 为超越亚纯函数且满足
σ［p，q］( f，φ) = σ，k为任意正整数，则ε ＞ 0，存在
线测度有限的集合 E  ( 0，+ !) ，使得对所有的
r E，有
m( r，f( k) / f) = Ο( expp－1 { ( σ + ε) logqφ( r) } ) ．

引理 5［10］ 设 f( z) 为亚纯函数且不具有形式
eαz+β 或( αz + β) λ，其中 λ为复数，则

T( r，f / f ') ≤3N
—
( r，f) + 7N

—
( r，1 / f) + 4N

—
( r，1 / f ″) +

S( r，f / f ') ，
其中 S( r，f / f ') = ο( T( r，f / f ') ) ，r → !且 r  E，
mE ＜ !．
引理6［11］ 设A( z) 在单连通区域D内亚纯，且

方程( 1) 在 D内有 2 个线性无关解 f1 与 f2 ．记 F =
f1 f2，若 D是整个复平面，则 F满足如下估计

T( r，F) = Ο( N
－
( r，1 /F) + T( r，A) + log r) ，

其中 r E，mE ＜ !．
引理7 设 f( z) 为亚纯函数且满足σ［p，q］( f，φ) ＜

!，则ε ＞ 0，存在对数测度无限的集合 E ( 1，+
!) ，使得对于所有的 r∈ E，有

σ［p，q］( f，φ) = lim
r→!
r∈E

logpT( r，f) logqφ( r) ．

证 采用类似于文献［12，引理 3． 8］的证明方
法．由［p，q］-φ级定义可知，存在一个趋于无穷的点
列 { rn} !n = 1 同 时 满 足 ( 1 + 1 /n) rn ＜ rn+1
和lim

rn→!
logpT( rn，f) logqφ( rn ) = σ［p，q］( f，φ) ． 从而，

存在充分大的正整数 n1，使得当 n ＞ n1，r ∈［rn，
( 1 + 1 /n) rn］时，有

logqφ( rn )
logqφ( ( 1 + 1 /n) rn )

logpT( rn，f)
logqφ( rn )

=

logpT( rn，f)
logqφ( ( 1 + 1 /n) rn )

≤
logpT( r，f)
logqφ( r)

． ( 3)

令 E = ∪
!

n = n1
［rn，( 1 + 1 /n) rn］，则由( 3) 式及 φ( r) 满

足的条件( ii) 可知

lim
r→!
r∈E

logpT( r，f)
logqφ( r)

≥ lim
rn→!

logpT( rn，f)
logqφ( rn )

= σ［p，q］( f，φ) ．

又 lim
r→!
r∈E

logpT( r，f) logqφ( r) ≤ σ［p，q］( f，φ) ，

故 σ［p，q］( f，φ) = lim
r→!
r∈E

logpT( r，f) logqφ( r) ，且 mlE =

∑
!

n = n1
∫
( 1+1 /n) rn

rn

dt
t = ∑

!

n = n1

log ( 1 + 1 /n) = !．

引理 7 证毕．
引理 8［2，4，13］ 设 f( z) 为整函 数 且 满 足

σ［p，q］( f，φ) = σ ＜ !，则存在整函数U( z) 和 g( z) 使
得 f( z) = U( z) eg( z) ，且满足

σ［p，q］( f，φ) = max { σ［p，q］( U，φ) ，σ［p，q］( e
g，φ) } 和

σ［p，q］( U，φ) = lim
r→!

logpN( r，1 / f) logqφ( r) ．

此外，ε ＞ 0，有
log U( z) ≥－ expp{ ( σ + ε) logqφ( r) } ，

其中 z = r E，mE ＜ !．

引理9 设 f( z) 为亚纯函数且满足σ［p，q］( f，φ) =
σ ＜ !，则存在整函数 U( z) ，V( z) 和 g( z) 使得

f( z) = U( z) eg( z) V( z) ，且满足 σ［p，q］( f，φ) =
max { σ［p，q］( U，φ) ，σ［p，q］( V，φ) ，σ［p，q］( e

g，φ) } 和
λ［p，q］( f，φ) = λ［p，q］( U，φ) = σ［p，q］( U，φ) ，
λ［p，q］( 1 / f，φ) = λ［p，q］( V，φ) = σ［p，q］( V，φ) ．
此外，ε ＞ 0，有
exp { － expp{ ( σ + ε) logqφ( r) } } ≤
f( z) ≤ expp+1 { ( σ + ε) logqφ( r) } ， ( 4)

其中 z = r E，mE ＜ !．

证 采用类似于文献［12，引理 3． 7］的证明方
法证明( 4) 式，其余结论的证明同理于文献［1，4］．
令 f( z) = U( z) eg( z) V( z) ，其中 U( z) ，V( z) 分别是
f( z) 的非零零点和极点的典型乘积，则当 z = r充
分大时，有

U( z) ≤ expp+1 { ( σ + ε /3) logqφ( r) } ， ( 5)

V( z) ≤ expp+1 { ( σ + ε /3) logqφ( r) } ， ( 6)

eg( z) ≤ expp+1 { ( σ + ε /3) logqφ( r) } ． ( 7)

另一方面，由引理 8 可知
U( z) ≥ exp { － expp{ ( σ + ε /3) logqφ( r) } } ，

r E1，mE1 ＜ !， ( 8)
V( z) ≥ exp { － expp{ ( σ + ε /3) logqφ( r) } } ，

r E2，mE2 ＜ !． ( 9)

又因σ［p－1，q］( g，φ) = σ［p，q］( e
g，φ) ≤σ［p，q］( f，φ) =

σ，且 eg( z) ≥ e － g( z) ，故当 z = rE1∪E2且 r充

分大时，有

eg( z) ≥ e － g( z) ≥
exp { － expp{ ( σ + ε /3) log qφ( r) } } ． ( 10)

记 E = E1 ∪ E2，则由( 5) ～ ( 10) 式可知( 4) 式成

立．引理 9 证毕．
引理 10 设 f( z) 为亚纯函数且可表示为 f( z) =

g( z) d( z) ，其中 g( z) 和 d( z) 均为整函数且满足
μ［p，q］( g，φ) = μ［p，q］( f，φ) = μ ≤ σ［p，q］( f，φ) =
σ［p，q］( g，φ) ＜ !和 σ［p，q］( d，φ) = ρ ＜ μ． 又设 z为
z = r上满足 g( z) = M( r，g) 的点，νg ( r) 表示整
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函数 g( z) 的中心指标，则存在对数测度有限的集合
E ( 1，+ !) ，使得当 z = r［0，1］∪ E时，有

f( n) ( z)
f( z) = νg ( r)( )z

n

( 1 + ο( 1) ) ， n∈ Ν． ( 11)

证 采用类似于文献［14，引理 3． 5］的证明方
法．对 f( z) = g( z) d( z) 使用数学归纳法得到

f( n) = g( n)
d +∑

n－1

j =0

g( j)
d ∑j1，…，jn

Cj，j1，…，jn (
d'
d )

j1
·…·( d

( n)

d )
jn
，

其中 Cj，j1，…，jn 为常数，且 j + j1 + … + njn = n．因此，

f( n)
f = g ( n)

g + ∑
n－1

j = 0

g ( j)
g ∑j1，…，jn

Cj，j1，…，jn (
d'
d )

j1
·…·

( d
( n)

d )
jn
． ( 12)

由 Wiman-Valiron 理论，存在对数测度有限的集合

E1  ( 1，+ !) ，使得当 z满足 z = r［0，1］∪ E1

和 g( z) = M( r，g) 时，有
g ( j) ( z)
g( z) = νg ( r)( )z

j

( 1 + ο( 1) ) ， j = 1，…，n．

( 13)
结合( 12) 式和( 13) 式，得到
f( n)
f = νg ( r)( )z

n

( 1 + ο( 1) + ∑
n－1

j = 0

νg ( r)( )z

j－n

( 1 +

ο( 1) ) ∑
j1，…，jn

Cj，j1，…，jn (
d'
d )

j1
·…·( d

( n)

d )
jn
) ． ( 14)

又因 σ［p，q］( d，φ) = ρ ＜ μ，故ε( 0 ＜ 5ε ＜ μ － ρ)
及充分大的 r，有
T( α1 r，d) ≤ expp{ ( ρ + ε) logqφ( α1 r) } ， ( 15)
其中1 ＜ α1 ＜ α．由引理3及( 15) 式可知，存在对数
测度有限的集合 E2  ( 1，+ !) ，使得对满足 z =

r［0，1］∪ E2 的所有 z，有

d ( m) ( z) d( z) ≤ B ( T( α1 r，d) )
k ≤

expp{ ( ρ + 2ε) logqφ( α1 r) } ， m = 1，…，n．

( 16)
又由引理2及 μ［p，q］( g，φ) = μ［p，q］( f，φ) = μ ＞ ρ可
知，当 r充分大时，有

νg ( r) ＞ expp{ ( μ － ε) logqφ( r) } ． ( 17)
从而，由( 16) 和( 17) 式得到，当 z满足 z = r［0，

1］∪ E1 ∪ E2，r→ !和 g( z) = M( r，g) 时，有

( νg ( r) / z)
j －n·( d' /d) j1·…·( d( n) /d) jn ≤

( r / vg ( r) )
n－j·expp{ ( ρ + 3ε) logqφ( α1 r) } ≤

rn－j·
expp{ ( ρ + 3ε) logqφ( α1 r) }
expp{ ( μ － 2ε) logqφ( r) }

→ 0． ( 18)

将( 18) 式代入( 14) 式立得( 11) 式．引理 10 证毕．

引理11［11］ 设 A( z) 在单连通区域D内亚纯且
方程( 1) 在 D内有 2 个线性无关解 f1 与 f2，记 F =
f1 f2，C = W( f1，f2 ) ，则 A≡〈F，C〉，其中

〈F，C〉= ( F')
2 － C2 － 2FF ″

4F2 ．

2 定理的证明

定理1的证明 设 f( z) 为方程( 1) 的非零亚纯
解且满足 λ［p，q］( 1 / f，φ) ＜ μ［p，q］( f，φ) ． 又记 σ =
σ［p，q］( A，φ) ．
一方面，由 Hadamard 分解定理可将 f( z) 表示

为 f( z) = g( z) d( z) ，其中 g( z) 和 d( z) 均为整函
数，d( z) 为 f( z) 的极点构成的典型乘积且满足
σ［p，q］( d，φ) = λ［p，q］( 1 / f，φ) ＜ μ［p，q］( f，φ) =
μ［p，q］( g，φ) ≤σ［p，q］( g，φ) = σ［p，q］( f，φ) ．根据引理
10，取点 z满足 z = r及 g( z) = M( r，g) ，则存在

对数测度有限的集合 E1  ( 1，+ !) ，使得当 z =

r［0，1］∪ E1 时，有

f ″( z) f( z) = ( νg ( r) z) 2 ( 1 + ο( 1) ) ． ( 19)
根据引理 9，ε ＞ 0，存在线测度有限的集合

E2，使得当 z = r E2 时，有

A( z) ≤ expp+1 { ( σ + ε) logqφ( r) } ． ( 20)

则由方程( 1) 或( 19) 和( 20) 式可得，当 z = r 

［0，1］∪ E1 ∪ E2 且 g( z) = M( r，g) 时，有

( νg ( r) r) 2 ( 1 + ο( 1) ) = A( z) ≤
expp+1 { ( σ + ε) logqφ( r) } ，

即

νg ( r) ≤ r expp+1 { ( σ + ε) logqφ( r) } ． ( 21)
由( 21) 式及引理1可知，α1( 1 ＜ α1 ＜ α) ， r0 ＞ 0，
当 r ＞ r0 时，有
νg ( r) ≤ α1 r expp+1 { ( σ + ε) logqφ( α1 r) } ． ( 22)
又由( 22) 式和引理2及φ( r) 满足的条件( i) 和( ii)
可得

σ［p+1，q］( f，φ) = σ［p+1，q］( g，φ) =

lim
r→!

logp+1νg ( r) logqφ( r) ≤ σ + ε．

再由 ε的任意性可得 σ［p+1，q］( f，φ) ≤ σ．
另一方面，由方程( 1) 及对数导数引理可得

m( r，A) = m( r，－ f ″ / f) = Ο( log rT( r，f) ) ，( 23)
其中 r  E3，mE3 ＜ !． 又因 λ［p，q］( 1 /A，φ) ＜
σ［p，q］( A，φ) ，故ε( 0 ＜ 2ε ＜ σ － λ［p，q］( 1 /A，φ) )
及充分大的 r，有
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N( r，A) ≤ expp{ ( λ［p，q］( 1 /A，φ) + ε) logqφ( r) } ．

( 24)
由引理 7 可知，存在对数测度无限的集合 E4 

［1，+ !) ，使得当 r∈ E4 时，有

T( r，A) ≥ expp{ ( σ － ε) logqφ( r) } ． ( 25)
结合( 23) ～ ( 25) 式得到，当 r∈ E4 \E3 且 r充分大
时，有

expp{ ( σ － ε) logqφ( r) } ≤ Ο( log rT( r，f) ) +
expp{ ( λ［p，q］( 1 /A，φ) + ε) logqφ( r) } ， ( 26)
即expp{ ( σ － ε) logqφ( r) } ≤ Ο( log rT( r，f) ) ． 由
( 26) 式可知 σ － 2ε≤ σ［p+1，q］( f，φ) ．再由 ε的任意
性可得 σ≤ σ［p+1，q］( f，φ) ．因此

σ［p+1，q］( f，φ) = σ = σ［p，q］( A，φ) ．
定理 1 证毕．
定理2的证明 记σ = σ［p，q］( A，φ) ．由定理1得

σ［p+1，q］( f1，φ) = σ［p+1，q］( f2，φ) = σ［p，q］( A，φ) = σ．

又因λ
－
［p+1，q］( F，φ) ≤ λ［p+1，q］( F，φ) ≤ σ［p+1，q］( F，

φ) ≤ max { σ［p+1，q］( f1，φ) ，σ［p+1，q］( f2，φ) } = σ，故

只需证λ
－
［p+1，q］( F，φ) = σ［p+1，q］( F，φ) 即可．

反设 λ
－
［p+1，q］( F，φ) ＜ σ［p+1，q］( F，φ) ． 由文献

［4-15］可知

F2 = C2 F'( )F
2
－ 2 F″

F － 4( )A －1

， ( 27)

其中 C为非零常数．因此，由( 27) 式得到
2T( r，F) ≤ T( r，F″ /F) + 2T( r，F' /F) + T( r，A) +
Ο( 1) ≤2m( r，F' /F) + m( r，F″ /F) + N( r，F' /F) +
N( r，F″ /F) + N( r，A) + m( r，A) + Ο( 1) =

Ο( m( r，F' /F) + m( r，F″ /F) + N
—
( r，1 /F) + N

—
( r，

F) + N( r，A) + m( r，A) ) ． ( 28)
由［p，q］-φ级的定义可知，当 r充分大时，有
m( r，A) ≤ T( r，A) ≤ expp{ ( σ + ε) logqφ( r) } ．

( 29)
由引理4可知，存在线测度有限的集合 E5，使得

当 r E5 时，有

m( r，F' /F) = Ο( expp{ ( σ + ε) logqφ( r) } ) ，
m( r，F″ /F) = Ο( expp{ ( σ + ε) logqφ( r) } ) ． ( 30)
又因 λ［p，q］( 1 /A，φ) ＜ σ［p，q］( A，φ) = σ，故当 r充分
大时，有

N( r，A) ≤ expp{ ( λ［p，q］( 1 /A，φ) + ε) logqφ( r) } ．

( 31)
因 λ［p，q］( 1 / fi，φ) ＜ μ［p，q］( fi，φ) ，i = 1，2，故当 r充
分大时，有

N
—
( r，F) ≤ N

—
( r，f1 ) + N

—
( r，f2 ) ≤

exp { ( max { λ［p，q］( 1 / f1，φ) ，λ［p，q］( 1 / f2，φ) } +
ε) logqφ( r) } ． ( 32)

选取 β满足λ
－
［p+1，q］( F，φ) ＜ β ＜ σ［p+1，q］( F，φ) ，则

当 r充分大时，有

N
—
( r，1 /F) ≤ exp［p+1，q］{ β logqφ( r) } ． ( 33)
将( 29) ～ ( 33) 式代入( 28) 式可得，当 r E5 且 r
充分大时，有 T( r，F) = Ο( expp+1 { β logqφ( r) } ) ，即
σ［p+1，q］( F，φ) ≤ β ＜ σ［p+1，q］( F，φ) ，矛盾． 因此，

λ
－
［p+1，q］( F，φ) = λ［p+1，q］( F，φ) = σ［p+1，q］( F，φ) ．
定理 2 证毕．
定理3的证明 设 f( z) 为方程( 1) 的非零亚纯

解．因 σ［p，q］( A，φ) ＞ 0，故 f( z) 既不可能为有理函

数也不可能具有形式 eαz+β 或( αz + β) λ ．根据引理 5
得到

T( r，f / f ') ≤Ο( N
—
( r，f) + N

—
( r，1 / f) + N

—
( r，1 / f ″) ) ，

其中 r E6，mE6 ＜ !． 又由方程 ( 1) 可知 N
—
( r，1 /

f ″) ≤N
—
( r，1 / f) + N

—
( r，1 /A) ．从而

T( r，f / f ') ≤ Ο( N
—
( r，f) + N

—
( r，1 / f) + N

—
( r，1 /A) ) ，

r E6，mE6 ＜ !． ( 34)

反 设 σ［p，q］( A，φ) ＞ max { λ
－
［p，q］( f，φ) ，

λ
－
［p，q］( 1 / f，φ) } ，由已知λ

－
［p，q］( A，φ) ＜ σ［p，q］( A，φ)

及( 34) 式可知
σ［p，q］( f / f '，φ) ≤ max { λ

－
［p，q］( f，φ) ，λ

－
［p，q］( 1 / f，φ) ，

λ
－
［p，q］( A，φ) } ＜ σ［p，q］( A，φ) ． ( 35)
令 η = f ' / f，则由 ( 35) 式和第一基本定理得到
σ［p，q］( η，φ) ＜ σ［p，q］( A，φ) ．又由方程( 1) 可知

T( r，A) = T( r，－ ( η' + η2 ) ) ≤ T( r，η') +
2T( r，η) + Ο( 1) ，
即 σ［p，q］( A，φ) ≤ max { σ［p，q］( η，φ) ，σ［p，q］( η'，φ) } =
σ［p，q］( η，φ) ＜ σ［p，q］( A，φ) ，矛盾．因此

σ［p． q］( A，φ) ≤ max { λ
－
［p，q］( f，φ) ，λ

－
［p，q］( 1 / f，φ) } ．

又若 λ［p，q］( 1 / f，φ) ＜ μ［p，q］( f，φ) ，则由定理 1
的前半部分证明可知 σ［p+1，q］( f，φ) ≤ σ［p，q］( A，φ) ．
从而

max { λ［p+1，q］( f，φ) ，λ［p+1，q］( 1 / f，φ) } ≤

σ［p，q］( A，φ) ≤ max { λ
－
［p，q］( f，φ) ，λ

－
［p，q］( 1 / f，φ) } ．

定理 3 证毕．
定理4的证明 因E = g1g2，故λ［p，q］( E，φ) ≤

max { λ［p，q］( g1，φ) ，λ［p，q］( g2，φ) } ，下面只需证
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λ［p，q］( E，φ) ≥ σ［p，q］( A，φ) ．
反设 λ［p，q］( E，φ) ＜ σ［p，q］( A，φ) ． 由已知得到

λ［p，q］( F，φ) ≤ max { λ［p，q］( f1，φ) ，λ［p，q］( f2，φ) } ＜
σ［p，q］( A，φ) ，则ε ＞ 0 及充分大的 r，有

N
—
( r，1 /F) ≤ expp{ ( λ［p，q］( F，φ) + ε) logqφ( r) }

( 36)
和

T( r，A) ≤ expp{ ( σ［p，q］( A，φ) + ε) logqφ( r) } ．

( 37)
由引理 6 可知

T( r，F) = Ο( N
—
( r，1 /F) + T( r，A) + log r) ， ( 38)

其中 r E7，mE7 ＜ !．结合( 36) ～ ( 38) 式得到
T( r，F) = Ο( expp{ ( σ［p，q］( A，φ) + ε) logqφ( r) } +
log r) ，
其中 r E7，mE7 ＜ !．又由引理 1及 φ( r) 满足的条
件( i) 和( ii) 可知 σ［p，q］( F，φ) ≤ σ［p，q］( A，φ) + ε．
再由 ε的任意性可得

σ［p，q］( F，φ) ≤ σ［p，q］( A，φ) ． ( 39)
由引理 11 可知

4A =
( F') 2 － C2

1 － 2FF″
F2 ≡ 4〈F，C1〉， ( 40)

其中 C1 = W( f1，f2 ) ≠ 0．由( 40) 式可得
T( r，A) ≤2T( r，F' /F) + T( r，F″ /F) + 2T( r，1 /F) +
Ο( 1) ≤ Ο( T( r，F) + T( r，F') + T( r，F″) ) ． ( 41)
由( 41) 式可得 σ［p，q］( F，φ) ≥ σ［p，q］( A，φ) ．再结合
( 39) 式得到 σ［p+1，q］( f，φ) = σ［p，q］( A，φ) ．
同理可得

4( A + Π) =
( E') 2 － C2

2 － 2EE″
E2 ( 42)

和

σ［p，q］( E，φ) = σ［p，q］( A + Π，φ) = σ［p，q］( A，φ) ，
其中 C2 = W( g1，g2 ) ≠ 0．
由已知及引理 9 可将 F和 E表示成
F = QeP /U，E = ＲeS /V， ( 43)

其中 Q，U，Ｒ，V，P，S均为整函数且满足
λ［p，q］( Q，φ) = σ［p，q］( Q，φ) =
λ［p，q］( F，φ) ＜ σ［p，q］( A，φ) ， ( 44)
σ［p，q］( Ｒ，φ) = λ［p，q］( Ｒ，φ) =
λ［p，q］( E，φ) ＜ σ［p，q］( A，φ) ( 45)
和

max { λ［p，q］( 1 /F，φ) ，λ［p，q］( 1 /E，φ) } =
max { σ［p，q］( U，φ) ，σ［p，q］( V，φ) } ＜ σ［p，q］( A，φ) ．

( 46)

因 σ［p，q］( F，φ) = σ［p，q］( E，φ) = σ［p，q］( A，φ) ，
故由( 44) ～ ( 46) 式及引理 9 可得
σ［p，q］( e

P，φ) = σ［p，q］( e
S，φ) = σ［p，q］( A，φ) ．

将( 43) 式代入( 40) 式，并应用文献［16］的证
明方法得

Ce2( P－S) = － U2Ｒ2 V2Q2，

其中常数 C≠ 0．因此，
F2

E2 = V2Q2

U2Ｒ2·e2( P－S) = － 1
C ． ( 47)

由( 40) ，( 42) 和( 47) 式，得到

4( A + Π +
C2

2

C2
1

1
C A) = E'( )E

2
－ 2 E″

E +
C2

2

C2
1

1
C

F'( )F
2
－

C2
2

C2
1

2
C

F″
F ．

从而

T( r，A + Π +
C2

2

C2
1

1
C A) = m( r，A + Π +

C2
2

C2
1

1
C A) +

N( r，A + Π +
C2

2

C2
1

1
C A) =

Ο( m( r，F' /F) + m( r，F″ /F) + m( r，E' /E) + m( r，

E″ /E) + N
—
( r，1 /F) + N

—
( r，F) + N

—
( r，1 /E) +

N
—
( r，E) ) ． ( 48)
令 α = max { λ［p，q］( F，φ) ，λ［p，q］( E，φ) ，λ［p，q］( 1 /F，
φ) ，λ［p，q］( 1 /E，φ) } ，则由( 44) ～ ( 46) 式可知

α ＜ σ［p，q］( A，φ) ．
又由引理 4 和( 48) 式可知，存在线测度有限的

集合 E8  ( 0，+ !) ，使得对充分大的 r E8，有

T( r，A + Π +
C2

2

C2
1

1
C A) = Ο( expp{ α logqφ( r) } ) ．

再由引理 1 和 ε的任意性可得

σ［p，q］( A + Π +
C2

2

C2
1

1
C A，φ) ≤ α ＜ σ［p，q］( A，φ) ，

即 C = － C2
2 /C

2
1，F

2 = C2
1E

2 /C2
2 ．从而，F' /F = E' /E，

F″ /F = E″ /E． 再由( 40) 和( 42) 式得到 Π = 0，矛
盾．因此
max { λ［p，q］( g1，φ) ，λ［p，q］( g2，φ) } ≥ σ［p，q］( A，φ) ．
定理 4 证毕．
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The Complex Oscillation of a Second Order Linear Differential Equation with
Meromorphic Coefficients of［p，q］-φ Order

LUO Liqin，ZHENG Xiumin*

( Institute of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: Properties of meromorphic solutions of a second order linear differential equation with meromorphic coeffi-
cients of［p，q］-φ order are investigated by using Nevanlinna's value distribution theory of meromorphic functions．
And some results on the relations between the order of meromorphic solutions，the convergence exponent of ( dis-
tinct) zeros and ( distinct) poles of meromorphic solutions，and the order of the coefficients are obtained，which are
improvements and extensions of the corresponding results of previous papers．
Key words: linear differential equation; meromorphic coefficient; ［p，q］-φ order; ［p，q］-φ convergence exponent
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