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调控机制依赖的能量消耗

杨喜艳，吴亚豪
( 广东金融学院应用数学系，广东 广州 510521)

摘要:基因表达是一个动态非平衡过程，必然要消耗能量．故从能量消耗的观点研究了转录水平上的一个
代表性的基因表达模型，此模型不仅考虑了复杂的启动子结构( 有 2 个调控位点) ，还考虑了相互作用转
录因子的功能( 区分为招募、稳定和混合 3 种机制) ．通过数学建模、理论分析和数值模拟，研究发现:招募
机制最大化能量消耗( 定义为熵的产生率) ，稳定机制最小化能量消耗，混合机制的作用介于 2 者之间．
此外显示出:当启动子活性态的转录率变化时，启动子活性与能量消耗之间呈现出反比关系，即启动子活

性越高( 低) ，能量消耗越少( 多) ;而当非活性态的转录率( 或泄露率) 变化时，启动子活性与能量消耗之

间呈现出正比关系，即启动子活性越高( 低) ，能量消耗越多( 少) ．这些结果表明基因表达过程中的能量
消耗是调控机制依赖的．
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0 引言

生命活动必然要消耗能量． 从生物体内物理功
能的实现( 如细胞运动［1］) 到特定生物学功能的实

现( 如控制细胞周期的生化震荡［2］) ，都需要消耗能

量，蕴含着能量消耗存在于生命活动的所有层面．能
量消耗在细胞系统中起着非常重要的作用，如增加

特异性［3］、控制动力［4］、减少变异［5］以及响应信
号［6］．近年来，通过对感应-适应系统的研究发现，适
应性状态的稳定［7］、短时间内强响应和长时间内精
确适应性的获得［8］，以及降低噪声的同时维持高度

的敏感性［9］，这些生化过程的实现都需要消耗能

量．在基因调控系统中，需要通过生物计算来协调细
胞内外的信号过程，这意味着基因表达过程不可避

免地会消耗能量［10］．已有研究探索了两状态基因模
型中表达噪声和能量消耗之间的关系［11］，但是对于

启动子具有复杂结构的基因模型，转录因子的作用

如何影响基因表达过程中的能量消耗还不清楚． 因
此，从理论上探讨基因调控系统中的不同调控机制

如何影响细胞能量消耗是非常有意义的．
著名的兰道尔原理认为不可逆的计算需要消耗

能量［12］．基因表达中的基本生化过程如转录、翻译

等都是不可逆的，因而需要消耗能量． 例如，通过对
酵母菌的研究发现，能量消耗使得基因转录和翻译

的速率在可控制的范围之内［13］．另有研究通过从高
磷酸盐模块中回收能量的做法，探测了基因表达过

程中转录和翻译等基本生化反应所消耗的能量，即

蛋白质的合成大约消耗 90%的能量，而 mＲNA的转
录过程需要不到 10%的能量［14］． 此外，许多其它的
生化过程如转录因子作用、染色体重组以及 DNA甲
基化都需要消耗能量用以保证转录的特异性、保真
性和有效性［15］．
众所周知，系统中非平衡态机制的出现 ( 这意

味着细致平衡的破坏) 导致了能量消耗［6，16］．已有研
究表明精确适应性等重要生物功能的实现要求系统

远离平衡态［8］; 特别地，基因表达过程中的每一步

都依赖于一系列的非平衡态的过程，来确保其特异

性、保真性和有效性． 诚然，非平衡机制在基因表达
中起着非常重要的作用，但是基因表达过程中动力

学参数如何导致非平衡机制的出现( 或打破细致平

衡) 还不清楚，特别是在启动子具有复杂结构的模

型中，调控机制如何影响系统的能量消耗还需进一

步研究．基于此，下面将研究复杂基因模型中转录因
子的调控作用和能量消耗之间的关系．
本文考虑具有复杂启动子结构( 2 个活性态和



1 个非活性态) 的基因表达模型，同时还考虑转录因
子作用下的 3 种不同的分子调控机制:招募机制、稳
定机制和混合机制，故所提出的多状态启动子模型

是具有生物学意义的: 1) 细胞中多状态基因启动子
的存在已经在实验上得到证实［17］; 2) 在生物中找到
原型，如在 λ 溶原性噬菌体的启动子中包含了 3 个
操作位点，其就属于这种多 ON 基因模型［18］． 需要
指出的是 P． S． Gutierrez 等［19-20］首先提出了转录因
子的这 3 种调控机制，通过对概率分布矩的计算分
析了 3 种机制下的表达噪声．与该方法不同的是，本
文利用生成函数的方法获得了启动子在各状态的精

确概率分布，这也是用来计算系统能量消耗的关键．
虽然近年来的单分子实验能够对基因表达过程进行

观测［21-22］，但是转录因子的作用、启动子活性与能
量消耗之间的关系如何还不清楚，故将对此问题展

开研究．
本文主要关注 2 类转录速率( 即活性和非活性

转录速率) 下的能量消耗． 这 2 类转录速率也是系
统打破细致平衡，消耗能量的关键动力学参数．通过
理论分析和数值模拟发现: 招募机制诱导最大的能

量消耗，稳定机制诱导最小的能量消耗;当活性态转

录速率变化时，启动子活性和能量消耗之间呈反比

关系，即启动子活性越高( 低) ，能量消耗越少( 多) ;

而当非活性态转录速率变化时，启动子活性和能量

消耗之间呈正比关系，即启动子活性越高 ( 低) ，能

量消耗越多( 少) ． 本文所获得的结果都是定性的，
与参数的选取无关． 即利用定量化的手段研究基因
表达过程中的能量消耗是非常有意义的，研究结果

揭示了复杂基因调控系统中能量消耗的分子机制．

1 基因模型与分析结果

1． 1 模型

为了清晰地展示转录因子的作用对基因表达和

能量消耗的影响，下面考虑一个转录水平上的基因

模型，如图 1 所示． 在这一模型中，启动子有 2 个调
控位点和 3 个状态: 2 个活性态( 或 ON态) A1 和 A2，

1 个非活性态( 或 OFF 态) I． 假定在活性态时，转录
因子与 ＲNA 聚合酶的作用能够导致基因产物 ( 即
mＲNA) 以较高的速率产生，而在非活性态时仍有少
些基因产物的生成( 即启动子有泄露) ． 同时，假定
转录因子的作用直接影响启动子在 2 个活性态的切
换率，从而导致 2 种不同的功能: 第 1 种称招募功
能，即先前绑定到其中一个调控位点的转录因子能

够招募其它转录因子绑定到剩余的调控位点; 第 2
种称为稳定功能，即 2 个转录因子间的相互作用导

致其中一个转录因子从绑定位点解离的速率更慢，

从而更稳定．

图 1 2 个调控位点的 3 状态基因模型示意图

为方便理解这个模型，利用下列生化反应来刻画:

I
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幈 幇帲帲b A1，A1
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2b /幈 幇帲帲
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A2， ( 1)

I
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→
0
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→
1

A1 + M，A2

μ
→
2

A2 + M， ( 2)

M →
δ

φ． ( 3)
反应( 1) 描述了启动子在 3个状态间的切换，其中 a
和 b分别表示转录因子的结合率和解离率，ρ和 γ分
别刻画了转录因子的招募和稳定功能． 注意到在
( 1) 中包括了转录因子的 3 种调控机制: 招募机制
( recruitment mechanism，ＲM) ， 稳 定 机 制
( stabilization mechanism，SM) 以 及 混 合 机 制
( mixture mechanism，MM) ．特别地，通过参数 ρ和 γ
的不同取值来刻画这 3 种机制: 对于 ＲM，ρ ＞ 1，
γ = 1;对于 SM，ρ = 1，γ ＞ 1;对于 MM，ρ ＞ 1，γ ＞
1．此外，为方便，记 σ = ργ 表示转录因子的总作用
效能．显然，在ＲM中，σ = ρ，在 SM中，σ = γ以及在
MM中，σ = ργ．反应( 2) 刻画了mＲNA的转录，其中
μ0 是基因处于非活性态的转录率( 或泄漏率) ，μ1 和

μ2 是活性态的转录率．不失一般性，假设 μ0 ＜ μ1 ＜
μ2 ．反应( 3) 描述了 mＲNA的降解．
让 P0 ( m，t) 和 Pi ( m，t) 分别表示基因在 I 和

Ai ( i = 1，2) 状态于 t时刻有m个mＲNA分子的概率
分布，则相应的主方程可表示为
dP( m，t)

dt = T3( m) P( m，t) + Δ3( E － I) ［mP( m，t) ］+

Ω3 ( E
－1 － I) ［P( m，t) ］， ( 4)

这里，I表示单位算子，E和 E－1 表示平移算子( 或称

为步长算子) ，即对任意函数 f 和任意整数 n，有
E［f( n) ］ = f( n + 1) ，E－1［f( n) ］ = f( n － 1) ．矩阵
T3，Δ3，Ω3 分别称为启动子状态之间的转移矩阵、
mＲNA的转录矩阵以及 mＲNA的降解矩阵，其中

T3 =
－ 2a b 0
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0 ρa － 2b /
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．
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1． 2 概率分布

化学主方程很好地刻画了系统的随机行为，已

有相关文献对主方程在生化反应系统中的应用进行

了分析和研究［23-25］，下面将应用概率 -生产函数的
方法求解主方程( 4) ．考虑求静态解，通过引入下面
的概率生成函数:

Gi ( z) =∑
!

m =0
zmPi ( m) ( i = 0，1，2) ，G( z) =∑

!

m =0
zmP( m) ，

其中总生成函数 G = G0 + G1 + G2 ．
把方程( 4) 转化为下面的偏微分方程

T3G － ( z － 1) Δ3

z
G + ( z － 1) Ω3G = 0，( 5)

其中 G = ( G0，G1，G2 )
T ．

如果能够求得方程( 5) 的解析解，根据下面的关系

Pi ( m) =
1
m! 

m
z Gi ( z) z =0，P( m) =

1
m! 

m
z G( z) z =0，

( 6)
则概率分布 Pi ( m) ，P( m) 的解析解也能够获得．为
此首先计算跟转移矩阵 T3 和它的余矩阵有关的几

个特征值． 由于 T3 是一个零列矩阵( 即每列元素之

和为0) ，易知其特征值可表示为0，－ α1，－ α2，其中

α1，2 [= ( ρa + 2a + b + 2b /γ) ±

( ρa + 2a + b + 2b/γ2) － 8( ρa2 + 2ab/γ + b2 /γ槡 ]) 2．

( 7)
另外，假设转移矩阵 T3 的余矩阵Mii ( 即划去 T3 第 i
行和第 i 列后剩下的矩阵 ) 的特征值可表示为
－ β ( i)1 ，－ β ( i)2 ( i = 1，2，3) ，则易知

β ( 1)1，2 =
( ρa + b + 2b

γ
) ± ρa + b + 2b( )γ

2
－ 8b2

槡 γ
2 ，

β( 2)1 = 2a，β ( 2)2 = 2b /γ，β ( 3)1，2 =

( ρa + 2a + b) ± ρa + 2( )a + b 2 － 8ρa槡
2

2 ． ( 8)

注意到( 7) ～ ( 8) 式中的参数 a和 b都是规范化了
的，即 a /δ→ a，b /δ→ b．此外，为方便讨论，记 μi =
μ0 + εi ( i = 1，2) 并对其进行规范化处理，即 μi /δ→
μi ( i = 0，1，2) ，εi /δ→ εi ( i = 1，2) ．然后应用概率 -
生成函数的方法求解生化主方程 ( 4) ，从而获得
mＲNA的总概率分布( 详细推导过程见附录)
P( m) =

e －μ0 ∑
m

n =0

1
n!

μm－n
0

( m － n) !∑
!

k = n

k!
( k － n) ! ( － 1) k－nb( )k ，( 9)

这里 b0 = 1，bk =
ε1

k a( 1)k－1 +
ε2

k a( 2)k－1，k = 1，2，…，并且

a ( 1)k 和 a( 2)k 满足下面的迭代关系

a( 1)k
a ( 2)( )
k

= 1
k( k + α1 ) ( k + α2 )

·

ε1( k + β( 2)1 ) ( k + β( 2)2 ) ρaε2( k + 2a)

2bε1( k + 2a) γ ε2( k + β( 3)1 ) ( k + β( 3)2( )) a( 1)k－1
a( 2)k－( )

1

( 10)
其中初值满足

a ( i －1)0 = β( i)1 β ( i)2 α1α2，i = 1，2，3． ( 11)
此外，还可获得 3 个状态的部分概率分布

Pi ( m) =

e －μ0 ∑
m

n = 0

1
n!

μm－n
0

( m － n) !∑
!

k = n

k!
( k － n) ! ( － 1) k－na ( i)( )k ，

( 12)

这里 a ( 0)k =
ε1b( kγ + 2b) a( 1)k－1 + 2ε2b

2a ( 2)k－1
γk( k + α1 ) ( k + α2 )

．

虽然( 9) 式和( 12) 式形式复杂，但是却提供了
完整的随机信息．此外，根据下面的关系

〈ap〉= G1 ( 1) + G2 ( 1) ，〈m〉= G'( 1) ，
其中 G1 ( 1) = a( 1)0 ，G2 ( 1) = a( 2)0 ，G'( 1) = μ0 +
ε1a
( 1)
0 + ε2a

( 2)
0 ，容易获得启动子活性和 mＲNA平均

水平的显示表达

〈ap〉= σa2 + 2ab
σa2 + 2ab + b2

，〈m〉= μ0 +
2abε1 + σa2ε2
σa2 + 2ab + b2

．

( 13)
方程( 13) 表明当总作用效能 σ = ργ和其它参数相
同时，3 种机制下的启动子活性和 mＲNA 的平均表
达水平都相同．

1． 3 能量消耗公式

这节给出如图 1 所示的环路中能量消耗的计算
公式．为方便，记
ω01 = 2a，ω12 = ρa，ω10 = b，ω21 = 2b /γ． ( 14)

图 2 环路的马氏过程示意图

图2所表示的是环路的马氏过程示意图，由图2
看到在 OFF-ON1、ON1-ON2 的切换导致了 2 类不同
的环流( μ1-δ环 和 μ0-δ环 ) ．接下来将指出: 3个不同的
转录速率是影响系统能量消耗的关键动力学参数．
众所周知，在细致平衡系统中，反应环路的切换率遵

循热力学关系．对本文的多 ON基因系统，有如下的
细致平衡条件
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μ0ω01δω10 = μ1ω10δω01， μ1ω12δω21 = μ2ω21δω12 ． ( 15)
把( 14) 式代入 ( 15) 式中，发现细致平衡条件

变为 μ0 = μ1 = μ2 ．根据先前的假设 μ0 ＜ μ1 ＜ μ2，

表明环路的细致平衡被打破，系统远离平衡态，从而

导致能量消耗．图 2 中 μ1-δ和 μ0-δ的箭头表示系统
存在 2 类能够导致熵产生和能量消耗的非零环流．
熟知，非平衡系统能够产生非零的熵生成率，用它可

以刻画系统为了维持非平衡定态所消耗的能量． 因
此，可利用熵生成率来计算系统中的能量消耗． 为
此，引进下面的熵生成率公式［10，26］

EP = ∑
θ，θ'

P( θ) W( θ，θ') log W( θ，θ')
W( θ'，θ)
，

这里，P( θ) 表示处于 θ 状态的概率，W( θ，θ') 表示
从状态 θ到状态 θ'的转移概率．特别地，对本文的多
ON基因系统，熵生成率可写成下面的形式
EP =

∑ {
m

P0 ( m [) μ0 log
μ0

δ( m + 1) + δmlog δmμ0
+

ω01 log
ω01

ω ]
10

+ P1 ( m [) μ1 log
μ1

δ( m + 1) + δmlog
δm
μ1

+

ω12 log
ω12

ω21
+ ω10 log

ω10

ω ]
01

+

P2 ( m) μ2 log
μ2

δ( m + 1) + δmlog δmμ2
+ ω21 log

ω21

ω[ ] }
12

．

这里，P0 ( m) ，P1 ( m) 以及 P2 ( m) 分别表示非

活性态 I，活性态 A1和 A2处的静态概率分布，其具体

表达式见( 9) 和( 12) 式．
上面的分析表明:泄露率 μ0，2个活性转录率 μ1

和 μ2 是影响系统能量消耗( 或熵生成率) 的关键动

力学参数．在接下来的内容中，将探讨当这些关键动
力学参数变化时，系统能量如何消耗．

2 数值结果

下面将通过数值模拟来研究 3 种调控机制下的
能量消耗，主要关注当上述关键动力学参数变化时，

3 种机制下的启动子活性与能量消耗之间的关系．
2． 1 活性转录率的变化导致启动子活性和能量消
耗呈反比关系

为了定性地说明活性转录率的变化对启动子活

性和能量消耗的影响，保持 mＲNA 的平均表达水平
固定，同时变化活性转录率与影响启动子活性的 3
个参数:总用效能 σ、结合率 a 以及解离率 b． 此外，
定义一个新的参数 Δμ = μ2 － μ1 表示 2个活性转录
率的差，并考虑 2种情形: ( i) 变化活性转录率 μ1 同

时固定 Δμ; ( ii) 变化 Δμ同时固定 μ1 ．
图 3展示的是同时变化活性转录率和启动子的

切换率( 包括总作用效能 σ、结合率 a 以及解离率 b)
对启动子活性与能量消耗的影响．这里固定 mＲNA

注:这里固定 mＲNA的平均水平〈m〉= 22，变化 2个活性转录率并固定 Δμ = 10．图中第 1行的粗线
表示3种机制下的启动子活性相同．图中第2行ＲM虚线、MM虚点线以及 SM实线分别表示招募机制、混合
机制以及稳定机制下的能量消耗．

图 3 活性转录率变化时，启动子切换对 3 种机制下的启动子活性和能量消耗的影响

的平均水平〈m〉 = 22，2 个活性转录率之差 Δμ =
10．子图中的参数分别为( a) a = 0． 1，b = 0. 2; ( b)
b = 0． 2，σ = 4; ( c) a = 0． 1，σ = 16; 其它参数为
μ0 = 1，δ = 0． 4．从图3中可以看到: 3种机制下的启

动子活性相同( 图中第 1 行) ; 但是能量消耗有不同
的特征:招募机制下的能量消耗最多而稳定机制下

的能量消耗最少( 图中第 2 行) ． 此外，结合图 3( a)
～ ( c) ，可看到启动子活性与能量消耗之间有一个
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反比例的关系: 启动子活性越高( 低) ，能量消耗越

少( 多) ． 另外，注意到这些定性结果的获得并不依
赖于所选取的参数．
为了更清晰地说明活性转录率的效应对启动子

活性与能量消耗关系的影响，下面考虑上述第 2 种
情形，即变化 Δμ同时固定 μ1 ．图 4 展示的是该情形
下的数值结果． 这里固定〈m〉 = 20，μ0 = 1，μ1 =

10，δ = 0． 5，子图中参数为( a) b = 0． 6，σ = 4; ( b)
a = 0． 2，σ = 4; ( c) a = 0． 2，b = 0． 6．从图4中可看
到随着活性转录率的增加，启动子活性降低，能量消

耗增加，再次证实了当活性转录率变化时，启动子活

性与能量消耗之间的反比例关系．此外，图 4 还证实
了上面的定性结论，即招募机制和稳定机制分别有

最大和最小的能量消耗．

图 4 活性转录率之差 Δμ对 3 种机制下的启动子活性和能量消耗的影响

2． 2 泄露率的变化导致启动子活性和能量消耗呈
正比关系

接下来，将考察启动子泄露与能量消耗的关系．
图 5 展示了同时变化启动子泄露率和 3 个切换率对
启动子活性和能量消耗的影响． 这里，固定〈m〉 =
30，μ1 = 15，μ2 = 20，δ = 0． 5，子图中的参数为( a)
a = 0． 1，b = 0． 3; ( b) b = 3，σ = 16; ( c) a = 0. 1，

σ = 16．从图 5 中可看到启动子的活性与能量消耗
之间是一个正比的关系: 启动子活性越高( 低) ，能

量消耗越多( 少) ．这与前面活性转录率变化时的反
比关系是不同的．此外，招募机制具有最大的能量消
耗，而稳定机制具有最小的能量消耗，这一定性结论

在泄露率变化时仍然成立．

图 5 泄露率变化时，启动子切换对 3 种机制下的启动子活性和能量消耗的影响

类似地，为了说明启动子泄露的效应对启动子

活性与能量消耗关系的影响，在图 6 中画了启动子
活性和能量消耗关于泄露率的依赖曲线． 从图 6 中
可看到:随着泄漏率的增加，启动子活性降低，能量
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消耗减少．这也再次证实了图 5 中的结论，即泄露率
变化时，启动子活性与能量消耗之间的正比关系．此
外，3 种机制下的能量消耗大小关系仍然成立． 这

里，子图中的参数分别为( a) b = 0． 6，σ = 16; ( b)
a = 0． 2，σ = 16; ( c) a = 0． 2，b = 0． 6．图 6中其它
参数与图 5 中的相同．

图 6 启动子泄露对 3 种机制下的启动子活性和能量消耗的影响

综合2． 1和2． 2中的分析，发现转录因子的3种
调控机制对基因表达过程中的能量消耗影响是不同

的:招募机制下的能量消耗最多，而稳定机制下能量

消耗最少．此外，启动子泄露也影响基因表达过程中
的能量消耗．因此，基于分子生物学中能量消耗应遵
循最小化准则［14］，本文的结果从理论上预测了一种
较为理想的基因调控模型，应该是结合启动子泄露

和转录因子的稳定功能的基因表达模型．

3 结论与讨论

近年来，随着单分子测量技术的发展，转录水平
上的基因表达已成为一个热门的研究方向． 转录过
程是非常复杂的，它包括一系列的生化过程，如转录

因子与聚合酶之间的作用、启动子在不同状态间的
切换等．先前的研究主要集中在转录、启动子切换等
重要事件对表达动力学( 例如分子噪声) 的影响．但
是很少有研究关注基因表达过程中的能量消耗，特
别是还没有文献关注转录因子的调控作用如何影响

基因表达过程中的能量消耗． 本文分析了一个在启
动子区域有 2 个调控位点，并且启动子有一个非活
性态和 2 个活性态的基因调控系统，研究了转录因
子的作用机制对细胞能量消耗的影响，主要探讨了
3 种调控机制下的启动子活性与能量消耗的关系研
究，获得了一些定性的结果: 当 mＲNA 平均水平相
同时，转录因子招募机制下的基因表达消耗能量最

多，稳定机制下的基因表达消耗能量最少;活性转录

率的变化导致启动子活性与能量消耗之间呈一个反

比的关系;而非活性转录率( 或泄露率) 的变化导致

启动子活性与能量消耗之间呈一个正比的关系． 这
些定性的结果从能量的观点表明了转录因子的作用

在基因表达中起着非常重要的作用，控制着基因表

达和细胞生物功能实现需要的能量消耗．
需要指出的是，本文的模型仅考虑了基因表达

过程中的一些基本事件，忽略了某些细化和更为复

杂的生化过程，如多部过程的转录和降解、细胞内外
部信号的调控以及反馈调控等． 这些过程或因素也
会影响着基因表达过程的效率和能量消耗，这将有

待于进一步的研究．

4 附录

静态概率分布的导出

为了从方程( 5) 中推导出静态概率分布，引进
新变量 s = z － 1，并作变换 Fi ( s) = e －μ0sGi ( s) ( i =
0，1，2) ，F( s) = e －μ0sG( s) ，则方程( 5) 变为
－ 2aF0 + bF1 － sF0'( s) = 0，

2aF0 － ( ρa + b) F1 + 2b
γ
F2 + ε1 sF1 － sF1'( s) = 0，

ρaF1 － 2b
γ
F2 + ε2 sF2 － sF2'( s) = 0． ( A1)

展开函数

Fi ( s) = ∑
!

k = 0
a ( i)k sk，F( s) = ∑

!

k = 0
bks

k， ( A2)

把( A2) 代入( A1) 中，得

ak =
( kI3 － T3 )

*

det ( kI3 － T3 )
E3ak－1，bk =

ε1

k a( 1)k－1 +
ε2

k a( 2)k－1，

k = 1，2，…． ( A3)
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其中列向量 ak = ( a( 0)k ，a
( 1)
k ，a
( 2)
k )

T，矩阵 Ε3 =
0 0 0
0 ε1 0
0 0 ε









2

． 如果能够求得初值 a ( i)0 ，进而求出所

有的 a( i)k ，则 bk = ∑
2

i = 0
a ( i)k 和生成函数

G( z) = ∑
!

k = 0
bk ( z － 1)( )k eμ0( z－1) ，

Gi ( z) = ∑
!

k = 0
a ( i)k ( z － 1)( )k eμ0( z－1)

也能够确定，然后根据概率分布于生成函数的关系
( 6) 获得平衡态的概率分布．因此，问题的关键是求
解 a0 ．为此，首先定义矩阵T3和余矩阵Mii的特征多

项式分别为
fT3 ( λ) = det ( λI3 － T3 ) = λ( λ + α1 ) ( λ + α2 ) ，

fMii
( λ) = det ( λI2 － Mii ) = ( λ + β ( i)1 ) ( λ + β( i)2 ) ．

( A4)
易知，det ( T3) = 0，det ( Mkk ) = β( k)1 β( k)2 ，rank( T3) =
2，T3T

*
3 = det ( T3 ) I3 = 0，并且矩阵 T3 的零空间是

1 维的．利用矩阵 T3 的 Laplace公式，可知

T3

det ( M11 )

det ( M22 )

det ( M33









)

= 0． ( A5)

根据概率的保守性条件，有

b0 = ∑
2

i = 0
a ( i)0 = 1，T3 ( 0) a0 = 0． ( A6)

结合( A5) 和( A6) ，可得

a( i －1)0 = det ( Mii ) ∑
3

i = 1
det M( )ii

－1 =

β( i)1 β ( i)2 ∑
3

i = 1
β ( i)1 β( i)( )2

－1 ． ( A7)

此外，通过简单计算，得

dfT3 ( λ) dλ λ = 0 = α1α2 ． ( A8)

另一方面，根据 Jacobi公式有
dfT3 ( λ)

dλ λ = 0

= d det ( λI3 － T3 )
dλ λ = 0

=

tr ( λI3 － T3 )
* d det ( λI3 － T3 )

d )( λ λ = 0

=

∑
3

i = 1
det ( Mii ) = ∑

3

i = 1
β( i)1 β ( i)2 ． ( A9)

联立( A7) ～ ( A9) ，从而获得本文中的( 11) 式．
接下来推导 mＲNA 的静态分布． 首先，定义矩

阵Π = ( πij ) 3×3 = ( kI3 － T3 )
* ，将其代入( A3) ，得

a( 1)k
a( 2)( )
k

=
ε1a
( 1)
k－1

det ( kI3 － T3)
π22

π( )
32

+
ε2a
( 2)
k－1

det ( kI3 － T3)
π23

π( )
33

．

( A10)

注意到

πij = ( － 1) i +jdet ( kI3 － Mij ) ， ( A11)
其中 Mij 是矩阵 T3 的元素 tij 的余矩阵，通过简单计
算，可得

π12 = b( k + 2b /γ) ，π13 = 2b2 /γ，
π22 = ( k + β( 2)1 ) ( k + β( 2)2 ) ，π23 = ρa( k + 2a) ，( A12)

π32 = 2b
γ
( k + 2a) ，π33 = ( k + β( 3)1 ) ( k + β( 3)2 ) ．

又从方程( A4) ，可得
det ( kI3 － T3 ) = k( k + α1 ) ( k + α2 ) ． ( A13)

联立方程 ( A10 ) ～ ( A13 ) ，可获得本文中 ( 10 ) 式．
最后，利用本文中概率分布与生成函数的关系( 6) ，
可得本文中总的静态概率分布( 9) 和 3 个状态的部
分概率分布( 12) ．
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The Ｒegulation-Mechanism-Dependent Energy Consumption

YANG Xiyan，WU Yahao
( Department of Applied Mathematics，Guangdong University of Finance，Guangzhou Guangdong 510521，China)

Abstract: Gene expression is a dynamic non-equilibrium process，inevitably consuming energy． Here，a gene expres-
sion model at the transcription level is analyzed from the viewpoint of energy consumption． This model considers not
only complexity of promoter structure ( two regulatory sites) ，but also regulatory functions of interacting transcription
factors ( distinguished as three mechanisms: recruitment，stabilization and mixture) ． By mathematical modeling，the-
oretical analysis and numerical simulation，it is found that the recruitment mechanism maximizes energy consump-
tion，the stabilization mechanism minimizes energy consumption，and the role of the mixture is between that of these
mechanisms． In addition，it is found that if the transcription rates at active states change，then the relationship be-
tween promoter activity and energy consumption is inverse ( i． e．，the higher ( lower) the promoter activity is，the
less ( greater) is energy is consumed) ，but if the transcription rate ( also called leakage rate) at the inactive state
changes，then this relationship is direct ( i． e．，the higher ( lower) the promoter activity is，the greater ( less) is en-
ergy is consumed) ． Altogether，these results indicate that energy consumption in gene expression is regulation mech-
anism-dependent．
Key words: gene expression; energy consumption; regulation mechanism; promoter activity
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