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0 引言

在一般拓扑学中拓扑闭集格与拓扑开集格是既

相对独立又相互联系的 2 个对偶概念［1］． 虽然一般
拓扑学的研究是以开集格为主体的，但是随着数理

逻辑、计算机科学、拓扑学、代数学等领域的研究需
要，闭集格及其相关理论的研究逐渐得到了高度重

视．如在 L-fuzzy拓扑空间中以闭集概念为支柱建立
的远域概念是建立 L-fuzzy拓扑理论的基础概念，其
在 L-fuzzy拓扑理论中的作用是不能以开集概念为
支柱而建立的邻域概念所取代的［2］，文献［3］根据
数理逻辑研究的需要建立的闭包系统的概念是一般

拓扑学中闭集概念和闭包公理的推广，其在数理逻

辑理论研究的作用是不能通过开集系统代替的; 还

有文献［4］建立的推理闭包空间、文献［5］建立的闭
包算子等概念均是一般拓扑学中闭集概念或闭包公

理的推广．
余 Frame 结构 ( 满足第 2 无限分配律的完备

格) 是建立于 Boole 幂集格中的闭集格概念在完备
格中的直接推广，并且余 Frame 和 Frame 在结构方
面是相互对偶的，因此对余 Frame 结构的研究在数
理逻辑、计算机科学、拓扑学、domain 理论等［6-17］研
究和应用中占有十分重要的地位． 目前，关于余
Frame的研究工作已经取得了一些进展，文献［18］
在余 Frame范畴中讨论了余 Frame族的逆极限和定
向极限的相关性质，文献［19］在强并半格结构中给
出了余 Frame的 C-滤子表示形式，文献［20］分别在

强并半格范畴和余 Frame范畴中给出了余 Frame 族
的余积结构等．本文的目的是对余 Frame 中的一种
余 Frame同余关系及其诱导的商代数的性质进行讨
论，并利用商余 Frame 代数对具有相同论域和余论
域的 2 个平行余 Frame同态的相关性质进行讨论．
本文涉及但未介绍的基本概念和性质请参见文

献［6］．

1 相关概念与基本性质

定义 1 设 P是集合，Ｒ P × P，若 Ｒ满足
( i) 自反性:x∈ p，( x，x) ∈ Ｒ;
( ii) 反对称性:x，y∈ P，若( x，y) ∈ Ｒ，且( y，

x) ∈ Ｒ，则 x = y;
( iii) 传递性:x，y，z∈P，若( x，y) ∈Ｒ，且( y，

z) ∈ Ｒ，则( x，z) ∈ Ｒ，
则称Ｒ是P上的偏序关系，并称( P，Ｒ) 是偏序集．简
称 P是偏序集．
当Ｒ是P上的偏序关系时，x，y∈P，将( x，y) ∈

Ｒ记作 x≤ y．
定义 2 设 P是偏序集，S P，
( i) a∈P，使得x∈ S，x≤ a，且若b∈P，

使得x∈ S，x≤ b，则 a≤ b，称 a是 S在 P中的上
确界，记作∨ S，即∨ S = sup{ s s∈ S} ;若 P中任
意子集 S的上确界都存在，则称 P是完备并半格;
( ii) a∈ P，使得x∈ S，a≤ x，且若b∈

P，使得x∈ S，b≤ x，则 b≤ a，称 a是 S在 P中的
下确界，记作∧ S，即∧ S = inf { s s∈ S} ;若 P中



任意子集 S的下确界都存在，则称 P是完备交半格;
( iii) 若 P中任意子集的上确界和下确界都存

在，则称 P是完备格．
引理 1［6］ 完备交半格是完备格．
定义 3［17］ 设 P是偏序集，称 P是余 Frame，如

果 P满足
( i) P是完备交半格;
( ii) 余 Frame分配律成立，即x∈ A，Y A，

x∨ ( ∧ Y) =∧ ( x ∨ Y) ，这里 x ∨ Y = { x ∨
y y∈ Y} ．

注 1［1］ 拓扑空间中的全体闭集族关于集合的
任意交集运算和有限并集运算是封闭的，从而余

Frame分配律即为集合并集运算对任意交集运算的
分配律，因而是成立的，从而拓扑闭集族是一个余

Frame结构．
事实上，余 Frame结构正是拓扑空间的全体闭

集族特征在完备格上的推广．
定义 4 设 A，B是余 Frame，称映射 f: A→ B是

余 Frame同态，如果映射 f: A → B 保有限并和任意
交，即对于 A 的任意有限子集 V，A 的任意子集 U，
f( ∨ V) =∨ f( V) ，f( ∧U) =∧ f( U) ．这里 f( U) =
{ f( x) x∈ U} ．
注 2 设 A，B是余 Frame，f: A→ B是余 Frame

同态，则

( i) 当 V = { a，b} 时，f( a∨ b) = f( a) ∨ f( b) ;
( ii) f: A→ B保持余 Frame分配律，即x∈ A，

U A，f( x∨ ( ∧ U) ) = f( x) ∨ ( ∧ f( U) ) ．
引理 2 设 A1，A2，A3，A4 是余 Frame，f1 : A1 →

A2，f2 : A2 → A3，f3 : A3 → A4 是余 Frame 同态，定义余
Frame同态复合 f2  f1 : A1 → A3，( f2  f1 ) ( x) =
f2 ( f1 ( x) ) ( x∈ A1 ) ，则

( i) 余 Frame 同态复合 f2  f1 : A1 → A3 是余

Frame同态;
( ii) 恒同映射 idA1 : A1→ A1是余 Frame同态，且

idA1  f1 = f1  idA1 ;

( iii) f3  ( f2  f1 ) = ( f3  f2 )  f1 ．
证 以( i) 为例，由定义2验证之．对于 A1的任

意有限子集 V，A1 的任意子集 U，由于∨ V，∧ U∈
A1，因此，

( f2  f1 ) ( ∨ V) = f2 ( ∨ f1 ( V) ) = ∨ f2 ( f1 ( V) ) =
∨ ( f2  f1 ) ( V) ，
( f2  f1 ) ( ∧ U) = f2 ( ∧ f1 ( U) ) =∧ f2 ( f1 ( U) ) =
∧ ( f2  f1 ) ( U) ．
故余 Frame同态复合 f2  f1 : A1→ A3是余 Frame

同态．

2 余 Frame同余关系及其相关性质

定义 5 设 A是余 Frame，Ｒ A × A，若
( i) Ｒ是 A上的等价关系;
( ii) 若xi，yi ∈ A，i∈ I( I是任意非空集合) ，

xiＲyi，则( ∧i∈Ixi ) Ｒ( ∧i∈Iyi ) ;

( iii) 若xi，yi∈ A，i∈ I( I是任意非空有限集
合) ，xiＲyi，则( ∨i∈Ixi ) Ｒ( ∨i∈Iyi ) ，

则称 Ｒ是余 Frame A上的余 Frame同余关系．
注 3 设 A 是余 Frame，则恒同关系 Δ( A) =

{ ( x，x) x∈ A} 是 A上的余 Frame同余关系．
命题 1 设 A是余 Frame，则 A上的余 Frame同

余关系的交集仍是 A上的余 Frame同余关系．
证 根据余 Frame 同余关系定义和集合交集

定义检验即可．
设 A是余 Frame，S A × A，由命题1可知 A × A

中包含 S的最小余 Frame同余关系是存在的．
定义6 设 A是余 Frame，S A × A，称 A × A中

包含 S 的最小余 Frame 同余关系是由 S 生成的余
Frame同余关系．
命题 2 设 A是余 Frame，Ｒ是 A上的余 Frame

同余关系，令 A/Ｒ = { ［x］ x∈ A} ，其中［x］ = { y∈
A xＲy} ，在 A /Ｒ上定义 2 元关系 ≤ 为 x，y ∈ A，
［x］≤［y］当且仅当 x ≤ y，则 ( A /Ｒ，≤ ) 是余
Frame，其中对于 A的任意有限子集 V，A的任意子集
U，∧ { ［u］ u∈ U} = ［∧ U］，∨ { ［v］ v∈ V} =
［∨ V］．
证 根据 A是余 Frame，A /Ｒ上的 2 元关系≤

的定义即可验证:

( i) 2 元关系≤是 A /Ｒ上的偏序关系;
( ii) 对于A的任意有限子集V，A的任意子集U，

根据定义 2 容易证明: { ［u］ u∈ U } 在偏序集
( A /Ｒ，≤) 中的下确界存在，{ ［v］ v∈ V} 在偏序集
( A/Ｒ，≤) 中的下确界存在，且 ∧ { ［u］ u∈ U} =
［∧ U］，∨{ ［v］ v∈ V} =［∨ V］;
( iii)x∈ A，U A，根据( ii) 以及 A 中的余

Frame分配律成立可知
［x］∨ ( ∧ { u ［u］∈ U} ) = ［x］∨［∧ U］ =
［x∨ (∧U) ］=［∧{ x∨u u∈ U} ］=∧{ ［x∨u］
u∈ U} =∧ { ［x］∨［u］ u∈ U} ．
综上可知≤是 A /Ｒ上的偏序关系，并且 A /Ｒ关

于偏序≤是余 Frame．
定义 7 设 A是余 Frame，Ｒ是 A上的余 Frame

同余关系，将余 Frame( A /Ｒ，≤) 称为余 Frame A关
于余 Frame同余关系 Ｒ的商余 Frame，仍记作 A /Ｒ．
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命题3 设A是余Frame，Ｒ是A上的同余关系，
A /Ｒ是余 Frame A关于余 Frame同余关系 Ｒ的商余
Frame，则典型映射 π: B→ B /Ｒ是余 Frame同态，其
中映射 π: B→ B/Ｒ定义为x∈ A，π( x) =［x］．
证 对于A的任意非空有限子集V，A的任意非

空子集 U，根据命题 2 可知，
π( ∨ V) = ［∨ V］ =∨ { ［v］ v∈ V} =
∨ { π( v) v∈ V} =∨ π( V) ，
π( ∧ U) = ［∧ U］ =∧ { ［u］ u∈ U} =
∧ { π( u) u∈ U} =∧ π( U) ．

因此，典型映射 π: B→ B /Ｒ是余 Frame同态．
命题4 设A，B是余Frame，f: A→B是余Frame

同态，若Ｒ是B上的余 Frame同余关系，令 f －1 ( Ｒ) =
{ ( x，y) ( f( x) ，f( y) ∈ Ｒ) } ，则 f －1 ( Ｒ) 是 A上的余
Frame同余关系．
证 ( i) x∈ A，则 f( x) ∈B．由于Ｒ是B上的

同余关系具有自反性，因而( f( x) ，f( x) ) ∈ Ｒ，从而
( x，x) ∈ f －1 ( Ｒ) ;
( ii) ( x，y) ∈ f －1 ( Ｒ) ，则 ( f( x) ，f( y) ) ∈ Ｒ．

由于 Ｒ是 B上的余 Frame同余关系具有对称性，因
而( f( y) ，f( x) ) ∈ Ｒ，从而( y，x) ∈ f －1 ( Ｒ) ;
( iii) ( x，y) ， ( y，x) ∈ f －1 ( Ｒ) ，则 ( f( x) ，

f( y) ) ，( f( y) ，f( z) ) ∈ Ｒ，由于 Ｒ是 B上的余 Frame
同余关系具有传递性，因而( f( x) ，f( z) ) ∈ Ｒ，从而
( x，z) ∈ f －1 ( Ｒ) ;
( iv) 设 I是任意非空集合，i ∈ I，( xi，yi ) ∈

f －1 ( Ｒ) ，则i∈ I，( f( xi ) ，f( yi ) ) ∈ Ｒ，由于 Ｒ是 B
上的 余 Frame 同余关系，因而 ( ∧i∈I f( xi ) ，

∧i∈I f( yi ) ) ∈ Ｒ．由 f: A→ B是余 Frame同态知
∧i∈I f( xi ) = f( ∧i∈Ixi ) ，∧i∈I f( yi ) = f( ∧i∈Iyi ) ，

因此 ( f( ∧i∈Ixi ) ，f( ∧i∈Iyi ) ) ∈ Ｒ，从而 ( ∧i∈Ixi，

∧i∈Iyi ) ∈ f －1 ( Ｒ) ．
再设 I是任意非空有限集合，i∈ I，( xi，yi ) ∈

f －1 ( Ｒ) ，则i∈ I，( f( xi ) ，f( yi ) ) ∈ Ｒ，由于 Ｒ是 B
上的余 Frame 同余关系，因 而 ( ∨i∈I f( xi ) ，

∨i∈I f( yi ) ) ∈ Ｒ．由 f: A→ B是余 Frame同态知
i∈I f( xi ) = f( ∨i∈Ixi ) ，∨i∈I f( yi ) = f( ∨i∈Iyi ) ，

因此 ( f( ∨i∈Ixi ) ，f( ∨i∈Iyi ) ) ∈ Ｒ，从而 ( ∨i∈Ixi，

i∈Iyi ) ∈ f －1 ( Ｒ) ．
由( i) ～ ( iii) 知 f －1 ( Ｒ) 是 A上的等价关系，再

结合( iv) 知 f －1 ( Ｒ) 是 A上的余 Frame同余关系．

3 平行余 Frame同态的相关性质

本部分讨论具有相同论域和相同余论域的 2 个

平行余 Frame同态的相关性质．
定理 1 设 A，B 是余 Frame，f，g: A → B 是余

Frame同态，令 E = { x∈ A f( x) = g( x) } ，则
( i) E关于余 Frame A的运算在其上的限制仍是

余 Frame;
( ii) f E，g E : E→ B是余 Frame 同态，其中

f E : E → B是 f: A→ B在 E上的限制，定义为x∈
E，f E ( x) = f( x) ．
证 ( i) 首先设 U是 E的任意非空子集． 由于

u∈ U，f( u) = g( u) ，因此在 B中有∧u∈Uf( u) =
∧u∈Ug( u) ．又由于 f，g: A → B 是余 Frame 同态，所
以，∧u∈Uf( u) = f( ∧U) ，∧u∈Ug( u) = g( ∧U) ，从
而 f( ∧ U) = g( ∧ U) ，因此∧ U∈ E．故 E中任意
子集关于余 Frame A的下确界运算是封闭的．
其次设V是E的任意非空有限子集．由于v∈V，

f( v) = g( v) ，因此在B中有∧v∈Vf( v) =∧v∈Vg( v) ．又
由于 f，g: A→B是余 Frame同态，所以，∧v∈Vf( v) =
f(∨ V) ，∨v∈Vg( v) = g(∨V) ，则 f(∨V) = g(∨V) ，
因此∨ V∈ E．故 E中任意有限子集关于余 Frame A
的下确界运算是封闭的．
最后，由上述结果知，E中的任意交运算和有限

并运算为余 Frame A中的相应运算．由于在余 Frame
A中余 Frame分配律是成立的，因此在完备交半格 E
中余 Frame分配律成立．
综上所述，由定义 3 知，E 关于余 Frame A的运

算在其上的限制仍是余 Frame．
( ii) 由于 E关于余 Frame A的运算在其上的限

制仍是余 Frame，容易验证嵌入映射 idA E : E→ A是
余 Frame 同态，并且 f E = f  idA E

，g E = g 
idA E ．结合引理2以及 f，g: A→ B是余 Frame态知，
f E : E→ B，g E : E→ B是余 Frame同态．
定理 2 设 A，B 是余 Frame，f，g: A → B 是余

Frame 同态，则存在余 Frame E 和余 Frame 同态
e: E → A 满足
( i) f  e = g  e;
( ii) 对任意满足条件 f  h = g  h的余 Frame同

态 h: E' → A，存在唯一的余 Frame，同态 h—: E' → A，

使得 h = e  h
—
，即图 1 中左侧三角形可交换．

证 令E = { x∈A f( x) = g( x) } ，e: E→A是
嵌入映射，由于 f，g: A→ B是余 Frame同态，由定理
1 知 E是余 Frame，并且结合定义 3可证嵌入映射 e:
E→ A是余 Frame同态．
下证余 Frame E和余 Frame同态 e: E→ A满足

所需的条件．
( i) x∈ E，由 E，e 的定义可得( f  e) ( x) =
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f( e( x) ) = f( x) = g( x) = g( e( x) ) = ( g  e) ( x) ，
因此，f  e = g  e．

图 1 h，h—，e可换图

( ii) 设 E'是余 Frame，h: E'→ A是余 Frame同

态，且满足条件 f  h = g  h．定义 h—: E'→ E，x∈

E'，h—( x) = h( x) ．

首先，h
—
: E' → E 的定义是合理的． 由于 x ∈

E'，( f  h) ( x) = ( g  h) ( x) ，因此 f( h( x) ) =
g( h( x) ) ，所以 h( x) ∈E．由于 h: E'→ A是余 Frame

同态，且x∈ E'，h—( x) = h( x) ，因此，结合定义 4

容易验证 h—: E' → E是余 Frame同态．

其次，h = e  h
—．因为x∈ E'，已证 h( x) ∈ E．

所以，h( x) = e( h( x) ) = e( h—( x) ) = ( e  h
—
) ( x) ．

再设 h* : E' → E是余 Frame同态，且满足条

件 h = e  h* ，则 h* = h—．事实上，x∈ E'，

h* ( x) = e( h* ( x) ) = ( e  h* ) ( x) = h( x) = h—( x) ．
定理 3 设 A，B是余 Frame，f: A→ B，g: A→ B

为余Frame同态，则存在余Frame E和余Frame同态
π: B→ E满足
( i) π  f = π  g;
( ii) 对任意满足条件 h  f = h  g的余 Frame同

态 h: B→ E'存在唯一的余 Frame同态 h—: E→ E'使

得 h = h—  π，即图 2 中右侧三角形可交换．

图 2 h，h—，π可换图

证 f，g: A→ B是从 A到 B的余 Frame同态，则
{ ( f( x) ，g( x) ) x∈ A}  B × B，设 Ｒ 是 B 上包含
{ ( f( x) ，g( x) ) x∈ A} 的最小余 Frame 同余关系，
令 E = B /Ｒ是余 Frame B关于余 Frame同余关系 Ｒ
的商，由命题2知余 Frame B关于余 Frame同余关系
Ｒ的商是余 Frame，因此E是余 Frame;由命题3知典
型映射 π: B→ B /Ｒ是余 Frame同态．
下面证明余 Frame B和余 Frame同态 π: B→ E

满足( i) 和( ii) ．
( i) x∈ A，由于( f( x) ，g( x) ) ∈ Ｒ，因此，在

关于Ｒ的余 Frame同余类E中［f( x) ］=［g( x) ］，再
根据π的定义可得( π  f) ( x) = π( f( x) ) =［f( x) ］=
［g( x) ］ = π( g( x) ) = ( π  g) ( x) ．因此，π  f = π  g．
( ii) 设 E'是余 Frame，h: B→ E是满足条件 h 

f = h  g的余 Frame同态．由注 1 知 Δ( E') = { ( z，
z) z∈ E' } 是 E'上的余 Frame同类关系．再结合命
题 4和 h: B→E是余Frame同态可知 h－1 ( Δ( E') ) 是
B上的余 Frame同余关系，并且
h－1 ( Δ( E') ) = { ( x，y) ∈ B × B ( h( x) ，h( y) ) ∈
E'} = { ( x，y) ∈ B × B h( x) = h( y) } ．

x∈A，由于h满足h  f = h  g，因此h( f( x) ) =
h( g( x) ) ，即 ( h( f( x) ) ，h( g( x) ) ) ∈ Δ( E') ，所以，
( f( x) ，g( x) ) ∈h－1( Δ( E') ) ．故{ ( f( x) ，g( x) ) x∈
A} h－1( Δ( E') ) ．又 Ｒ是包含{ ( f( x) ，g( x) ) x∈ A}
的最小余 Frame同余关系，因此，Ｒ h－1( Δ( E') ) ．

定义 h—: E → E'，［y］ ∈ B /Ｒ，h—( ［y］) =
h( y) ．首先，若［y］，［z］∈B/Ｒ，［y］=［z］，即( y，z) ∈

Ｒ，且Ｒ h－1 ( Δ( E') ) ，则 h( y) = h( z) ，从而 h—的定
义是合理的．对于 B 中的任意子集 U和任意有限子
集 V，由命题 2 知，∧ { ［u］ u∈ U} = ［∧ U］，

∨ { ［v］ v∈ V} = ［∨ V］．所以，

h—( ∧u∈U［u］) = h—( ［∧u∈Uu］) = h( ∧u∈Uu) =

∧u∈Uh( u) =∧u∈Uh
—
( ［u］) ，

h—( ∨v∈V［v］) = h—( ［∨v∈Vv］) = h( ∨v∈Vv) =

∨v∈Vh( v) =∨v∈Vh
—
( ［v］) ．

故 h—: E→ E' 是余 Frame同态．

其次，y∈ B，由于( h
—
 π) ( y) = h—( π( y) ) =

h—( ［y］) = h( y) ，所以 h = h—  π．
最后，设 h* : E → E' 是余 Frame 同态，且 h =

h*  π，则
［y］∈ E，h* ( ［y］) = h* ( π( y) ) =

( h*  π) ( y) = h( y) = h—( ［y］) ，
因此

h* = h—．

4 结论

首先，在余 Frame中引入了余 Frame 同余关系
的概念，证明了余 Frame 关于余 Frame 中余 Frame
同余关系确定的等价类关于相应诱导的算子仍是余

Frame;其次，在余 Frame 之间引入了余 Frame 同态
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的概念，证明了取值域中的余 Frame 同余关系关于
余 Frame同态的逆仍是定义域中的余 Frame同余关
系;最后，对于余 Frame同态 f，g: A→ B，( i) 证明了
存在余 Frame E，余 Frame同态 e: E→ A满足 f  e =
g  e，并且若余 Frame 同态 h: E' → A 满足 f  h =

g  h，则存在唯一的余 Frame 同态 h—: E' → A，使得

h = e  h
—
; ( ii) 证明了存在余 Frame E，余 Frame同

态 π: B→E满足π  f = π  g;并且若余Frame同态h:
B→ E'满足 h  f = h  g，则存在唯一的余 Frame同

态 h—: E→ E'使得 h = h—  π． 本文的结果对余 Frame
性质的进一步研究具有参考价值．
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The Co-Frame Congruence Ｒelation with Its Application
in Construct of Co-Frame

MA Jun1，WANG Yongbing2*

( 1． Department of Mathematics and Computer Science，Hebei Normal University for Nationalities，Chengde Hebei
067000，China; 2． Nationalities College，Hebei Normal University，Shijiazhuang Hebei 050091，China)

Abstract: The concepts of co-frame congruence relation in co-frames and co-frame homomorphism between co-
frames are introduced，and the properties of and its applications are studied． The main results are following that the
quotient set of a co-frame based on co-frame congruence relation is a co-frame，the inverse of co-frame congruence
relation under co-frame homomorphism is co-frame congruence relation and a related property of the co-frame homo-
morphism are investigated．
Key words: lattice theory; co-frame homomorphism; congruence relation; parallel homomorphism

(责任编辑:曾剑锋)

694 江西师范大学学报( 自然科学版) 2016 年


