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摘要: 研究了费马型函数方程 f ( z) n + g ( z) m = 1的亚纯解，对该方程涉及微分和差分的一些情况，讨论

了解的极点分布性质，得到了极点收敛指数的下界估计．
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0 引言与结果

本文的亚纯函数均指在整个复平面上亚纯的函

数，且本文采用Nevanlinna理论中的标准记号，其基
本概念和详细定义可参见文献［1-3］．
设 f( z) 是非常数亚纯函数，用 σ( f) 表示 f( z)

的增长级，用 S( r，f) 表示满足 S( r，f) = o( T( r，
f) ) ( r→∞，r E) 的量，其中集合 E具有有穷线性
测度．接下来，介绍 f( z) 的极点收敛指数 λ( 1 / f) 和
2 阶收敛指数 λ2 ( 1 / f) ，它们分别为

λ( 1 / f) = lim
r→∞

log + n( r，f) log r，

λ2 ( 1 / f) = lim
r→∞

log + log + n( r，f) log r．

假设 a为任一复数，定义 a关于 f( z) 的亏量为

δ( a，f) = lim
r→∞

m( r， 1
f － a)

T( r，f) = 1 － lim
r←∞

N( r， 1
f － a)

T( r，f) ．

对于费马型函数方程 f n + gn = 1，它的解存在
性问题一直吸引着人们进行研究，并且有了大量完

善的结果．当 n ≥ 4 时，费马方程无超越亚纯解［4］;
而当n≥ 3时，该方程无超越整函数解［5］;若 n = 2，
则该方程仅有整函数解 f( z) = sin( h( z) ) 和 g( z) =
cos( h( z) ) ，其中 h( z) 为任意整函数［6］; 当 g( z) =
f '( z) 且 n = 2 时，

f( z) = ( Peλz + e －λz /P) 2，
其中 P，λ均为复常数［7］．对于费马方程的推广形式

f n + gm = 1， ( 1)

杨重骏进行了研究，并得到

定理 A［8］ 设 m，n为正整数，且 1 /m + 1 /n ＜ 1，
则不存在非常数整函数解 f( z) 和 g( z) 满足方程( 1) ．

2006 年以来，有大量文献涉及亚纯函数与其移
动、差分的值分布性质，特别是有穷级亚纯函数，有
对数导数引理的差分形式成立［9-13］．由此，当 f( z) 和
g( z) 满足一些特殊关系时，来研究方程( 1) 亚纯解
的极点性质．当 g( z) 为 f( z) 的导数时，方程( 1) 将
变成非线性微分方程，而对于这类方程已有一定研

究［14］．故结合差分考虑下列方程
f ( z) n + f ( z + c) m = 1， ( 2)
f ' ( z) n + f ( z + c) m = 1， ( 3)
f ' ( z) n +［f( z + c) － f( z) ］m = 1． ( 4)
对于这些方程的超越整函数解，刘凯等［15］进行

了较为完善的研究，得到一些有穷级超越整函数解

的存在性结论．因此，在本文中将更多地讨论具有至
少 1 个极点的亚纯解，并得到下面的 3 个定理．
定理 1 假设 n≠ m，则方程( 2) 的至少有 1个

极点的亚纯解 f( z) 必满足
λ( 1 / f) = + ∞，λ2 ( 1 / f) ≥ 1．
定理 2 假设 f( z) 为方程( 3) 的亚纯解，则
( i) 当 n ＞ m 时，若 f( z) 至少有 1 个极点，有

λ( 1 / f) = + ∞ 和 λ2 ( 1 / f) ≥ 1;
( ii) 当 n = m时，若 f( z) 至少有 1 个极点，有

λ( 1 / f) ≥ 2;
( iii) 当n ＜ m时，若σ( f) ＜ +∞，有n ＜ m≤2n，

N( r，f) = T( r，f) + S( r，f) ，即 δ( ∞，f) = 0．



定理 3 假设 f( z) 为方程( 4) 的至少有 1个极
点的亚纯解，则

( i) 当 n ＞ m时，有 λ2 ( 1 / f) ≥ 1;
( ii) 当 n = m时，有 λ( 1 / f) ≥ 2．

1 主要引理

引理 1［9-10，12］ 假设 f( z) 为有穷级的超越亚纯
函数，c为非负常数，则

T( r，f( z + c) ) = T( r，f) + S( r，f) ，
m( r，f( z + c) f( z) ) = S( r，f) ．

易知下面的结果成立．
引理 2 假设 f( z) 为亚纯函数，则有
T( r，f ') ≤ T( r，f) + N—( r，f) + S( r，f) ．
引理 3 假设 f( z) 为方程 ( 3) 的有穷级亚纯

解，如果 n ＜ m，则
m( r，f) = S( r，f) ，m( r，f( z + c) ) = S( r，f) ．
证 首先定义 E1 = { θ∈［0，2π］ f( reiθ +

c) ≤ 1} ，E2 = ［0，2π］\E1，从而

2π·m( r，f( z + c) ) = ∫E1 log + f( reiθ + c) dθ +

∫E2 log + f( reiθ + c) dθ． ( 5)

如果 θ ∈ E1，则 log
+ f( reiθ + c) = 0，所以

∫E1 log + f( reiθ + c) dθ = 0．

接下来，考虑 θ∈ E2，即 f( reiθ + c) ＞ 1 的情

形，由( 3) 式不难看出

log + f( reiθ + c) = log + 1 － f ' ( reiθ ) n

f ( reiθ + c) m－1 ≤

log + 1
f ( reiθ + c) m－1 + log+ f ' ( reiθ) n

f ( reiθ + c) m－1 =

log + f ' ( reiθ ) n

f ( reiθ + c) m－1 ． ( 6)

注意到

f ' ( z) n

f ( z + c) m－1 = f '( z)
f( z + c)

n
· 1

f( z + c) m－n－1，

其中 m － n － 1 ≥ 0，从而对于 θ∈ E2，能推出

log + f ' ( reiθ ) n

f ( reiθ + c) m－1 ≤ n log + f '( reiθ )
f( reiθ + c)

+

( m － n －1) log + 1
f( reiθ + c)

= n log + f '( reiθ)
f( reiθ + c)

≤

n log + f '( reiθ )
f( reiθ )

+ n log + f( reiθ )
f( reiθ + c)

． ( 7)

将( 6) 和( 7) 式代入( 5) 式，得到
m( r，f( z + c) ) ≤ n·m( r，f ' / f) +
n·m( r，f( z) f( z + c) ) ． ( 8)
利用对数导数引理和引理 1，( 8) 式意味着
m( r，f( z + c) ) = S( r，f) ． ( 9)

由于 m( r，f) ≤ m( r，f( z) f( z + c) ) + m( r，f( z +
c) ) ，根据( 9) 式容易得到 m( r，f) = S( r，f) ．

2 定理的证明

定理 1的证明 不失一般性，对于方程( 2) ，仅
须考虑 n ＞ m的情形．假设 f( z) 为方程( 2) 的亚纯
解，z0为 f的 l重极点( l≥1) ，则由( 2) 式知 z0 + c必
为 f的 nl /m 重极点． 以此类推，z0 + kc 必为 f 的
( n /m) k l重极点，k为自然数．再由 n( r，f) 的定义知
n( r，f) ≥ l + ( n /m) l +… + ( n /m) μ l≥ ( n /m) μ l，
μ = ［( r － z0 ) c ］． ( 10)

当 r∈［ z0 + ( k － 1) c ， z0 + k c ］时，μ = k －

1，由( 10) 式可得 n( r，f) ≥ ( n /m) k－1 l．
对于上面的不等式两边取对数，可看出

log + log + n( r，f)
log r ≥ log( k － 1) + log log( n /m)

log( z0 + k c )
． ( 11)

显然当 r→∞ 时，必然有 k→∞ ．对于不等式( 11) ，
可推出

lim
r→∞

log + log + n( r，f)
log r ≥ lim ( k － 1) －1

c ( z0 + k c )
=

lim
k→∞
( z0 + k c ) ［ c ( k － 1) ］ = 1．

这意味着 λ2 ( 1 / f) ≥ 1，此时必然有 λ( 1 / f) = + ∞ ．
定理 2 的证明 假设 f( z) 为方程( 3) 的亚纯

解，若有极点，则设 z0为 f的 l重极点( l≥1) ，接下来
分 3 种情况讨论．
情况( i) 当 n ＞ m时，则 z0 + c必为 f的( n /m)·

( l + 1) 重极点． 以此类推，z0 + kc 必为 f 的( n /m) k·

( l + 1) + ( n /m) k－1 +… + ( n /m) 重极点，k为自然
数．因此，不难看出
n( r，f) ≥ l + ( n /m) ( l + 1) + … + ( n /m) μ( l + 1) +
( n /m) μ－1 +… + ( n /m) ≥ ( n /m) μ( l + 1) ，
μ = ［( r － z0 ) c ］．

利用类似定理 1 的证明过程，可知 λ2 ( 1 / f) ≥
1，从而 λ( 1 / f) = + ∞ ．
情况( ii) 当 n = m时，则 z0 + c必为 f的l + 1重

极点．以此类推，z0 + kc必为 f的 l + k重极点，k为自
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然数，从而

n( r，f) ≥ l + l + 1 + … + l + k≥
kl + k( k + 1) 2，k = ［( r － z0 ) c ］． ( 12)

对( 12) 式等号两边取对数可得
log + n( r，f)

log r ≥ log( kl + k2 /2 + k /2)
log( z0 + ( k + 1) c )

． ( 13)

显然当 r→ ∞ 时，必然有 k→ ∞ ．对于( 13) 式的等
号右端利用罗比塔法则，推出

lim
r→∞

log + n( r，f)
log r ≥ lim

k→∞

log( kl + k2 /2 + k /2)
log( z0 + ( k + 1) c )

= 2，

这意味着 λ( 1 / f) ≥ 2．
情况( iii) 当 n ＜ m时，将考虑方程( 3) 的有穷

级亚纯解 f( z) ．首先将( 3) 式改写为
f ( z + c) m = 1 － f ' ( z) n ． ( 14)

对于( 14) 式等号左边，取特征函数为
T( r，f ( z + c) m ) = mT( r，f( z + c) ) ．

注意到引理 1，从而
T( r，f ( z + c) m ) = mT( r，f) + S( r，f) ． ( 15)

而( 14) 式等号右边的特征函数为
T( r，1 － f ' ( z) n ) ≤ nT( r，f) + nN—( r，f) + S( r，f) ≤
nT( r，f) + nN—( r，f) + S( r，f) ， ( 16)
其中用到了引理 2．结合( 15) 和( 16) 式，显然有
mT( r，f) + S( r，f) ≤ nT( r，f) + nN—( r，f) + S( r，f) ．
由此容易看出

( m － n) T( r，f) /n + S( r，f) ≤ N—( r，f) ≤ T( r，f) ．
这意味着 n ＜ m≤ 2n．
另一方面，根据引理 3，有 m( r，f) = S( r，f) ，故
N( r，f) = T( r，f) － m( r，f) = T( r，f) + S( r，f) ．

由亏量的定义，得到 δ( ∞，f) = 0．
定理 3的证明 假设 f( z) 为方程( 4) 的亚纯解，

设 z0 为 f的 l重极点( l≥ 1) ，分 2种情况讨论．
情况( i) 当 n ＞ m时，则 z0 + c为 f的( n /m) ( l +

1) 重极点． 以此类推，z0 + kc 必为 f 的( n /m) k ( l +

1) + ( n /m) k－1 +… + ( n /m) 重极点，k为自然数．从
而，类似于定理 2 的情况( i) ，可知
n( r，f) ≥ ( n /m) μ( l + 1) ，μ = ［( r － z0 ) c ］，

则可推出 λ2 ( 1 / f) ≥ 1．
情况( ii) 当 n = m时，则 z0 + c为 f的 l + 1重极

点．以此类推，z0 + kc必为 f的 l + k重极点，k为自然
数．从而类似于定理 2 的情况( ii) ，得到
n( r，f) ≥ kl + k( k + 1) 2，k = ［( r － z0 ) c ］．

由上式，同样得到 λ( 1 / f) ≥ 2．
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The Compact and Modified ADI Scheme for Schrdinger Equations

WANG Lan，ZHOU Yuanlan，FU Lidan
( College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: A compact and modified alternative direction implicit ( ADI) scheme is contributed to multidimensional
Schrdinger equations． After analyzing the error of Douglas' ADI scheme，it is discovered that the splitting error of
the ADI scheme is much larger than truncation error from time approximation． A perturbation term is inserted into
Douglas and Peaceman's ADI scheme to improve the accuracy and computational efficiency． Moreover，the order of
splitting error is bettered and the error from time discretization is dominant． Numerical tests verified the advantages
of the new scheme and the important role of perturbation term．
Key words: Schrdinger equation; modified ADI scheme; high-order compact scheme．
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The Poles of Meromorphic Solutions of Fermat Type
Differential-Difference Equations
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Abstract: Meromorphic solutions of Fermat type differential-difference equations are studied． The distribution of
poles of solutions is investigated，and the lower bound is obtained for the exponent of convergence of the poles．
Key words: meromorphic functions; pole; difference; Fermat type equation
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