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复合函数方程的超越亚纯解

高凌云，刘曼莉
( 暨南大学数学系，广东 广州 510632)

摘要:利用亚纯函数 Nevanlinna值分布理论，研究了一类复合函数方程和一类复合函数方程组的超越亚
纯解的性质问题，得到了 2 个有关复合函数方程和复合函数方程组当给予其系数的极点控制时，其解的
特征估计和计数估计，将 Silvennoinen的某些结果推广至更为复杂的复合函数方程和复合函数方程组中．
举例表明定理中的条件是精确的．
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0 引言与主要结果

采用 Nevanlinna值分布理论的基本概念和通常
记号［1-2］．
函数方程在实域里已有广泛的研究，而在复域

里研究还是始于 20 世纪 70 年代，Ｒ． Goldstein 利用
Nevanlinna 值分布理论研究了多类函数方程的亚纯
解存在性问题，写出了一系列的论文，得到了许多结

果［3-6］．随后，一些作者也开始了这方面内容以及复
差分函数的值分布研究，如 W． Bergweiler［7-8］，J． He-
ittokangas［9］，陈宗煊［10］以及甘会林［11］等，得到了许
多精彩的结论．

2003 年，H． Silvennoinen 研究了如下的复合函
数方程超越亚纯解的存在性问题

f( p( z) ) = ∑
m

i = 0
ai ( z) f ( z)

i，

得到了一些结果［12］．
本文主要目的是利用 Nevanlinna 值分布理论，

在 H． Silvennoinen论文的基础上，进一步将其结果
推广至更为复杂的复合函数方程和方程组中．
设有复合函数方程

∑
q

l =0
dl ( z) f ( p( z) )

l =∑
m

i =0
ai ( z) f ( z)

i ∑
n

j =0
bj ( z) f ( z)

j，

( 1)
其中{ ai}，{ bj}，{ dl} 都是不恒为零的亚纯函数，p( z) =
ckz

k + ck－1 z
k－1 + … + c1 z + c0，ck ≠ 0，k≥ 2．

笔者考虑了复差分方程和几类复合函数方程组

亚纯解的存在性问题，得到了一些结果［13-17］． 本文
继续这方面内容的研究，即研究对一类复合函数方

程组当给予其系数的极点控制时其解的增长性问

题，这类方程组形式为

f1 ( p( z) ) = ∑
m

i = 0
ai ( z) f2 ( z)

i，

f2 ( p( z) ) = ∑
m

j = 0
bj ( z) f1 ( z)

j{
，

( 2)

其中 p( z) 是次数为 k≥2的多项式，{ ai} ，{ bj} 都是

不恒为零的亚纯函数．
本文的 2 个主要结果如下．
定理 1 设 f( z) 是复合函数方程( 1) 的一个超

越亚纯解，{ ai} ，{ bj} 都是亚纯函数，dl 为不全为零

的常数，am，bn 不恒等于零，m，n≥ 1，满足
T( r，ai ) ＜ KT( rs，f) ，T( r，bj ) ＜ KT( rs，f) ，
i = 0，1，…，m; j = 0，1，…，n，

这里K，s均是正常数，r足够大．若 s ＜ k，则ε ＞ 0，有
T( r，f) = O( ( log r) α+ε ) ，

其中

α = log ( ( d +2) K q + d/ ( qs) ) log ( k / s) ，1 ＜ s ＜ k;
α = log ( ( d + 2) Ks q + d /q) log k，s ＜ 1 ＜ k，
d = max { m，n} ，d = m + n．
定理 2 设 ( f1 ( z) ，f2 ( z) ) 是复合函数方程组

( 2) 的一个超越亚纯解，{ ai} ，{ bj} 都是亚纯函数，

f1 ( z) ，f2 ( z) 都具有无限个极点，满足
n( r，ai ) ＜ Kn( rs，f2 ) ，n( r，bj ) ＜ Kn( rs，f1 ) ，i，j = 0，



1，…，m，
这里K，s均是正常数，r足够大．如果 s ＜ k，则ε ＞
0，有

n( r，fi ) = O( ( log r) β ) ，i = 1，2，
其中

β = log ( ( K + m) k) log ( k / s0 ) ，s0 = max { s，1} ．

1 引理

为证明定理需要用到以下几个引理．

引理 1［1］ 设 Ｒ( z，w) =∑
p

i =0
ai( z) w

i ∑
q

j =0
bj( z) w

j

是关于 w 的不可约的有理函数，其中系数{ ai ( z) }
和 { bj ( z) } 是亚纯函数． 如果 w( z) 是一个亚纯函
数，则有 T( r，Ｒ( z，w) ) = max { p，q} T( r，w) +

O{∑T( r，ai ) +∑T( r，bj ) } ．

引理 2［5］ 设 ψ: ［r0，!) → ( 0，!) 在每个有限
区间是正的和有界的，若

ψ( μrm ) ≤ Aψ( r) + B，r≥ r0，
其中 μ ＞ 0，m ＞ 1，A ＞ 1，B是一个实常数，则

ψ( r) = O( ( log r) α ) ，
这里 α = log A log m．
引理 3［6］ 设 f( z) 是一个超越亚纯函数，p( z)

为次数大于 0 的多项式，即
p( z) = akz

k + ak－1 z
k－1 + … + a1 z + a0，ak ≠ 0，

k≥ 1．给定 0 ＜ δ ＜ ak ，令

λ = ak + δ，

μ = ak － δ{ ，

则给定 ε ＞ 0，对任何有限复数 a及足够大的 r，有

kn μrk， 1( )f － a
≤ n r， 1

f( p)( )－ a
≤ kn λrk， 1( )f － a

，

( 1 － ε) T( μrk，f) ≤ T( r，f( p) ) ≤ ( 1 + ε) T( λrk，f) ．

2 定理的证明

定理 1 的证明 由方程( 1) 与引理 1 可得

qT( r，f( p( z) ) ) = T r，
∑
m

i = 0
ai ( z) f ( z)

i

∑
n

j = 0
bj ( z) f ( z)









j
≤

dT( r，f) +∑
m

i = 0
T( r，ai ) +∑

n

j = 0
T( r，bj ) + O( 1) ≤

( d + ε) T( r，f) + ( d + 2) KT( rs，f) ，
即

T( r，f( p( z) ) ) ≤ d + ε
q T( r，f) + ( d + 2) K

q T( rs，f) ，

( 3)
其中 d = max { m，n} ，d = m + n．
( i) 若 s≥1．根据 T( r，f) 是关于 log r的增函数

及凸函数，T( r，f) log r 是关于 r 的增函数，则对任
意给的正常数 C及任意的 t≥ 1，有

T( Crt，f)
T( r，f) ≥

log C + tlog r
log r ＞ ( 1 － ε) t．

所以，对足够大的 r，有
T( r，f) ＜ T( Crt，f) ［( 1 － ε) t］． ( 4)
在( 4) 式中取 t = s及 C = 1，可得
T( r，f) ＜ T( rs，f) ［( 1 － ε) s］． ( 5)

结合( 3) 式和( 5) 式得到
T( r，f( p( z) ) ) ≤ ( ( d + 2) K q + d / ( sq) +
ε1 ) T( r

s，f) ．
再依引理 3，有
( 1 － ε) T( μrk，f) ≤ ( ( d + 2) K q + d / ( sq) +
ε1 ) T( r

s，f) ) ，
即

T( μrk/ s，f) ≤ ( ( d +2) K q + d / ( sq) + ε2) T( r，f) ．
因为 s ＜ k，由引理 2 得到

T( r，f) = O( ( log r) α1+ε ) ，
其中 α1 = log ( d + 2) K q + d / ( qs) ) log( k / s) ．
( ii) 若 s ＜ 1．根据 T( r，f) log r是关于 r的增

函数，则有

T( r，f)
log r ≥

T( rs，f)
log rs
，

亦即

T( r，f) T( rs，f) ≥ 1 / s． ( 6)
结合( 3) 式和( 6) 式得到

T( r，f( p( z) ) ) ≤ ( ( d + 2) Ks + d + ε) T( r，f) q．
依引理 3 知

T( μrk，f) ≤ ( ( d + 2) Ks + d + ε3 ) T( r，f) q．
故由引理 2 得到

T( r，f) = O( ( log r) α2+ε ) ，
其中 α2 = log ( ( d + 2) Ks q + d /q) log k．
定理 1 证毕．
定理 2 的证明 由方程组( 2) 可得

n( r，f1 ( p) ) = n( r，∑
m

i = 0
ai f2 ( z)

i ) ≤mn( r，f2 ) +

∑
m

i = 0
n( r，ai ) ≤ mn( r，f2 ) + Kn( rs，f2 ) ， ( 7)

n( r，f2 ( p) ) = n( r，∑
m

j = 0
bj f1 ( z)

j ) ≤ mn( r，f1 ) +
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∑
m

j = 0
n( r，bj ) ≤ mn( r，f1 ) + Kn( rs，f1 ) ， ( 8)

这里 K是一个正常数．
依引理 3 有
kn( μrk，f1 ) ≤ n( r，f1 ( p) ) ， ( 9)

kn( μrk，f2 ) ≤ n( r，f2 ( p) ) ． ( 10)
分别结合( 7) 式与( 9) 式，( 8) 式与( 10) 式，得到

kn( μrk，f1 ) ≤ mn( r，f2 ) + Kn( rs，f2 ) ，

kn( μrk，f2 ) ≤ mn( r，f1 ) + Kn( rs，f1 ) ．
进一步有

kn( μrk，f1 ) ≤ ( m + K) n( rs0，f2 ) ， ( 11)

kn( μrk，f2 ) ≤ ( m + K) n( rs0，f1 ) ， ( 12)
这里 s0 = max { s，1} ．
情形( i) 若 n( r，f1) ≤ n( r，f2) ，则依 n( r，f1) ，

n( r，f2) 是关于 r 的增函数，k ＞ s0，由( 12) 式及引理2，
得到

n( r，fi ) = O( ( log r) β ) ，i = 1，2．
情形 ( ii) 若 n( r，f2 ) ≤ n( r，f1 ) ，同样依

n( r，f1 ) ，n( r，f2 ) 是关于 r 的增函数，k ＞ s0，由( 11)
式及引理 2，得到

n( r，fi ) = O( ( log r) β ) ，i = 1，2，
其中 β = log ( ( K + m) k) log ( k / s0 ) ．
定理 2 证毕．

3 举例

下面给出 2 个例子，表明其 2 个定理中的条件
是精确的．
例 1 设

ai ( z) = Ci
m

e3p( z)

( 1 + ez ) m
，

bj ( z) = Cj
m

2 jep( z)

( 1 + 2ez ) m
，i，j = 0，1，…，m，

其中多项式 p( z) = ckz
k +… + c0，k≥2，m是1个正

整数，则有

∑
m

i = 0
ai ( z) f ( z)

i = e3p( z)

( 1 + ez ) m∑
m

i = 0
Ci

mf ( z)
i =

e3p( z)

( 1 + ez ) m
( 1 + f( z) ) m，

∑
m

j = 0
bj ( z) f ( z)

j = ep( z)

( 1 + 2ez ) m∑
m

j = 0
Cj

m2
j f ( z) j =

ep( z)

( 1 + 2ez ) m
( 1 + 2f( z) ) m．

可以验证 f( z) = ez 是如下复合函数方程

f ( p( z) ) 2 =
∑
m

i = 0
ai ( z) f ( z)

i

∑
m

j = 0
bj ( z) f ( z)

j
=

e3p( z)

( 1 + ez ) m
( 1 + f( z) ) m

ep( z)

( 1 + 2ez ) m
( 1 + 2f( z) ) m

的一个超越亚纯解，且满足

T( r，f) = r
π

+ O( 1) ．

而由于 k≥ 2，

T( r，ai ) = ( 3 + o( 1) )
ck rk

π
，

T( r，bj ) = ( 1 + o( 1) )
ck rk

π
．

这表明当 s = k时，定理 1 不成立．
例 2 设

ai ( z) = Ci
m
( 1 － e －z ) m

e2p( z) － 1
，

bj ( z) = Cj
m
( 1 － e －2z ) m

ep( z) － 1
，i，j = 0，1，…，m，

其中多项式 p( z) = ckz
k +… + c0，k≥2，m是1个正

整数，则有

∑
m

i = 0
ai ( z) f2 ( z)

i = ( 1 － e －z ) m

e2p( z) － 1 ∑
m

i = 0
Ci

mf2 ( z)
i，

∑
m

j = 0
bj ( z) f1 ( z)

j = ( 1 － e －2z ) m

ep( z) － 1 ∑
m

j = 0
Cj

mf1 ( z)
j ．

不难验证( f1 ( z) ，f2 ( z) ) = (
1

e2z － 1
， 1
ez － 1
) 是如下

复合函数方程组

f1 ( p( z) ) =
( 1 － e －z ) m

e2p( z) － 1
( 1 + f2 ( z) )

m

f2 ( p( z) ) =
( 1 － e －2z ) m

ep( z) － 1
( 1 + f1 ( z) ){ m

的一个超越亚纯解，解中的 2 个分量 f1 ( z) =
1

e2z － 1
，f2 ( z) =

1
ez － 1
均有无限多个极点，且满足

n( r，f1 ) =
2r
π

+ O( 1) ，n( r，f2 ) =
r
π

+ O( 1) ．

而由于 k≥ 2，

n( r，ai ) = ( 2 + o( 1) )
ck rk

π
，

n( r，bj ) = ( 1 + o( 1) )
ck rk

π
．

这表明当 s = k时，定理 2 不成立．
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The Transcendental Meromorphic Solutions of Composite Functional Equations

GAO Lingyun，LIU Manli
( Department of Mathematics，Jinan University，Guangzhou Guangdong 510632，China)

Abstract: Using the Nevanlinna theory of the value distribution of meromorphic functions，the problem of properties
of transcendental solutions of ( systems of ) composite functional equations are investigated，and characteristic esti-
mate and non-integrated counting estimate of solutions are obtained while restricting the number of the poles of the
coefficients，a certain result of Silvennoinen concerning composite functional equations is extened to systems of com-
posite functional equations． Examples show that our condition in Theorems are precise．
Key words: composite functional equations; transcendental meromorphic solutions; distribution theory
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