
第 40 卷 第 6 期 江西师范大学学报( 自然科学版) Vol． 40 No． 6
2016 年 11 月 Journal of Jiangxi Normal University( Natural Science) Nov． 2016

收稿日期: 2016-05-20
基金项目: 国家自然科学基金 ( 11301234，11211171 ) 和江西省自然科学基金 ( 20161ACB20006，20151BAB201012，

20142BCB23009) 资助项目．
作者简介:符芳芳( 1984-) ，女，江西南昌人，讲师，主要从事偏微分方程研究．

文章编号: 1000-5862( 2016) 06-0599-04

2 维 Gross-Pitaevskii方程的辛格式
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摘要:提出了 2 维 Gross-Pitaevskii方程的辛格式，该格式能够精确地保持电荷守恒和隐式能量守恒，还分
析了该格式的数值误差，最后通过数值例子验证了理论结果．
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0 引言

众所周知，当温度极低时，在高能物理状态下，
同种物质原子的量子电子的电核凝聚可以用 Gross-
Pitaevskii( GP) 方程来描述，它是 1 类带有坍塌项的
非线性薛定谔方程［1-2］

i ψ( X，t) t = － "2ψ /2 + Vd ( X) ψ +
βd ψ 2ψ，ψ∈ Ｒd，t≥ 0， ( 1)

其中 βd 为实数，Vd 为坍塌项．
近 20 年来这一物理模型引起了科研工作者的

极大关注，从理论和实际应用等方面对它进行了大
量研究［3-6］．本文考虑 GP方程的初边值问题

ψ( X，0) = ψ0 ( X) ，X∈ Ｒd， ( 2)
lim
X →!

ψ( X，t) = 0， ( 3)

初边值问题( 1) ～ ( 3) 满足电荷守恒律和能量守恒律:

Q( t) = ∫Ｒd ψ( X，t) 2dt = ∫Ｒd ψ( X，0) 2dt = Q( 0) ，( 4)

ε( t) = ∫Ｒd
［ "ψ( X，t) 2 /2 + Vd ( X) ψ 2 +

βd ψ 4 /2］dt = ε( 0) ． ( 5)
本文主要研究 2 维 GP 方程 ( 1) 的辛格式． 为

此，考虑下列周期初边值问题
iψ( x，y，t) t = － ( ψxx + ψyy ) /2 + V( x，y) ψ +
β ψ 2ψ，( x，y) ∈［a，b］×［c，d］，t∈［0，T］，( 6)
ψ( x，y，0) = ψ0 ( x，y) ，
ψ( x + b － a，y，t) = ψ( x，y，t) = ψ( x，y + d － c，t

{
) ，

令 ψ = p + iq，则( 6) 式可写成
qt + ( qxx + qyy ) /2 － V( x，y) q － β( p2 + q2 ) q = 0，
qt － ( pxx + pyy ) /2 + V( x，y) p + β( p2 + q2 ) p = 0{ ．

( 7)

令 z = ( p，q) T，则( 7) 式可以写成 Hamilton形式
dz /dt = J －1δH( z) /δz， ( 8)

其中 J －1 = 0 － 1( )1 0
，其 Hamilton泛函为

H( p，q) = － 1
2 ∫

b

a ∫ [d

c

1
2 ( "

2p + "2q) +

V( p2 + q2 ) + 1
2 β ( p

2 + q2 ) ]2 dxdy，

其中"2p = p2x + p2y，"
2q = q2x + q2y ．

方程( 8) 保持辛守恒［7-10］

dω /dt = 0，ω = dz∧ Jdz．

1 辛格式的构造

为简化记号，用［L，Ｒ］×［L，Ｒ］×［0，T］表示空
间 -时间区域，并用 3组平行线对其进行划分

xj = L + jΔx( j = 1，2，…，N) ，yk = L + kΔy( k = 1，
2，…，K) ，tn = nτ( n = 1，2，…，M) ，

ψn
jk 表示 ψ( x，y，t) 在点( xj，yk，t

n ) 的近似值，并引入
下列记号

ψn+1 /2
jk = ( ψn+1

jk + ψn
jk ) /2，( U

n，Vn ) = ΔxΔy∑
j，k

un
jk v

n
jk，

‖Un‖ = ( Un，Un槡 ) ．
为将无限维 Hamilton系统转化为有限维，首先

对空间方向进行离散，这关键在于对空间导数
2 /x2，2 /y2 的离散［10-13］．采用 2 阶中心差分算子
对其离散

Δ2xvjk = k( vj－1，k － 2vj，k + vj+1，k ) /Δx
2，

Δ2yvjk = k( vj，k－1 － 2vj，k + vj，k+1 ) /Δy
2 ． ( 9)

先考虑 2 维线性周期边值问题
pt + ( qxx + qyy ) /2 = 0，
qt － ( pxx + pyy ) /2 = 0{ ．



用 2 阶差分算子( 9) 对其进行空间离散得到
dpj，k /dt = － ［( qj－1，k － 2qj，k + qj+1，k ) /Δx

2 +
( qj，k－1 － 2qj，k + qj，k+1 ) /Δy

2］/2，
dqj，k /dt = ［( pj－1，k － 2pj，k + pj+1，k ) /Δx

2 +
( pj，k－1 － 2pj，k + pj，k+1 ) /Δy

2］/2










，

取 Δx = Δy = h，N = ( Ｒ － L) /h，可得
dpj，k /dt = － ( qj－1，k + qj，k－1 － 4qj，k + qj+1，k +
qj，k+1 ) / ( 2h

2 ) ，

dqj，k /dt = ( pj－1，k + pj，k－1 － 4pj，k + pj+1，k +
pj，k+1 ) / ( 2h

2 )










．

假设
p = ( p11，p21，…，pN1，p12，p22，…，pN2，…，pNN )

T，

q = ( q11，q21，…，qN1，q12，q22，…，qN2，…，qNN )
T，

可得半离散系统
d
dt [ ]pq = 0 － I

I[ ]0
M /2 0
0 M /[ ]2 [ ]pq ，

其中 I是 N2 × N2 单位矩阵，并且

M = 1
h2
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，

这里 IN 是 N × N单位矩阵．将此空间离散方法拓展
到非线性问题，可得方程( 6) 的半离散系统

d
dt [ ]pq = 0 － I

I[ ]0
M1 0
0 M[ ]

1
[ ]pq ， ( 10)

其中

M1 = M /2 +

D1

D2


D













N

，

且 Di ( i = 1，2，…，N) 是 N × N对角矩阵，其对角元
为 Dijj = － ( Vji + β( p

2
ji + q2ji ) ) ，j = 1，2，…，N．根据矩

阵 M，Di ( i = 1，2，…，N) 的对称性可知，系统( 10)
为 Hamilton系统，且 Hamilton泛函为

H( p，q) = 1
4［p

T，qT］ M 0
0[ ]M [ ]pq －

1
2∑j，k Vjk ( p

2
jk + q2jk ) +

1
2 ( p

2
jk + q2jk ){ }2 ．

将辛中点格式［14］应用于半离散系统( 10) ，可得
( pn+1 － pn ) /τ + Mqn+1 /2 /2 － Vqn+1 /2 －
β( ( pn+1 /2 ) 2 + ( qn+1 /2 ) 2 ) qn+1 /2 = 0， ( 11)
( qn+1 － qn ) /τ － Mpn+1 /2 /2 + Vpn+1 /2 +
β( ( pn+1 /2 ) 2 + ( qn+1 /2 ) 2 ) pn+1 /2 = 0， ( 12)

其中V =［V11，V21，…，VN1，V12，V22，…，VN2，…，VNN］
T，

pn = ［pn11，p
n
21，…，p

n
N1，p

n
12，p

n
22，…，p

n
N2，…，p

n
NN］

T，qn =

［qn11，q
n
21，…，q

n
N1，q

n
12，q

n
22，…，q

n
N2，…，q

n
NN］

T ． 将 方 程
( 11) × i － ( 12) 得 2阶非线性周期初边值问题( 6)
的辛格式为

i( ψn+1 － ψn ) /τ + Mψn+1 /2 /2 － Vψn+1 /2 －
β ψn+1 /2 2ψn+1 /2 = 0． ( 13)

易知矩阵 M 为对称矩阵，且由矩阵分解理论知，存
在矩阵 A，使得 － M = ATA．

2 理论结果

2． 1 守恒律
如前所述，初边值问题( 1) ～ ( 3) 满足2个守恒

律，因此也希望所构造的辛格式( 13) 也能满足离散
的电荷守恒及能量守恒．
定理 1 辛格式( 13) 保持电荷守恒，即

Qn+1 = h2∑
j，k

ψn+1
jk

2
= h2∑

j，k
ψ0 ( xj，yk )

2
= Q0 ．

定理 2 辛格式( 13) 满足隐式能量守恒律，即
( ‖Aψn+1‖2 － ‖Aψn‖2 ) /2 + h2∑

j，k
( Vjk +

β ψn+1 /2
jk

2 ) ( ψn+1
jk

2 － ψn
jk

2 ) = 0．
注 1 定理 1 和定理 2 的证明过程类似于文献

［15］，限于篇幅，此处从略．
2． 2 误差估计

为估计格式( 13) 的误差，用 φn
jk 表示点( xj，yk，

tn ) 的精确值，enjk表示在点( xj，yk，t
n ) 所产生的误差，

即 enjk = φn
jk － ψ

n
jk ．由守恒律( 4) ，( 5) 和定理1可假设

‖φn‖2 ≤ Q，‖ψn‖2 ≤ Q，
‖en‖2 ≤ 4Q．

由泰勒展开可推出格式( 13) 的截断误差为
Γn

jk = i( φn+1
jk － φn

jk ) /τ + ( Mφn+1 /2 ) jk /2 －
( Vjk + β φn+1 /2

jk
2 ) φn+1 /2

jk = O( τ2 + h2 ) ．
定理 3 存在仅依赖于初值 u0 ( x) 的正常数 C

使得误差 enj 满足
‖en+1‖2 ≤ ( ‖e0‖2 + τΟ ( τ2 + h2 ) 2 ) e4CT．
其中 τ充分小使得2CT≤ ( M － 1) / ( 2M) ，其中M =
T /τ．
注 2 定理3可以用 Gronwall不等式［9］，定理1

和定理 2 证明，在此不写出详细的证明过程．

3 数值实验

下面通过数值算例来验证格式( 13) 的守恒性以
及误差［14-16］，取空间区域为［0，2π］×［0，2π］，en2 = h·

∑
j，k

φn
jk － ψn

jk槡
2，en! = max

j，k
φn

jk － ψn
jk

例 1 考虑线性周期初边值问题
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iψt = ( ψxx + ψyy ) /2，
ψ( x，y，t) = ψ( x，y + 2π，t) ，
ψ( x，y，t) = ψ( x + 2π，y，t) ，
ψ( x，y，0) = e － i( x+y) /2

{
．

易知该问题的理论解为 ψ( x，y，t) = e － i( x+y+t) ．
为证实理论分析，采用不同的空间-时间步长来模

拟该问题，表1列出当 t = 10时的数值结果，且图1表明
格式( 13) 满足精确的电荷守恒及能量守恒．

表 1 不同网格步长下的误差

τ h en! en2 CPU /s

0． 010
π /10 3． 606 2 × 10 －2 7． 118 4 × 10 －2 4
π /15 1． 330 9 × 10 －2 1． 751 5 × 10 －2 22

0． 001
π /10 4． 048 1 × 10 －2 7． 990 8 × 10 －2 30
π /15 1． 775 2 × 10 －2 2． 336 0 × 10 －2 143

图 1 格式( 13) 的电荷守恒及能量守恒

例2 求解带坍塌项的非线性周期初边值问题
iψ( x，y，t) /t = － ( ψxx + ψyy ) /2 +
V( x，y) ψ + ψ 2ψ，
ψ( x，y，0) = sin xsin y

{
，

( 14)

其中( x，y) ∈［0，2π］，V( x，y) = 1 － sin2x sin2y，且

其精确解为 ψ( x，y，t) = sin xsin ye －2it ．
选取 τ = 0． 001，h = π /20 来研究格式( 13) 的

性态，图 2给出了当 t = 10时的模拟结果，图 3表明
辛格式( 13) 能保持电荷守恒和隐式能量守恒．

图 2 当 t = 10 时( 14)式的数值解

图 3 辛格式( 13)的电荷守恒和隐式能量守恒
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4 结论

本文研究了 2 维 Gross-Pitaevskii 方程的辛格
式，分析了格式的守恒性和误差．通过数值实验可以
看出，该格式能够长时间地进行数值模拟，但该格式
应用于 2 维情况相对于 1 维情况耗时更长，因为需
要消耗更多的计算机内存，为了克服此缺点，将在今
后的研究中结合分裂和辛算法的思想，构造更灵活
快捷的数值格式．
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The Symplectic Integrator for Two-Dimensional Gross-Pitaevskii Equations

FU Fangfang1，ZHOU Yuanlan2

( 1． Nanchang Institute of Science and Technology，Nanchang Jiangxi 330108，China;
2． College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: A symplectic integrator is proposed for the two dimensional Gross-Pitaevskii equations in the letter． It is
observed that the proposed scheme keeps the charge exactly unchanged and an implicit energy conservation law．
Furthermore，the error of the numerical method is estimated theoretically． The theoretical analysis is illustrated by
some numerical examples．
Key words: symplectic integrator; Gross-Pitaevskii equation; conservation laws
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