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马氏调节风险模型下的破产前盈余分布
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摘要:对在马氏调节风险过程中破产前盈余和破产时赤字的联合分布进行研究．该过程中的泊松索赔到
达速率和索赔额分布随时间改变，并取决于 1 个潜在的马尔科夫跳过程的状态．推广了 Dickson 公式，并
证明了破产前盈余的分布函数和密度函数均能由破产概率表示出来．
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0 引言

S． Asmussen［1］提出了马氏调节风险模型，即在
金融与精算文献中常见的马尔科夫体制转换模型．
在经典风险模型中，保险费率、索赔到达强度 ( 速
率) 以及索赔分布被认为受一个外部环境过程
{ J( t) ; t≥ 0} 的影响，而马氏风险模型则是经典风
险模型的推广． 正如文献［1］所指出的，{ J( t) ; t ≥
0} 可以是健康保险领域某些特定类型的流行病，或
者是汽车保险行业里的天气类别; Zhu Jinxia 等［2］

将 J( t) 的状态视作经济环境或是政治体制的转换．
近年来，关于马氏调节风险模型的研究有很多，如文

献［3-4］研究了一些破产函数的计算方法;文献［5］
研究了马氏调节风险模型中的占据时间测度计算;

文献［6］研究了阶段观测下的马氏调节风险模型中
的分红问题．
假设{ J( t) ; t≥ 0} 是一个具有有限状态空间

E = { 1，2，…，m} 的、齐次的、不可约的、周期性的马
尔科夫过程．用Λ = ( αi，j )

m
i，j = 1表示{ J( t) ; t≥ 0} 的

密度矩阵，其中 αi，i = － αi，i∈ E．令 π→' = ( π1，π2，

…，πm ) 为{ J( t) ; t≥ 0} 的平稳分布．
假设给定 J( t) = i，保费连续不断地以正恒定

速率 ci到达，索赔到达强度是 λ i ＞ 0，而索赔额服从

分布函数 Pi ( x) = 1 － P— i ( x) ，其密度函数是 pi ( x) ，
均值为 μi ( i∈ E) ．由于仅对无限时间范围下的事件
感兴趣，不失一般性，假设 ci = 1．进一步地，假设不
同状态下的索赔相互独立，相同状态下的索赔独立

同分布．该模型可以从数学的意义上进行如下定义．

令{ U1 ( t) } t≥0，{ U2 ( t) } t≥0，…，{ Um ( t) } t≥0 为
m个独立经典复合泊松风险过程，其具有单位保费
率，索赔到达速率为 λ i，索赔额分布为 Pi，初始盈余

为 0．盈余过程{ U( t) ; t≥ 0} 可以表示为

U( t) = u +∑
m

i = 1
∫
t

0
I( J( s) = i) dUi ( s) ，t≥ 0，( 1)

其中 u≥0为初始盈余．同时假设模型( 1) 满足正安

全负载条件，即∑
m

i = 1
πi ( 1 － λ iμi ) ＞ 0．

为了符号的方便，令 Pi (·) = P(· J( 0) = i) ．
定义 T = inf { t≥0: U( t) ＜ 0} 为破产时刻，并定义
Ψi，j ( u) = Pi ( T ＜ !，J( T) = j U( 0) = u) ，i，j∈ E
为假定初始状态是 i，由 j状态的索赔导致破产情况

下的破产概率． 因此，Ψi ( u) = ∑
m

j = 1
Ψi，j ( u) ( u ≥ 0，

i∈ E) 是已知初始状态是 i 的破产概率． 相应地，
Φi ( u) = 1 －Ψi ( u) 是在初始状态为 i的条件下的生
存概率．
文献［7-15］对此类模型进行了研究． A． C． Y．

Ng等［16］通过构造一个指数鞅的方法，得到了破产
前瞬时盈余和破产时赤字联合分布的 Lundberg 类
上界．之后，A． C． Y． Ng等［17］进一步给出了，当初始
盈余为 0，或者索赔额服从 phase-type 分布时，破产
前和破产后盈余联合分布的封闭形式解． Li
Shuanming等［18］根据初始状态以及破产时状态，研
究了期望罚函数以及它们的分解式． 当初始盈余为
0，或者索赔额分布具有一个有理拉普拉斯变换时，
可以得到期望罚函数及其简化形式的精确表达． 在
文献［18］中，破产前最大盈余和破产时最大赤字的



分布也同样进行了研究．
D． C． M． Dickson［19］指出依据破产概率，在经典

风险模型下，破产前盈余的分布函数和密度函数可

以被精确表达出来． 本文的目的是从传统的风险模
型到马氏调节风险模型对 Dickson 公式进行扩展，
并说明在给定初始状态以及破产时状态的情况下，

破产前瞬时盈余的分布函数和密度函数也能够由破

产概率表达出来．

1 当初始盈余为0时的破产前与破产
时盈余分布

定义

Fi，j ( u，x，y) = Pi ( T ＜ !，J( T) = j，U( T － ) ≤
x，U( T) ≤ y U( 0) = u) ，
fi，j ( u，x，y) = 

2Fi，j ( u，x) ( xy) ，u≥ 0，
i，j∈ E

分别为在由状态 j 的索赔而导致破产的情况下，给
定初始状态为 i、初始盈余为 u后的破产前盈余和破
产时赤字的联合分布函数与联合密度函数．那么

Fi，j ( u，x) = Fi，j ( u，x，!) ，
fi． j ( u，x) = Fi，j ( u，x) x

分别为在由状态 j 的索赔而导致破产的情况下，给
定初始状态为 i、初始盈余为 u后的破产前盈余的分
布函数和密度函数．显然有

fi，j( u，x，y) = fi，j( u，x)
pj( x + y)
P—j( x)
，i，j∈E，u，x，y≥0 ． ( 2)

即
f( u，x，y) = f( u，x) px ( y) ， ( 3)

其中 f( u，x，y) = ( fi，j ( u，x，y) )
m
i，j = 1，

f( u，x) = ( fi，j ( u，x) )
m
i，j = 1，

px ( y) = (diag p1 ( x + y) P—1 ( x) ，…，pi ( x +

y) P— i ( x) ，…，pm ( x + y) P—m ( x )) ．

定义
Gi，j ( u，y) = Pi ( T ＜ !，J( T) = j，U( T) ≤ y U( 0) =
u) ，gi，j ( u，y) = Gi，j ( u，y) y，u≥ 0，i，j∈ E
分别为在由状态 j 的索赔而导致破产的情况下，给
定初始状态为 i、初始盈余为 u后的破产时赤字的分
布函数和密度函数，那么

Gi，j ( u，y) = Fi，j ( u，!，y) = ∫0
y

∫0
!
fi，j ( u，x，t) dxdt． ( 4)

上述关系表明，如果 Fi，j ( u，x) 和 fi，j ( u，x) 已知，那
么破产前盈余和破产时赤字的联合分布，以及破产

时赤字的边缘分布可以通过( 2) 式和( 4) 式得出．
当初始盈余 u = 0时，A． C． Y． Ng等［17］研究得出

fi，j ( 0，x，y) =
πj

πi
λj pj ( x + y) e→'je

Q～ xe→i，i，j∈ E， ( 5)

其中 e→i 是一个第 i个元素为 1，其余元素为 0的 m ×

1 的列向量，Q
～
是如下矩阵方程的解

Q～ =∏ －1Λ'∏ － diag(λ1，λ2，…，λm) + ∫
!

0
S( dx) e Q～x，

其中∏ = diag( π1，π2，…，πm) ，S( dx) = diag( λ1P1( dx) ，

λ2P2( dx) ，…，λmPm( dx) ) ．
( 5) 式可以用矩阵的形式表示为

f( 0，x，y) = eKxs( x + y) ，

其中 K =∏ －1 Q～ '∏ ，s( x) = diag( λ1p1 ( x) ，

λ2p2 ( x) ，…，λmpm ( x) ) ．由( 3) 式可知
f( 0，x) = eKxS—( x) ， ( 6)

其中 S—( x) = diag( λ1P
—
1( x) ，λ2P

—
2( x) ，…，λmP

—
m( x) ) ．

2 正初始盈余情况下破产前盈余的
分布函数

对于 b ＞ u≥ 0，定义
ξi，j ( u; b) = Pi ( sup0≤t≤T

U( t) ＜ b，T ＜ !，

J( T) = j U( 0) = u) ，i，j∈ E
为给定外部环境初始状态为 i、初始盈余为 u的条件
下，破产发生、破产前盈余水平不超过 b且破产时外
部环境状态为 j的条件概率．显然有 ξi，j ( u; b) = 0，
当 b≤ u时，令 τb为盈余U( t) 首次到达 b( b≥ u) 的
时刻，定义

χi，j ( u; b) = Pi ( τb ＜ T，J( τb ) = j U( 0) = u) ，i，j∈E
为初始状态为 i、初始盈余为 u、在破产前到达水平 b
且到达 b 时外部环境的状态 j 的条件概率． 显然
χ i，j ( b; b) = I( i = j) ，其中 i，j∈ E．
通过考虑盈余过程是否会在破产前达到 b( ＞

u) ，有Ψi，j ( u) = ξi，j ( u; b) +∑
m

k = 1
χ i，k ( u; b) Ψk，j ( b) ，i，

j∈ E，或者在矩阵表示下，有
Ψ( u) = ξ( u; b) + χ( u; b) Ψ( b) ，

其中Ψ( u) = Ψi，j( u) )
m
i，j =1，ξ( u，b) = ( ξi，j( u; b) )

m
i，j =1，有

ξ( b; b) = 0以及 χ( u; b) = ( χi，j( u; b) )
m
i，j =1．

Li Shuanming等［18］指出
χ( u，b) = v( u) ［v( b) ］－1，0 ≤ u≤ b， ( 7)

其中 v( u) 是一个 m × m的矩阵，且有

v( u) = Ψ
～
( u) － ∫

u

0
Ψ
～
( u － x) Δe －Δxdx，

Ψ
～
( u) = ［Ι － Ψ( u) ］［Ι － Ψ( 0) ］－1，

Δ = Λ［Ι － Ψ( 0) ］－1 ．
于是有

ξ( u，b) = Ψ( u) － v( u) ［v( b) ］－1Ψ( b) ，
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0 ≤ u≤ b． ( 8)
当 0≤ u≤ x时，通过考虑破产前盈余是否到达

x得到

Fi，j ( u，x) = ξi． j ( u，x) +∑
m

k =1
χi，k ( u，x) Fk，j ( x，x) ．

即
F( u，x) = ξ( u，x) + χ( u，x) F( x，x) ，0≤ u≤ x，( 9)
其中 F( u，x) = ( Fi，j ( u，x) )

m
i，j = 1 ． 显然，如果已知

F( x，x) ，就能在0≤ u≤ x的情况下得到F( u，x) 的
表达式．

定理1 F( x，x) =［Ψ
～
( x) － ∫

x

0
Ψ
～
( x － y) Δe－Δydy］·

eΔx［G( 0，x) － Ψ( 0) ］+ Ψ( x) ．
证 令 g( y) = g( 0，y) = ( gi，j ( 0，y) )

m
i，j = 1 ．通

过考虑盈余首次低于初始值 x的时刻，有

Fi，j ( x，x) =∑
m

k =1
∫
x

0
gi，k ( 0，y) Fk，j ( x － y，x) dy，i，j∈ E．

即

F( x，x) = ∫
x

0
g( y) F( x － y，x) dx． ( 10)

将( 9) 式代入( 10) 式，并求解 F( x，x) 得到

F( x，x) = ［Ι － ∫
x

0
g( y) χ( x － y，x) dy］－1·

∫
x

0
g( y) ξ( x － y，x) dy．

文献［18］指出

∫
x

0
g( y) χ( x － y，x) dy = {Ψ

～
( x) －Ψ

～
( 0) － ∫

x

0
［Ψ
～
( x － y) －

Ψ
～
( 0) ］Δe－Δydy}［Ψ

～
( x) － ∫

x

0
Ψ
～
( x － y) Δe－Δydy］－1 =

Ι － e －Δx［Ψ
～
( x) － ∫

x

0
Ψ
～
( x － y) Δe －Δydy］－1，

则［Ι － ∫
x

0
g( y) χ( x － y，x) dy］－1 =［Ψ

～
( x) － ∫

x

0
Ψ
～
( x －

y) Δe－Δydy］eΔx ．为进一步计算，注意到

Ψi，j ( u + x) = ∑
m

k = 1
∫
x

0
gi，k ( u，y) Ψk，j ( x － y) dy +

∫
!

0
gi，j ( u，y) dy，

即

Ψ( u + x) = ∫
x

0
g( u，y) Ψ( x － y) dy + ∫

!

0
g( u，y) dy，

由( 8) 式知，

∫
x

0
g( y) ξ( x － y，x) dy = ∫

x

0
g( y) Ψ( x － y) dy －

［∫
x

0
g( y) χ( x － y，x) dy］Ψ( x) =

Ψ( x) － Ψ( 0) + G( 0，x) － { Ι － e －Δx·

［Ψ
～
( x) － ∫

x

0
Ψ
～
( x － y) Δe －Δydy］－1 }Ψ( x) ．

于是得到F( x，x) =［Ψ
～
( x) － ∫

x

0
Ψ
～
( u － y) Δe －Δydy］·

eΔx［G( 0，x) － Ψ( 0) ］+ Ψ( x) ．定理 1 证毕．
定理 2 当 0 ≤ u≤ x时，有

F( u，x) = Ψ( u) +［Ψ
～
( x) － ∫

u

0
Ψ
～
( u － y) ·

Δe －Δydy］eΔx［G( 0，x) － Ψ( 0) ］． ( 11)
证 将( 8) 式代入( 9) 式中，有
F( u，x) = ξ( u，x) + χ( u，x) F( x，x) =
Ψ( u) － χ( u，x) Ψ( x) + χ( u，x) F( x，x) =
Ψ( u) － χ( u，x) ［Ψ( x) － F( x，x) ］． ( 12)

将( 10) 式代入( 12) 式，并由( 7) 式可得( 11) 式．定
理 2 证毕．
定理 3 当 u≥ x时，

F( u，x) = Ψ( u) － Ψ( u － x) + G( u － x，x) －

Ψ
～
( u － x) ［G( 0，x) － Ψ( 0) ］+［Ψ

～
( u) －

∫
x

0
Ψ
～
( u － t) Δe －Δtdt］eΔx［G( 0，x) － Ψ( 0) ］． ( 13)

证 如果破产在初始盈余 u ＞ x 的情况下发
生，并且破产前盈余低于 x，那么在破产前的某些时
刻，盈余一定不能超过 x，否则破产将不会发生． 通
过考虑盈余降到低于 x，有

Fi，j ( u，x)∑
m

k = 1
∫
x

0
gi，k ( u － x，y) Fk，j ( x － y，x) dy．

即

F( u，x) = ∫
x

0
g( u － x，y) F( x － y，x) dy． ( 14)

记 Ψi，j ( u) = ∑
m

k = 1
∫
x

0
gi，k ( u － x，y) Ψk，j ( x － y) dy +

∫
!

x
gi，j ( u － x，y) dy，或者在矩阵形式下，

Ψ( u) = ∫
x

0
g( u － x，y) Ψ( x － y) dy + ∫

!

x
g( u － x，y) dy，

这意味着

∫
x

0
g( u － x，y) Ψ( x － y) dy = Ψ( u) － Ψ( u － x) +

G( u － x，x) ，∫
x

0
g( u － x，y) ［Ι － Ψ( x － y) ］dy =

Ψ( u － x) － Ψ( u) ，∫
x

0
g( u － x，y) Ψ

～
( x － y) dy =

Ψ
～
( u) － Ψ

～
( u － x) ，

其中 Ψ
～
( u) = ［Ι － Ψ( u) ］［Ι － Ψ( 0) ］－1 ．
同理，有

∫
x

0
g( u － x，y) ( ∫

x－y

0
Ψ
～
( x － y － t) Δe －Δtdt) dy =

∫
x

0
( ∫

x－1

0
g( u － x，y) Ψ

～
( x － t － y) dy) Δe －Δtdt =

∫
x

0
［Ψ
～
( u － t) － Ψ

～
( u － x) ］Δe －Δtdt．
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将( 12) 式代入( 14) 式，运用相同的方法得到
F( u，x) = Ψ( u) － Ψ( u － x) + G( u － x，x) +

［Ψ
～
( u) － Ψ

～
( u － x) ］eΔx［G( 0，x) － Ψ( 0) ］－

［∫
x

0
［Ψ
～
( u － t) － Ψ

～
( u － x) ］Δe －Δtdt］eΔx［G( 0，x) －

Ψ( 0) ］．
定理 3 得证．

3 破产前盈余的密度函数

本部分对上一节给出的分布函数进行求导，由
此得到破产前盈余的密度函数．

定理4 f( u，x) =［Ψ
～
( u) －∫

u

0
Ψ
～
( u －y) Δe－Δydy］f( 0，

x) ，0≤ u ＜ x，其中 f( 0，x) 由( 6) 式给出．
证 对( 12) 式进行微分即证．
现在考虑 u ≥ x 的情况． 首先，由于 A( x) 和

B( x) 2 个矩阵函数定义于区间［0，!) ，定义矩阵卷
积公式 C( x) = A* B( x) = ( ci，j ( x) )

m
i，j = 1，其中

ci，j( x) =∑
m

k =1
∫
x

0
ai，k( y) bk，j( y － x) dy =∑

m

k =1
ai，k* bk，j( x) ．

注意到，盈余过程的第 n个记录低点在 u － x和
u － x + dx之间发生的概率为 g* n ( x) ，其中 g* n ( x)
为 g( x) 的 n重卷积矩阵．那么，由全概率公式有

G( u，x) = ∫
u

0∑
!

n = 0
g* n ( y) ∫

u－y+x

u－y
g( z) dzdy = G( 0，u +

x) － G( 0，u) + ∫
u

0∑
!

n = 1
g* n ( y) ∫

u－y+x

u－y
g( z) dzdy． ( 15)

进一步地，令 x = !，有
Ψ( u) = Ψ( 0) － G( 0，u) +

∫
u

0
∑
!

n = 1
g* n ( y) ∫

!

u－y
g( z) dzdy， ( 16)

定理 5 当 u≥ x时，f( u，x) =［Ψ
～
( u) － Ψ

～
( u －

x) Δe－Δx － ∫
x

0
Ψ
～
( u － t) Δe －Δtdt］f( 0，x) ．

证 对( 13) 式关于 x进行求导，可得

f( u，x) = － dΨ( u － x)
dx + dG( u － x，x)

dx +

dΨ( u － x)
dx ［Ι － Ψ( 0) ］－1［G( 0，x) － Ψ( 0) ］－

Ψ
～
( u － x) G( 0，x) － Ψ

～
( u － x) Δ［G( 0，x) －Ψ( 0) ］+

［Ψ
～
( u) － ∫

x

0
Ψ
～
( u － x) Δe－Δtdt］eΔx［Δ［G( 0，x) －

Ψ( 0) ］+ G( 0，x) ］．
经整理有

f( u，x) = dG( u － x，x)
dx － dΨ( u － x)

dx ［Ι － Ψ( 0) ］－1·

［Ι － G( 0，x) ］+［Ψ
～
( u) － Ψ

～
( u － x) e －Δx －

∫
x

0
Ψ
～
( u － t) Δe －Δtdt］f( 0，x) ．

因此，为了得到结论，需证
dG( u － x，x)

dx = dΨ( u － x)
dx ［Ι － Ψ( 0) ］－1·

［Ι － G( 0，x) ］． ( 17)
因为 u ＞ x，所以用 u － x替换( 15) 式中的 u得
G( u － x，x) = G( 0，u) － G( 0，u － x) +

∫
u－x

0 ∑
!

n = 1
g* n ( y) ∫

u－y

u－x－y
g( z) dzdy．

两边同时对 x进行求导
dG( u － x，x)

dx = g( u － x) －∑
!

n = 1
g* n ( u － x) G( 0，x) +

∫
u－x

0 ∑
!

n =1
g* n( y) g( u － x － y) dy = g( u － x) －

∑
!

n =1
g* n( u － x) G( 0，x) +∑

!

n = 1
g* ( n+1) ( u － x) =

∑
!

n = 1
g* n ( u － x) ［Ι － G( 0，x) ］． ( 18)

同理，由( 16) 式得到
Ψ( u － x) = Ψ( 0) － G( 0，u － x) +

∫
u－x

0 ∑
!

n =1
g* n( y) ∫

!

u－x－y
g( z) dzdy．

对 x再次进行微分，有

dΨ( u － x) /dx =∑
!

n =1
g* n( u － x) ［Ι －Ψ( 0) ］．

结合( 17) 和( 18) ，定理 5 证毕．

4 结论

本文指出，与经典风险模型［19］一样，当马氏调

节风险模型下的初始盈余为正时，破产前盈余的密

度函数也可以被破产概率和初始盈余为 0 时的破产
前盈余的密度函数精确表示出来．文献［19］给出了
经典的复合泊松风险模型下，破产前瞬时盈余水平

的密度函数和破产概率的关系，而本文的主要贡献

是将该文献中的结果推广到了马氏调节风险模型

下．显然，本文所考虑的模型更具有一般性，所得结
论在特殊情况下可以退化为文献［19］中的结论．
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On the Distribution of the Surplus Before Ｒuin
in a Markov-Modulated Ｒisk Model

ZHANG Min1，ZHANG Zhimin2

( 1． Meishan Vocational and Technical College，Meishan Sichuan 620000;
2． College of Mathematics and Statistics，Chongqing University，Chongqing 401331)

Abstract: The joint distribution of the surplus before ruin and the deficit at ruin in a Markov-modulated risk process
in which the rate for the Poisson claim arrivals and the distribution of the claim sizes vary in time depending on the
state of an underlying ( external) Markov jump process is studied． The Dickson' s formula from the classical risk
model to the Markov-modulated risk model is extended and it is shown that both of the distribution function and
density function of the surplus before ruin can be expressed in terms of the ruin probabilities．
Key words: Markov-modulated risk model; time of ruin; surplus before ruin; deficit at ruin; dickson's formula
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